Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Uiheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  Tür  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  fürdieseZwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .coiril  durchsuchen. 


THEORIE 
DER  ALGEBRAISCHEN  FUNKTIONEN 

EINER  VARIABELN 


UND  IHEE  ANWENDUNG  AUF  ALGEBRAISCHE 
KUBVEN  UND  ABELSCHE  INTEGRALE 


VON 


Db.  KURT  HENSEL      UND    Db.  GEORG  LANDSBEBG 

A.O.  FKOFES80B  DBB  KATHSMATIX  A.O.  PB0FB8S0B  DBB  MATHBIfATIK 

AX  I>BB  ITNITBBSITAT  BEBLIH  AN  DBB  DBIVBESITAT  HEIDBLBBBO 


LEIPZIG 

VERLAG  VON  B.  G.  TEUBNER 

1902 


•1  H ;•-  Nil  '<  ■    ;"^ 

p;:,PL.iCL.r.  r:AKY 


ASTQ«,  LENOX    A*vD 

R  1 Ö02  ^ 


J 


ALLE  BBOHTB, 
EINSCHLIESSLICH  DES  ÜBEBSBTZUKOSRECHTS ,  TOBBEHALTEN. 


•   •  •  •  -• 

»  *   •     *  •  r  ■ 
• i  • 


?."• 


•.'•:..•••. 


•    •••   • 


•    •  • 


•  •*  '■ 


•  •  •  •  •    •  •  \* 


•  • 


HERRN  Dr  richaed  dedekind 


ZUM  18.  MlEZ  1902 


IN  GRÖSSTER  VEREHRUNG  GEWIDMET. 


Vorrede. 


Die  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  einer  Variabehi  kann 
Ton  den  allerverschiedensten  Gesichtspunkten  aus  behandelt  werden, 
weil  sie  aufsi  engste  mit  der  Arithmetik,  der  Algebra,  der  Funktionen- 
iheorie  und  der  Geometrie  zusammenhangt;  auf  dieser  nahen  Beziehung 
m  den  schönsten  und  tiefsten  Fragen  der  ganzen  Mathematik  beruht 
wohl  zum  Teil  der  eigentümliche  Reiz,  der  dieser  Disciplin  innewohnt, 
und  ihre  immer  wachsende  Bedeutung  für  die  Entwickelung  der  Gesamt- 
wiflsenschaft 

Im  Laufe  der  letzten  vierzig  Jahre  hat  sich  aber  den  Forschem, 
zuerst  durch  die  Arbeiten  von  Weierstrafs,  Eronecker,  Dedekind 
und  Weber,  mehr  und  mehr  die  Überzeagnng  aufgedrängt,  dab 
der  leichteste  und  sicherste  Eingang  in  diese  Theorie  durch  eine 
wesentlich  arithmetische  Betrachtung  der  rationalen  und  der  algebrai- 
schen Funktionen  gewonnen  werden  kann,  selbstverständlich  unter 
organischer  Einfahrung  der  hierher  gehörigen  Resultate  aus  der  Funk- 
tionentheorie,  welche  ja  in  der  von  Weierstrals  gegebenen  Darstellung 
selbst  arithmetischen  Charakter  besitzt 

Bei  dieser  Problemstellung  erscheint  diese  Disciplin  nahe  ver- 
wandt mit  der  allgemeinen  Theorie  der  algebraischen  Zahlen  und  mit 
derjenigen  der  algebraischen  Flachen;  aber  es  zeigt  sich,  dals  sie  die 
ein&chste  und  einheitlichste  unter  ihnen  ist,  und  dals  ihre  Methoden 
vielleicht  noch  weiter  führen  und  tiefer  in  das  behandelte  Gebiet  ein- 
dringen, als  dies  in  der  höheren  Arithmetik  und  in  der  Lehre  von  den 
algebraischen  Flachen  der  Fall  ist  Beim  Vergleich  mit  der  zweiten 
Disciplin  findet  man  den  Grund  dieser  Erscheinung  einfach  darin,  dals 
die  Theorie  der  analytischen  Funktionen  zweier  Yariabeln  in  wesent- 
lichen Punkten  noch  der  genaueren  Durchbildung  bedarf;  aber  auch 
f&r  die  zuerst  genannte,  viel  weiter  entwickelte  Theorie  kann  die 
Richtigkeit  unserer  Behauptung  aus  einer  Gegenüberstellung  ihrer 
Methoden  und  ihrer  Ziele  erschlossen  werden. 


VI  Vorrede. 

In  der  höheren  Arithmetik  werden  die  algebraischen  Zahlen  einmal 
in  Bezug  anf  ihre  Teilbarkeit  untersucht  mit  Hilfe  der  Idealtheorie, 
zweitens  aber  werden  sie  in  Bezug  auf  ihre  Grolse  betrachtet,  und  diese 
Fragen  führen  auf  die  Theorie  der  Einheiten  und  im  weiteren  umfange 
auf  die  Betrachtungen,  welche  man  nach  Minkowski  als  die  Geometrie 
der  Zahlen  bezeichnet.  Wahrend  die  Resultate  dieser  beiden  arith- 
metischen Untersuchungen  sehr  ähnlich  sind,  erscheinen  ihre  Methoden 
YoUig  verschieden.  Femer  sind  diese  Untersuchungen  auf  das  Gebiet 
der  algebraischen  Zahlen  beschrankt,  während  sich  fiir  das  der 
transcendenten  Zahlen  bisher  noch  keine  allgemeinen  Methoden  er- 
geben haben. 

Dagegen  bedürfen  wir  in  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen 
zu  ihrer  vollständigen  Charakterisierung  innerhalb  des  allgemeinen 
Funktionengebietes  nur  des  Satzes,  daCs  sie  endlich  vieldeutig  sind  und 
in  der  Umgebung  einer  jeden  endlichen  oder  der  unendlich  fernen 
Stelle  algebraischen  Charakter  besitzen.  Mit  Hilfe  des  Fortsetzungs- 
prinzips für  die  analytischen  Funktionen  erhält  man  so  eine  wunder- 
bar einfache  und  vollständige  Einsicht  in  die  Natur  einer  beliebig 
gegebenen  algebraischen  Funktion,  eine  völlig  strenge  Darstellung  der 
zugehörigen  Riemannschen  Eugelfläche,  und  eine  rein  arithmetische 
Charakterisierung  ihrer  Punkte  und  der  diesen  zugeordneten  Divisoren; 
genau  dieselbe  Einsicht  ergiebt  sich  aber  auch  für  alle  algebraischen 
Funktionen,  welche  rational  durch  die  gegebene  und  die  unabhängige 
Variable  ausdrückbar  sind,  d.  h.  für  alle  Elemente  des  zugehörigen 
„Körpers^'  oder,  was  ganz  dasselbe  ist,  für  alle  Funktionen  der  zu- 
gehörigen Riemannschen  Klasse.  Durch  eine  einfache  Ausdehnung  des 
Begrifb  der  Teilbarkeit  in  der  Zahlentheorie  gelangt  man  endlich  dazu, 
die  Gesamtheit  aller  algebraischen  Funktionen  jenes  Körpers  vollständig 
zu  beherrschen. 

Während  aber  die  höhere  Zahlentheorie  ihre  Aufgabe  mit  der 
Kenntnis  der  algebraischen  Zahlkörper  als  gelöst  ansieht,  bildet  das 
entsprechende  Resultat  für  unsere  Theorie  nur  die  Grundlage  für  zwei 
sehr  viel  weiter  und  tiefer  gehende  Probleme,  von  denen  das  eine 
analytisch,  das  andere  geometrisch  ist.  Es  ergiebt  sich  nämUch  einmal 
unmittelbar  die  Aufgabe,  alle  diejenigen  analytischen  Funktionen  zu 
untersuchen,  deren  Ableitungen  nach  der  unabhängigen  Yariabeln  dem 
algebraischen  Funktionenkörper  angehören.  Da  wir  aber  die  Ableitungen 
jener  Funktionen  beherrschen  imd  aulserdem  aus  dem  Charakter  der 
Ableitung  an  einer  SteUe  unmittelbar  auf  den  Charakter  der  Funktion 
schlielsen  können,  so  ergiebt  sich  aus  den  zuerst  gefandenen  Resultaten 
sofort  eine  genaue  Erkenntnis  jener  Integralfunktionen,  der  sogenannten 


Vorrede.  VII 

Abdschen  Integrale,  mid  eine  natnrgemälse  Einteilung  dieser  dem 
algebnuBchen  Körper  zugeordneten  einfachsten  Transcendenten.  Als 
die  beiden  wichtigsten  Besnltate  dieser  weiteren  Theorie  erhalt  man 
80  rein  arithmetische  und  allgemein  giltige  Begründungen  des  so- 
genannten Riemann-Rochschen  Satzes  und  des  Abelschen  Theorems, 
dnich  welche  auch  der  Weg  zu  den  Abelschen  Funktionen,  den 
Umkehrungsfunktionen  der  Abelschen  Integrale  bereitet  wird. 

Zweitens  kann  aber  die  zwischen  zwei  Funktionen  des  Körpers 
bestehende  algebraische  Gleichung  geometrisch  als  ebene  Kurve  gedeutet 
werden,  und  es  bietet  sich  so  die  reizyoUe  Aufgabe  dar,  alle  dem 
Körper  zugehörigen  Kuryen  zu  untersuchen.  Auch  hier  ergiebt  sich 
unter  Benutzung  der  Theorie  der  Teilbarkeit  eine  allgemein  giltige  und 
doch  auf  jede  noch  so  spezielle  Kurve  anwendbare  Theorie,  in  deren 
Mittelpunkte  die  Plückerschen  Formeln  in  ihrer  allgemeinsten  Fassung 
und  die  Analyse  der  Kurvensingularitaten  stehen. 

In  diesem  üm&nge  ist  diese  Disciplin  in  dem  vorliegenden  Werke 
dargestellt;  wir  haben  uns  bemüht,  die  ganze  Theorie  und  alle  aus  ihr 
abzuleitenden  Folgerungen  ohne  jede  sogenannte  vereinfachende  Vor- 
aussetzung zu  begründen  und  nur  solche  Methoden  und  Definitionen 
zu  benutzen,  welche  auf  jeden  vorgelegten,  noch  so  speziellen  Fall 
anwendbar  bleiben,  und  zwar  so,  data  die  verlangten  Rechnungen  stets 
wirklich  ausgeführt  werden  können. 

In  Bezug  auf  den  Anteil,  welchen  die  beiden  Verfasser  an  diesem 
Werke  haben,  möchten  wir  nur  erwähnen,  daCs  der  Plan  und  die  An- 
ordnung des  Gesamtinhaltes  aus  langen  und  eingehenden  gemeinsamen 
Besprechungen  hervorgingen,  welche  uns  beiden  stets  eine  schöne  und 
wertvolle  Erinnerung  bleiben  werden;  die  genaue  Ausarbeitung  der 
zwanzig  ersten  Vorlesungen  ist  dagegen  durch  den  alteren,  die  der 
folgenden  durch  den  jüngeren  der  beiden  Herausgeber  erfolgt. 

Für  die  Yergleichung  der  hier  gegebenen  Darstellung  dieser  Theorie 
mit  den  früheren  Methoden  verweisen  wir  auf  den  am  Ende  des  Buches 
gegebenen  ausführlichen  Rückblick. 

Bei  der  Redaktion  der  ersten  Hälfte  dieses  Buches  hat  uns 
Herr  Dr.  Oster,  bei  der  zweiten  imd  dem  Sachregister  Herr  stud. 
Zymalkowski  in  dankenswertester  Weise  unterstützt;  ganz  besonderen 
Dank  aber  möchten  wir  Herrn  Professor  L.  Schlesinger  in  Klausen- 
burg daf^  aussprechen,  dafig  er  die  Druckbogen  des  ganzen  Werkes 
sorgfaltig  durchgesehen  hat;  sein  wertvoller  Rat  ist  uns  an  vielen 
Stellen  von  groüsem  Nutzen  gewesen.  Endlich  gilt  unser  Daok  der 
Verlagsbuchhandlung  von  B.  G.  Teubner,  die  unsere  Aufgabe  durch 
entgegenkommendes  Eingehen  auf  unsere  Wünsche,  und  die  bei  ihr 
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wohlbekannte  Sorgfedt  im  Dmck  und  in  der  AuBBtattong  wesentlich 
erleichtert  hat 

Mochte  es  uns  gelungen  sein,  unser  Interesse  und  unsere  Liebe 
ftlr  dieses  schöne  Gebiet  mathematischer  Forschung  unseren  Lesern 
mitzuteilen;  wir  würden  darin  einen  reichen  Lohn  fOr  mehijahrige 
Arbeit  erbUcken. 

Berlin  und  Heidelberg, 

den  10.  Mai  1902. 

E.  HenseL    6.  Lan^sberg. 
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Der  Körper  K{z)  der  rationalen  Funktionen.  —  Untersuchung  der  Gröfsen  des 
Körpers  in  der  Umgebung  einer  Stelle  p^,  —  Die  Einheitsfunktionen  für  eine 
Stelle.  —  NullBtellen  und  Pole.  —  Die  Ordnungszahlen.  —  Ausbreitung  der  Funk- 
tionswerte auf  der  Horizontalebene  und  auf  der  EugelflSrche.  —  Der  einem 
Paukte  entsprechende  Primdivisor  p^,  —  Kongruenzen  für  eine  Potenz  von  p^.  — 
Entwickelung  der  rationalen  Funktionen  in  Potenzreihen.  —  Eindeutigkeit  dieser 
Entwickelung.  —  Der  Hauptteil  einer  Funktion  für  eine  Stelle.  —  Konvergenz 
der  Potenzreihen  in   der   Umgebung  der   Stelle  p^,  —  Untere  Grenze    fOr  die 

Konvergenzradien  auf  der  Kugelfiäche. 


§1. 

BeTor  wir  auf  die  Theorie  der  algebraischen  Fanktionen  der 
Variabebi  g  eingehen,  sollen  die  rationalen  Funktionen  von  e  untersucht 
werden,  and  zwar  zunächst  mit  rein  arithmetischen  Hülfsmitteln. 
Dieser  einfachste  Fall  bietet  uns  Gelegenheit,  diejenigen  arithme- 
tischen Prinzipien  auseinander  zu  setzen,  welche  in  dem  höheren  Gebiete 
der  algebraischen  Funktionen  ebenfalls  zum  Ziele  fOhren  werden. 

Es  sei  e  eine  komplexe  Variable,  welche  fähig  ist,  alle  reellen 
mid  komplexen,  endlichen  und  unendlichgroDsen  Werte  anzunehmen. 
Wir  betrachten  die  Gesamtheit  aller  rationalen  Funktionen  von  Sy 

1)  Z  =  F{z\ 

mit  beliebigen  konstanten  reellen  oder  komplexen  Koeffizienten.  Sie 
aHe  bilden  einen  in  sich  abgeschlossenen  Bereich,  dessen  Individuen 
ach  durch  die  vier  elementaren  Rechenoperationen  wiedererzeugen; 
denn  offenbar  ist  die  Summe,  die  Differenz,  das  Produkt  und  der 
Quotient  von  zwei  rationalen  Funktionen  wieder  eine  solche.  Nach 
dem  Vorgänge  von  Herrn  Dedekind  nennen  wir  einen  solchen  in  sich 
abgeschlossenen  Bereich  einen  „Körper^  und  bezeichnen  ihn  im  vor- 
Hegenden  Falle  durch  K{z).  Wir  wollen  im  folgenden  gleich  die 
ganzen  und  gebrochenen  Funktionen  des  Körpers  K{z)  gemeinsam 
untersuchen,  denn  die  ersteren  unterscheiden  sich  von  den  letzten  nur 
ganz  unwesentlich  durch  die  Eigenschaft,  dafs  sie  allein  f&r  unendlich 
grolse  Werte  Ton  z  unendlich  werden;  wir  werden  auch  den  Begriff 
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der  Teilbarkeit  einer  Funktion  durch  eine  andere  so  fassen ,  daCs  er 
gleich  auf  alle  GboDsen  des  Bereiches  K{e)  und  nicht  blofs  auf  die 
ganzen  Funktionen  Anwendung  findet.    Eine  gebrochene  Funktion 

soll  echt  gebrochen  heifsen,  wenn  der  Nenner  g{z)  von  höherem 
Grade  ist  als  der  Zähler  f{z)^  unecht  gebrochen;  wenn  der  Nenner 
von  gleichem  oder  niedrigerem  Gh*ade  ist  als  der  Zähler. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Werte  aller  Funktionen  Z  des  Körpers 
K{z)  für  einen  beliebigen  Wert  «q  der  Variabein  z.  Jeden  Wert  (jer  =  Oq) 
der  Yariabeln  z  wollen  wir  eine  Stelle  im  Bereiche  von  z  nenneU;  und 
zwar  eine  endliche  oder  die  unendlich  ferne  Stelle,  je  nachdem  Oq 
einen  endlichen  Wert  besitzt  oder  unendlich  grols  ist.  Jede  Grölse  des 
Körpers  besitzt  dann  an  einer  solchen  Stelle  einen  eindeutig  bestimmten 
Wert,  der  Null,  unendlich  oder  eine  von  Null  verschiedene  endliche 
Zahl  sein  kann.  Man  findet  denselben  am  einfachsten,  indem  man, 
falls  oTq  endlich  ist,  Zahler  und  Nenner  von  Z  f^  sich  nach  Potenzen 

von  jer  —  «Q,  falls  aber  a^  unendlich  grols  ist,  nach  Potenzen  von  —  ent- 

wickelt,  indem  man  also  für  z—  ol^  bezw.  —  die  neue  Variable  jer'  ein- 

fährt  und  darauf  Zähler  und  Nenner  f&r  sich  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  z^  ordnet.  Hebt  man  sodann  die  höchste  im  Zähler  und 
Nenner  zugleich  enthaltene  Potenz  von  z^  fort,  so  erhält  man  in  den 
beiden  unterschiedenen  Fällen  für  Z  die  folgende  Darstellung: 

2a)  Z^iz  —  aoY — > 

oder,  für  «0=00: 

WO  Q  eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl  oder  Null  bedeutet,  und 
die  Anfangsglieder  a©,  60  hezw.  ^,  6^  von  Null  verschieden  sind.  Wir 
können  diese  Ausdrücke  kürzer  auch  folgendermaTsen  schreiben: 

2c)  Z=^{g-a,yE(z\<x^)    bezw.    Z  =  (i)V«l«'), 

indem  wir  mit  E(z\aQ)  bezw.  E(z\oo)  eine  sog.  „Einheitsfunktion 
für  die  betrachtete  Stelle^',  d.h.  eine  rationale  Funktion  von  z  be- 
zeichnen, welche  sich  an  jener  Stelle  auf  die  endliche,  von  Null  ver- 
schiedene Zahl  ^  bezw.  ^  reduziert. 

^0  60 
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Jene  beiden  Ausdrücke  wollen  wir  im  folgenden  in  den  einen 

2d)  Z^{s-a,yEie\tt,) 

zusammenfassen  9  indem  wir  Übereinkommen^  daCs,  falls  a^  unendlich 
ist,  der  Linearfaktor  ß  —  a^  durch  —  ersetzt  werden  soll.    Jede  rationale 

Funktion  Z  des  Körpers  K{ß)  kann  hiemach  für  eine  beliebige  Stelle 

(5  =  00)  in  der  Form  {z  —  a^^ E{z\a^  dargestellt  werden.  Der 
Exponent  q  ist,  unabhängig  von  der  hier  benutzten  Herleitung,  als 

diejenige  Potenz  des  zugehörigen  Linearfaktors  z  —  a^  bezw.  —  charak- 

Z 

terisiert,  für  welche  der  Quotient  -; —  eine  Einheitsfimktion  ist,  d.h. 

sich  fOr  ;er »  ctq  auf  eine  von  Null  yerschiedene  endliche  Eonstante  re- 
dnziert.  Ist  q  eine  positive  Zahl,  so  soll  die  Stelle  {z  ^=^  cc^  eine 
p-fache  Nullstelle,  ist  sie  negativ,  1-  —  ^,  so  soll  sie  eine  ^-fache 
llnendlichkeitsstelle  oder  ein  Pol  ^^'  Ordnung  genannt  werden. 
Ist  p  ^  0,  so  hat  Z  für  £?  =  a^  einen  endlichen  Wert,  verhält  sich  also 
an  dieser  Stelle  regulär. 

Für  die  weitere  Untersuchung  soll  der  zu  Z={z  —  a^^E{z\a^ 
gehörige  Exponent  q  als  die  Ordnungszahl  von  Z  für  die  Stelle 
(«  =  ff^)  bezeichnet  werden.  Die  Ordnungszahl  ist  also  positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  diese  Stelle  eine  Nullstelle  oder  eine  ünendlichkeits- 
stelle  von  Z  ist;  sie  ist  für  alle  und  nur  die  Funktionen  gleich  Null,  welche 
liier  den  Charakter  von  Einheitsfanktionen  haben.  Da  das  Produkt 
oder  der  Quotient  zweier  oder  mehrerer  Einheitsfunktionen  offenbar 
wieder  eine  solche  ist,  so  ergiebt  sich  zunächst  der  Satz: 

Die  Ordnungszahl  eines  Produktes  ist  gleich  der  Summe 
der  Ordnungszahlen  seiner  Faktoren;  die  Ordnungszahl  eines 
Quotienten   ist   gleich  der  Differenz  der  Ordnungszahlen   von 
Zähler  und  Nenner. 
Eine  ganze  Funktion  des  vf^^  Gh*ades, 

f{z)  •=  anZ"  +  a«-i£r»-i  + . . .  +  ao, 

besitzt  nur  für  die  Stelle  (oq  =  od)  eine  negative  Ordnungszahl  und  zwar 
ist  diese  ==  —  n,  wie  aus  der  Darstellung 

'^(-)-(7r[««+«-7+-+«*(f)''] 

nnmittelbar  hervorgeht.  Andererseits  ist  die  Summe  ihrer  Ordnung^' 
zahlen  fOr  alle  endlichen  Stellen  genau  <=  n.     Denkt  man  sich  nämlich 
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f{z)  in  seine  gleichen  oder  Terschiedenen  LinearÜE^oren  zerlegt,  so  er- 
giebt  sich  ans  der  Darstellung 

für  jede  der  r  Nullsiellen  cci  eine  Gleichung  von  der  Form: 

f(a)  =  (^  -  aiy'E{0\ai),  (.  =  1,2,  ...r) 

und  ans  dieser  folgt,  dafe  f(z)  an  der  SteUe  a,  die  positive  Ordnungs- 
zahl Vi  besitzt;  daCs  also  in  der  That  die  Summe  aller  dieser  Ordnungs- 
zahlen Vi  +  V,  -f  •  •  •  +  Vr  =  n  ist.  Hieraus  erhalten  wir,  zunächst  für 
die  ganzen  Funktionen  von  z,  den  wichtigen  Satz: 

Die  Summe  der  Ordnnngzahlen  einer  ganzen  rationalen 

Funktion  für  alle   endlichen  Stellen  und  die  unendlich  ferne 

Stelle  ist  stets  gleich  Null. 
Da  nun  jede  gebrochene  rationale  Funktion  als  Quotient  zweier  ganzen 
Funktionen  dargestellt  werden  kann  und  da  die  Ordnungszahl  eines 
Quotienten  für  eine  jede  Stelle  gleich  der  Differenz  der  Ordnungszahlen 
Yon  Zähler  und  Nenner  ist,  so  ist  auch  die  Summe  aller  Ordnungs- 
zahlen einer  beliebigen  rationalen  Funktion  Z  des  Körpers  K(ß)  stets 
gleich  NulL 

§2. 

Ordnet  man  jedem  endlichen  Werte  «q^s  |  +  1^«  der  Yariabeln  g 
den  zugehörigen  Punkt  Pq  in  der  komplexen  Zahlenebene  (S  zu,  so  erhalt 
man  genau  ebenso  viele  und  zwar  alle  im  Endlichen  liegenden  Punkte 
dieser  Ebene.  Dagegen  entspricht  dem  Werte  otq  =  cx)  bei  dieser  Zu- 
ordnung nicht  ein  einzelner  Punkt,  sondern  alle  unendlich  fernen  Punkte. 
Aus  diesem  Gfrunde  hat  man  sich  seit  Riemann  entschlossen,  als 
Ghimdlage  für  die  geometrische  Repräsentation  der  Werte  einer  ratio- 
nalen Funktion  neben  der  unendlich  ausgedehnten  Horizontalebene  @  die 
Oberfläche  einer  Engel  ^  mit  dem  Durchmesser  1  zu  wählen,  auf 
welcher  alle  im  Endlichen  liegenden  Punkte  p^  jener  Ebene  durch  eine 
einfache  Konstruktion  eindeutig  abgebildet  werden  können,  während 
allen  unendlich  fernen  Punkten  der  Ebene  nur  ein  einziger  Punkt  der 
Kugel  entspricht.  Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  einen  beUebigen 
Durchmesser  00'  der  Kugel  ß  und  bezeichnen  den  ersten  Endpunkt  0 
als  den  Nordpol,  den  zweiten  0'  als  den  Südpol  derselben.  Legt 
man  nun  diese  Kugel  mit  0  von  der  unteren  Seite  tangierend  an  den 
Koordinatenanfangspunkt  der  Horizontalebene  @  und  verbindet  alsdann 
jeden  Punkt  p^  von  @  mit  dem  Südpole  0'  durch  eine  gerade  Linie,  so 
schneidet  jede  dieser  Verbindungslinien  die  Kugel  in  einem  und  nur  einem 
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Pankte  p^j,    welche   als    das   Bild    von  p^  angesehen    werden    kann. 
UGst  man  aber  den  Pnnkt  p^  von  S  auf  irgend  einem  Wege  ins  un- 
endliche gehen,  so  wandert  sein  Bild  pQ  auf  der  Engel  nach  dem  Süd- 
pole  und  fallt  mit  diesem  zusammen,  wenn  p^  im  unendlichen  liegt^ 
denn  wenn  man  ii^end  einen  unendlich  fernen  Punkt  der  Ebene  mit  0' 
ferbindet,  so  wird  die  Verbindungslinie  eine  Tangente  in  0',  das  Bild 
jenes  Punktes    fallt 
also  mit  (X  zusammen. 
Es  entspricht  dem- 
nach jedem  unendlich 
fernen   Punkte    der 
Horizontalebene  der 
eine  Punkt  0\  und 
dieser    kann    somit 
das  Bild  aller  un- 
endlich   fernen 
Pankte  der  Hori- 
xontalebene      ge- 
nannt werden.  Denkt 
man  sich  in  0'  eine 
Lichtquelle  und  die 
Kogel  St   durchsich- 
tig,    so     sind     die 
Punkte  p^  der  Ebene 
C  einfach  die  Schat- 
ten ihrer  Bilder  p^  auf 
der  Engel;  das  Bild 

einer  geschlossenen  Kurve  auf  der  Horizontalebene  ist  dann  eine  ge- 
schlossene Kurve  auf  der  Kugelfläche.  Denkt  man  sich  um  einen  be- 
liebigen Punkt  Po  in  @  eine  kleine  geschlossene  Kurve  beschrieben, 
so  ist,  falls  jener  Punkt  im  Endlichen  liegt,  das  Bild  der  Kurve  eine 
kleine  geschlossene  Kurve,  welche  das  Bild  von  Pq  umgiebt;  ist  jene 
geschlossene  Gurve  in  (S  speciell  ein  KreiB  mit  dem  Mittelpunkte  p^, 
so  lehren  die  einfachsten  geometrischen  Betrachtungen,  dafs  ihr  Bild 
auf  der  Kugel  ebenfalls  ein  Ejreis  um  pQ  ist.  Denkt  man  sich  endlich 
am  den  Anfangspunkt  der  Horizontalebene  einen  E[reis  mit  sehr  groDsem 
Radius  beschrieben,  so  ist  sein  Bild  ein  kleiner  E[reis,  welcher  0', 
das  Bild  der  unendlich  fernen  Punkte,  umgiebt.  Wir  werden  im 
folgenden  immer  direkt  mit  der  Kugel  ß  und  ihren  Punkten  pQ 
operieren,  nachdem  wir  diese  ein  fOr  alle  Male  den  Punkten  ~pQ  der 
Horizontalebene    und  damit   den  komplexen  Zahlen   ^0"=^^"^^^   ®^~ 
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deutig  zugeordnet  haben.  Eine  beliebig  gegebene  Gfröfse  Z  =  F{z) 
des  Körpers  K{z)  besitzt  dann  in  jedem  Punkte  p^  der  Kugel- 
fläche ^  eine  ganz  bestimmte  Ordnungszahl  p,  welche  durch  die 
Gleichung  Z^  (js  —  a^^E{z\tt^  eindeutig  fixiert  ist. 

Wir  wollen  nun  jedem  Punkte  |)q  der  Kugelfläche  Ä  einen 
„Divisor^'  zuordnen,  welcher  ebenfalls  durch  p^  bezeichnet  werden 
möge,  und  zwar  soll  die  Teilbarkeit  von  Z  im  Bereiche  von  p^  durch 
diesen  Divisor  durch  den  folgenden  Satz  charakterisiert  werden: 

Eine  Funktion  Z  enthält  im  Bereiche  von  po  genau  die  p** 
Potenz  des  zugeordneten  Divisors  pg  oder  sie  ist  durch  die 
Potenz  Po  teilbar,  wenn  sie  in  dem  zugehörigen  Punkte  p^  die 
Ordnungszahl  q  besitzt  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  Z  in  der 
Umgebung  des  Punktes  p^  die  Form  hat 

falls  0  —  Uq  den  zu  po  gehörigen  Linearfaktor  bedeutet. 

Diese  Definition  gilt  stets,  mag  q  positiv  oder  negativ  oder  Null 
sein,  und  mag  der  Punkt  p^  das  Bild  eines  im  Endlichen  oder  im 
Unendlichen  liegenden  Punktes  der  Horizontalebene  sein;  nur  mufs  im 
letzten  Falle  natürlich  der  Linearfaktor  z  —  olq  durch  den  entsprechenden 

—  ersetzt  werden.    Femer  sieht  man,  dafs  Z  den  Divisor  pQ  dann  und 

nur  dann  in  einer  positiven  Potenz  enthält,  wenn  Z  in  dem  zugehörigen 
Punkte  Po  verschwindet,  dagegen  ist  Z  durch  eine  negative  Potenz 
von  Po  teilbar,  wenn  jene  Funktion  in  po  unendlich  wird;  endlicb 
reduziert  sich  Z  in  p^^  auf  eine  endliche  von  Null  verschiedene 
Konstante,  wenn  Z  genau  durch  die  nullte  Potenz  von  po  divisibel  ist 
Man  erkennt  femer,  dafs  es  genau  ebensoviele  Divisoren  po  giebt 
wie  Punkte  po  auf  der  Kugelfläche  ß  vorhanden  sind.  Die  so  de- 
finierten  Divisoren  po  besitzen  nun  hinsichtlich  der  Funktionen  Z  alle 
Eigenschaften  der  Primzahlen  in  der  gewöhnlichen  Zahlentheorie,  und 
zwar  beruht  dies  auf  dem  folgenden  selbstverständlichen  Satze: 

Ein  Produkt  ZZ*  ist  nur  dann  durch  einen  Divisor  po  teil- 
bar, wenn  mindestens  einer  seiner  beiden  Faktoren  po  enthält 

Soll  nämlich  für  0=^0^  das  Produkt  ZZ^  verschwinden,  so  mufi 
mindestens  einer  der  beiden  Faktoren  gleich  Null  sein,  oder  was  dasselbe 
ist,  den  Divisor  po  enthalten.  Aus  diesem  Gfrunde  werden  wir  di( 
Divisoren  po  mitunter  auch  als  Primfaktoren  bezeichnen. 

Zwei  Funktionen  Z,  Z'  sollen  für  den  Divisor  p^  kongrueni 
heifsen,  wenn  ihre  Differenz  Z— Z'  mindestens  durch  pj  teilbar 
weim    also  Z  —  Z^   an    der    zugeordneten   Stelle  po    der    Kugelfläch( 
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mindestens  von  der  q*^  Ordnung  ist.  Es  sei  nun  eine  Funktion  Z 
an  der  Stelle  ))o  genau  von  der  q*^  Ordnung;  dann  reduziert  sich  der 

Quotient för  0  =  «a  auf  eine  endliche,  von  Null  verschiedene 

Eonstante  A^,  welche  durch  Entwicklung  von  Zähler  und  Nenner  jenes 
Quotienten  nach  Potenzen  von  0  —  cCq  gefanden  werden  kann;  diese 
Eigenschaft  soll  durch  die  Gleichung 

aasgedrückt  werden.    Hieraus  ergiebt  sich  sofort^  daJjs  sich  der  Quotient 

für  ;?  =  Oq  auf  Ä^—  Aq^^O  reduziert,  dafs  also  die  im  Zähler  stehende 
Differenz  eine  rationale  Funktion  ist,  welche  in  pQ  mindestens  von  der 
(p  +  ly^  Ordnung  ist.  Mit  Hülfe  der  soeben  gegebenen  Definition 
kann  diese  Thatsache  durch  die  Kongruenz 

aasgedrückt    werden.      Behandelt    man   jetzt    die    rationale    Funktion 

Z—A^(g  —  cc^y,  welche  den  Divisor  p^  enthält,  genau  ebenso  wie 
Torher  die  durch  ;p§  teilbare  Funktion  Z  selbst;  so  ergiebt  sich  die 
weitere  Kongruenz 

Z=A,(Z-  «o/  +  A,+r{z  -  aj+'  (mod.  ?$+»), 

und  durch  analoges  Fortschlieisen  erhält  man  allgemein  für  jede  noch 
so  hohe  Potenz  p^  die  Kongruenz 

Z=A,(g-  a,f+  A^+,{g  -  a,y+'  +  ■■■  +  Ä^-iie  -  a,)"''      (mod.  p^), 

in  welcher  die  konstanten  Koeffizienten  -4^,  -4^+1, . . .,  Äu-^t  auf  die 
ang^bene  Weise  direkt  gefanden  werden  können.  Jede  rationale 
Funktion  2^  des  Körpers  K(z)  kann  also  für  eine  beliebig  hohe 
Potenz  p^  ab  Modul  in  eine  Potenzreihe  entwickelt  werden,    welche 

nach  ganzen  Potenzen  des  zugehörigen  Linearfaktors  0  —  cc^  (bezw.  —  j 

fortschreitet    und    höchstens    eine   endliche    Anzahl    negativer   Glieder 
besitzt. 

Diese  Entwickelung  ist  offenbar  eindeutig.    Bestände  nämlich  für  Z 
eine  zweite  Kongruenz: 

Z=^(*-«,)"+.i;+i(«-«o)''+*+...  +  ^i,_j(«-«o)"-*      (rnoAPo'), 
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SO  würde  unter  der  Yoranssetzung  ^  ^  p  die  Subtraktion  der  erste] 
Yon  der  zweiten  die  weitere  Kongruenz 

0  =  (^-^a)(^-cro/+---  (mod.po^) 

ergeben,  in  welcher,  falls  0  Kg  ist,  die  Koeffizienten  Äa, . . .,  Ä^~. 
der  ersten  Entwickelung  durch  0  zu  ersetzen  sind,  und  diese  Kongruen 
kann  offenbar  nur  dann  erfüllt  sein,  wenn  allgemein  J!i=Ai  ist,  wen 
also  die  beiden  Entwickelungen  identisch  sind.  Die  hiermit  als  eindeutij 
erwiesene  Entwickelung  soll  die  Entwickelung  von  Z  für  di 
Stelle  ))o  heifsen,  und  wir  können  nunmehr  sagen:  Z  besitzt  in  f] 
die  Ordnung  (>,  wenn  die  zu  jener  Stelle  gehörige  Entwickelung  mi 
{z  —  «q)^  beginnt. 

Ist  für  die  betrachtete  Stelle  die  Ordnungszahl  negativ,  so  beginn 
die  Entwickelung  yon  Z  für  diese  Stelle  mit  einer  endlichen  Anzal 
negativer  Potenzen.     Das  Aggregat  dieser  Potenzen, 


bezw.  für  ffQ=  oo: 


soll  der  „Hauptteil^^  der  Funktion  für  die  betrachtete  Stelle  genani 
werden.  Dieser  ist  für  eine  ganze  Funktion  offenbar  gleich  Null,  £eJ] 
Uq  endlich  ist,  für  die  Stelle  a^==oo  dagegen  fallt  er  mit  der  Funktio 
selbst  nach  Weglassung  ihres  konstanten  Gliedes  zusammen. 

§3. 

Die  fdr  die  Funktion  Z  gegebene  Entwickelung  hat  noch  eii 
andere  Bedeutung.  Wird  sie  nämlich  genügend  weit  fortgesetzt,  e 
konvergiert  sie  innerhalb  einer  gewissen  endUchen  Umgebung  d« 
Stelle  pQ  auf  der  Kugelfläche  und  stellt  den  Wert  der  rationale 
Funktion  Z  mit  jeder  vorgegebenen  Genauigkeit  für  alle  diejenige 
Punkte  p  der  Kugelfläche  dar,  welche  in  jenem  um  p^  abgegrenzte 
Konvergenzbereiche  gelegen  sind.  Zum  Beweise  nehmen  wir  Z  wied< 
in  der  Form 


fZ=(0-a„) 


1) 


m 


an,  wo  f{e)  und  g(0)  in  p^  nicht  yerschwindeu,  so  daCs 
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beide  Ton  Nnll  yerschieden  sind.    Diesen  Brach  können  wir  aber  in 
der  Form  schreiben: 

^^)  ^ 1^ T::rzr^ ^ 

indem  wir 

Ib)  Zo 


fe 


0 


setzen.     Ans  dieser  Darstellung  (la)  folgt  ftir  alle  Werte  von  z^  fOr 
welche  |Zo|  <  1  ist,  daCs: 


ist,  und  die  rechte  Seite  kann  somit  in  eine  konvergente  Potenzreihe 
entwickelt  werden,  welche  für  diese  Werte  der  Yariabeln  den  Wert  von 
Z  darstellt.  Ordnet  man  nun  Z  nach  steigenden  Potenzen  von  e  —  a^^ 
was  ja  gestattet  ist,  so  erhalt  man  modulo  p^  eine  nach  Potenzen  von 
i  —  tt^  fortschreitende  Potenzreihe,  und  diese  mufs,  da  es  nur  eine 
solche  giebt,  mit  der  vorher  gefundenen  Übereinstimmen. 

Dmdh  die  Bedingung  |  Z^  |  <  1  wird  aber  auf  der  Eugelfläche  Jt 
stets  ein  endlicher  Bereich  um  den  betrachteten  Punkt  po  abgegrenzt. 
In  der  That  folgt  nämlich  aus  der  Relation 

^.^  iM-u-«oi+iM-i^-«or+---+iM-ii^-«or 


wenn  |^  —  «o  I  =  (>o^  I  ^o I  '^  /'o  gesetzt  und  mit  /S  eine  Zahl  bezeichnet 
wird,  welche  gröliser  ist,  als  die  groJjste  der  Zahlen  |  &o  U  ^i  I;  I  ^s  I;  •  •  •;  I  ^r  |y 

Pteo+pJ  +  '-'  +  O 


•} 


ft 


|^«i< jr~- 

nnd  hieraus  für  ^o*^  1* 

die  Bedingung    |ZoI<l    ist    daher    erfülli 

r    I    ro 

a  fortiori,  wenn: 

Po  ^  2p 

angenommen  wird,  und  wegen  /J  >  /Jq  ist  dann  von  selbst  q^  <  1.    Für 
jede  im  Endlichen  liegende  Stelle  a^  wird  nun  durch  die  Bedingung 

2)  l'-«ol<-^ 

eine  endliche  Umgebung  auf  der  Horizontalebene  @,  mithin  auch  auf 
der  Eugelfläche  jt  abgegrenzt,  innerhalb  deren  abo  jene  Entwickelung 
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von  Z  den  Wert    dieser  Funktion  für  jeden  Nachbarpnnkt   darstellt. 
Für  a^—  cx)  dagegen  bestimmt  sich  durch  die  Bedingung 


2a) 


z 


<-h        B-\^  >  ^^ 


2ß  -        •-    -      P 


der  Radius  R  eines  um  den  Anfangspunkt  der  Horizontalebene  be- 
schriebenen grofsen  EreiseS;  auJkerhalb  dessen  die  zugehörige  Ent- 
wickelung,  wie  im  vorigen  Falle,  gleichmäfsig  konvergiert  und  den 
Wert  der  Funktion  darstellt;  da  aber  das  Bild  dieses  gro&en  Kreises 
ein  den  Südpol  0'  der  Eugel  ^  umgebender  kleiner  Ereis,  abo  ein 
Bereich  des  Punktes  0'  ist,  so  ist  die  Behauptung  in  vollem  umfange 
bewiesen. 

Da  eine  konvergente  Potenzreihe  innerhalb  ihres  Konvergenz- 
bereiches  eine  stetige  und  differenzierbare  Funktion  ihres  Argumentes  ist, 
so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Jede  rationale  Funktion  von  £r  ist  innerhalb  einer  endlichen 
Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  (js » a)  eine  stetige  und 
differenzierbare  Funktion  ihres  Argumentes. 

ümgiebt  man  auf  der  Kugelfläche  A  die  Nullstellen  und  die  Pole  einer 
rationalen  Funktion  Z  durch  beliebig  kleine  Kreise,  und  bezeichnet 
man  den  nach  Weglassung  jener  kleinen  Kreisflächen  übrigbleibenden 

Teil  der  Kugelfläche  durch  ^,  so  sind  die  beiden  Funktionen  Z  und  -^ 

in  dem  ganzen  Gebiete  St  endlich  und  stetig;  ihr  absoluter  Betrag 
bleibt  also  innerhalb  Jt  unter  einer  endlichen  Grenze. 

Innerhalb  dieses  Gebietes  ^  bleibt  demnach  der  absolute 
Betr^  der  rationalen  Funktion  Z  unterhalb  einer  oberen 
endlichen  Gh*enze  G  und  er  liegt  oberhalb  einer  positiven 
unteren  Gh*enze  g. 

Der  Radius  q^  für  den  zu  einer  Stelle  p^  (g  =  a^)  gehörigen  Kon- 
vergenzkreis besitzt  also  stets  eine  bestimmte  angdbbare  Gböfse,  ändert 
sich  aber,  wenn  sich  der  Punkt  pQ  auf  der  Horizontalebene,  oder  sein 
Bild  pQ  auf  der  Kugelfläche  fortbewegt,  und  es  kann  der  Fall  eintreten, 
dab  Qq  unbegrenzt  abnimmt,  wenn  sich  p^  einer  Grenzlage  p  mehr 
und  mehr  annähert.  Wir  werden  zeigen,  dafs  dieser  Ausnahmefall  in 
der  That,  aber  nur  bei  Annäherung  an  diejenigen  Punkte  p  eintreten 
kann,  welche  den  im  Endlichen  liegenden  Polen  der  betrachteten  Funktion 
Z  und  eventuell  auch  dem  unendlich  fernen  Punkte  entsprechen,  daCs 
dagegen  für  jene  Gb-enzpunkte  p  selbst  der  Konvergenzkreis  wieder 
eine  endliche  Grölise  besitzt, 


§  3.    untere  Grenze  für  die  KonTergenzradien  auf  der  Engelfläche.         H 

Wir  beschreiben  zu  diesem  Zwecke  um  den  Anfangspunkt  0  der 
Horizontalebene  ®  einen  Ereis  K(Il)  mit  einem  beliebig  groüsen  Radius  B, 
der  jeden£alls  so  grols  gewählt  ist,  dals  sich  alle  im  Endlichen  gelegenen 
Pole  Yon  Z  innerhalb  K(B)  befinden.  Femer  beschreiben  wir  um 
jeden  dieser  Pole  p  von  Z  einen  Ereis  K(d)  mit  beliebig  kleinem 
Badins  d,  und  betrachten  nun  alle  Punkte  Po  desjenigen_Teües  von 
K{R),  welcher  nach  Weglassmig  der  kleinen  Kreise  K(d)  aber  bei 
HiiD.urechnung  ihrer  MittelpunJ^te  p  übrig  bleibt.  Dieses  Gebiet,  be- 
zeichnen wir  mit  K(Il,  d)]  man  erkennt  leicht,  dals  es  bei  genügender 
Tergrolsemng  von  2J  und  Verkleinerung  von  d  jeden  Punkt  der  Hori- 
zontalebene enthalten  kann.    Wir  zeigen  dann, 

dals  für  jeden  Punkt  p^  dieses  Gebietes  K(R,  d)  die  Ent- 
wickelung  von  Z  innerhalb  eines  Kreises  konvergiert,  dessen 
Radius  oberhalb  einer  für  das  ganze  Gebiet  gleichbleibenden 
unteren  Grenze  q  liegt. 

Da  der  Konvergenzradius  (>o  für  jede  endliche  Stelle  Po  oberhalb  der 

Grenze  ||  liegt,  brauchen  wir  zu  diesem  Zwecke  nur  nachzuweisen, 

dab  f&r  alle  Stellen  jenes  Gebietes  K(R,  Ö)  der  Nenner  ß  unterhalb 
einer  endlichen  Grenze  ß,  der  Zähler  ß^  aber  oberhalb  einer  endlichen 

Grenze  ß^  liegt,  denn  dann  ist  ja  stets  q^^  >  -^* 

Nun  liegen  für  einen  beliebigen  Punkt  (0 » a^)  im  Innern  des 
gro&en  Kreises  K{R)  die  absoluten  Beträge  |  60  M  ^1 1^  •  •  •;  I  ^^  I  ^^^  ^^^ 
Entwickelungskoeffizienten  der  ganzen  Funktion  (;r(£r)  in  (1)  nach  Potenzen 
Ton  j?  —  «0  offenbar  wirklich  unterhalb  einer  und  derselben  endlichen 
oberen  Grenze  ß,  denn  dieselben  haben  ja  endliche  Werte,  wo  auch  a^ 
innerhalb  K(It)  angenommen  wird.  Ist  femer  für  den  betrachteten 
Pnnkt  Pq  (z  =  a^)  wieder: 

WO  weder  g{z)  noch  f(ßs)  in  p^  verschwinden,  und  ist: 

die  Zerlegung  des  Nenners  in  seine  gleichen  oder  verschiedenen  Linear- 
fidrtoren,  so  ist  für  das  AnfangsgUed  der  Entwickelung  von  g{z)  nach 
Potenzen  von  xr  —  a^  offenbar: 

A=|ioHIK«o)l==|6»ll«o--yilko--yzl---ko---y»l^l&^ll^o~yih 

wemi  ^  =  yi  derjenigen  NullsteUe  von  g^z)^  also  demjenigen  Pole  von 
Z  entspricht,  welcher  dem  betrachteten  Punkte  Po  am  nächsten  liegt. 


12  Erste  Vorlesimg. 

und  wo  der  Koeffizient  b^  in  (1)  offenbar  ftir  jede  endliche  Stelle  (a  =  a^) 
denselben  W^  hat. 

Liegt  aber  p^  innerhalb  des  Gebietes  K(Il,  d),  so  ist  seine  Enir 
femnng  von  dem  nächsten  Pole  sicher  groiser  als  d,  d.  h.  es  ist  f&r 
jeden  Punkt  jenes  Gebietes 

wenn  ß^  eine  Zahl  bedeutet^  welche  kleiner  als  |  &y  |  ^^^  ist  Damit  ist 
also  unsere  Behauptung  yoUstandig  erwiesen. 

Bilden  wir  das  Gebiet  K(Ry  ö)  nunmehr  auf  der  Eugelflache  fi 
ab^  so  entspricht  dem  Innern  eines  jeden  Kreises  K(ä)  um  einen  Pol  p 
das  Innere  eines  Kreises  K(S)  von  beliebig  kleiner  Grofse  auf  R,  dessen 
Mittelpunkt  das  Büd  jenes  Pols  ist;  und  dem  ÄuTseren  des  beliebig 
grolsen  Kreises  K(Il)  in  der  Ebene  entspricht  das  Innere  eines  beliebig 
kleinen  Kreises,  welcher  den  Südpol,  oder  den  unendlich  fernen  Punkt  0' 
von  R  umgiebt     So  ergiebt  sich  der  folgende  Fundamentalsatz: 

DerKonvergenzradius  für  die  Entwickelung  einer  rationalen 
Funktion  Z  von  0  liegt  für  alle  Punkte  der  Kugelfläche  St 
oberhalb  einer  und  derselben  endlichen  Grenze  q,  wenn  man 
beliebig  kleine  Umgebungen  der  Pole  von  Z  und  des  unendlich 
fernen  Punktes  ausschliefst 

Hier  wie  stets  im  folgenden  soll  unter  der  Umgebung  eines  Punktes  p 
der  Kugelfläche  die  Gesamtheit  aller  Nachbarpunkte  yerstanden  werden, 
deren  auf  der  Kugel  gemessene  Entfernung  yon  p  eine  gegebene  kleine 
Grölse  nicht  überschreitet;  in  allen  Fällen  soll  aber  der  Punkt  p  selbst 
nicht  seiner  Umgebung  zugerechnet  werden. 

Analog  yerstehen  wir  unter  der  Umgebung  mehrerer  Punkte 
Pi)  Pif  •  •  'f  Phf  oder  des  Punktsystemes  (p^,  p^, . . .,  p^)  die  Gesamtheit 
aller  Punkte,  welche  einem  yon  diesen  Punkten  pi  benachbart  sind. 


Zweite  Vorlesimg. 

ünteisachimg  der  rationalen  Funktionen  auf  der  ganzen  Engelfläche  $t.  —  Die 
Divisoren.  —  Ihre  Analogie  mit  den  Divisoren  der  Zahlentheorie.  —  Die  den 
Funktionen  des  Körpers  zugehörigen  Divisoren.  —  Die  Zerlegung  der  rationalen 
Funktionen  in  Partialhrüche.  —  Fundamentalsätze  aus  der  Theorie  der  analytischen 
Funktionen.  —  Funktionenelement.  —  Analytische  Fortsetzung.  —  Eindeutige  xmd 
mehrdeutige  Funktionen.  —  Grenzstellen.  —  Ein  Satz  über  die  Koeffizienten  der 
Potennreihen.  —  Der  wahre  Konvergenzbereich  für  das  Element  einer  analytischen 
Funktion.  —  Die  charakteristische  Eigenschaft  der  Funktionen  des  Körpers  K{b). 


§1. 

Nachdem  wir  in  den  beiden  vorigen  Abschnitten  die  rationalen 
Funktionen  von  g  in  der  Umgebung  eines  einzelnen  Punktes  betrachtet 
hben,  wollen  wir  nun  ihr  Verhalten  auf  der  ganzen  Eugelfläche  unter- 
suchen und  mögUchst  einfach  beschreiben.  Zu  diesem  Zwecke  führen 
wir  die  sog.  Divisoren  ein,  welche  besonders  för  die  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  von  grundlegender  Bedeutung  sind. 

Es  seien: 

irgend  welche  Punkte  der  Eugelfläche  R,  und  in  gleicher  Weise  mögen 
die  zagehörigen  Primfaktoren  bezeichnet  werden.    Femer  seien 

behäbige  ganzzahlige  Exponenten,  welche  positiv,  negativ  oder  auch 
Null  sein  können.    Dann  soll  das  Produkt: 

2)  q  =  W*P^...pi* 

der  Primdivisorpotenzen  p^t  ein  Divisor  genannt  werden,  und  die  Summe 
der  Exponenten  von  q 

2a)  ?==Xi  +  A,  +  ...+  Xä 

loU  die  Ordnung  dieses  Divisors  heiGsen. 
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Wir  betrachten  jetzt  eine  Funktion  Z  des  Körpers  in  der  Umgebung 
der  Punkte  ())i9  P2;  •  ■  «^  Pa)  ^^^  stellen  für  die  Teilbarkeit  derselben 
durch  den  Divisor  q  die  folgende  Definition  auf: 

Eine  Funktion  Z  ist  im  Bereiche  des  Punktsystemes  (pi ; . . .,  ))a) 
durch  den  Divisor  p^^  pg*  •  •  •  pi^  teilbar^  wenn  sie  in  dem 
Punkte  pji  mindestens  die  Ordnungszahl  X^y  im  Punkte  f), 
mindestens  die  Ordnungszahl  X^  besitzt  u.8.  w.,  wahrend  ihr 
Verhalten  in  den  übrigen  Punkten  der  Eugelfläche  ganz  be- 
Uebig  sein  kann. 

Diese  Festsetzung  stimmt  wortlich  mit  der  allgemeinsten  Definition 
der  Teilbarkeit  überein^  welche  in  der  elementaren  Zahlentheorie  ge- 
geben wird.  Hier  beschäftigen  wir  uns  mit  der  Gesamtheit  oder  dem 
99  Körper '^  aller  rationalen  Zahlen,  und  zwar  kommt  man  auch  hier  erst 
dann  zu  wirkhch  einfachen  und  allgemeinen  Resultaten,  wenn  man  von 
vom  herein  nicht  blofs,  wie  dies  gewöhnlich  geschieht,  die  ganzen^ 
6ondem  gleich  auch  die  gebrochenen  Zahlen  mit  berücksichtigt  An 
die  Stelle  der  Primfaktoren  pi;  ps; .  • .;  welche  den  Punkten  der  Kugel- 
fiäche  ^  entsprechen,  treten  in  der  Arithmetik  die  Primzahlen ))i9  Ps;  ))s;  •  •  • 
der  natürlichen  Zahlenreihe.  Auch  hier  existieren  unendlich  viele 
Primfaktoren,  und  man  kann  ein  beliebiges  Produkt 

^1^  ?«•  •  •  •  Pi* 

von  beliebig  vielen  gleichen  oder  verschiedenen  Primfaktoren  zu  einem 
Divisor  q  zusammenfassen.  Eine  rationale  Zahl  22  heilst  dann  durch 
den  Divisor  q  teilbar,  wenn  sie  allgemein  den  Primfaktor  p;  mindestens 

in  der  X^^  Potenz  enthält,  oder  wenn  der  Quotient  —  keinen  der  Ä  Prim- 

H 

&ktoren  Pi;  P2;  *  *  ->  Pa  ^  einer  negativen  Potenz  enthält,  während  er 
sonst  sehr  wohl  auch  andere  Primfaktoren  in  negativen  Potenzen  ent- 
halten kann.  Ist  der  Divisor  q  speziell  ganz,  also  keiner  der  Exponenten 
Xi  negativ,  so  Mit  unsere  Definition  zusammen  mit  der  folgenden: 

Ein  rationaler  Bruch  22  ist  durch  einen  ganzzahligen  Divisor 
q  teilbar,  wenn  der  Zähler  von  22  im  gewöhnlichen  Sinne  durch 
q  divisibel  ist. 

« 

In  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  werden  wir  die 
Divisoren  für  sich  neben  den  Funktionen  Z  betrachten;  wir  könnten 
dasselbe  schon  an  dieser  Stelle  thun;  wir  wollen  hier  aber  nur  diejenigen 
Divisoren  genau  betrachteu,  welche  den  rationalen  Funktionen  Z  von  z 
entsprechen,  und  die  diese  bis  auf  eine  multiplikative  Konstante  voll- 
ständig bestimmen. 
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Jede  rationale  Funktion  Z  des  Körpers  lS.{z)  enthält  nämlich  nnr 
eine  endliche  Anzahl  von  Primfaktoren  in  einer  von  Null  yerschiedenen 
positiven  oder  negativen  Potenz,  nämlich  alle  und  nur  die,  welche  den 
Nnllstellen  nnd  den  Polen  von  Z  entsprechen.    Es  seien 

alle  jene  Stellen  nnd 

die  zugehörigen  positiven  oder  negativen  Ordnungszahlen.  Dann  können 
wir  Z  den  ^^zugehörigen  Divisor" 

zuordnen,  denn  durch  Angabe  des  Divisors  q^  ist  die  rationale  Funk- 
tion Z  bis  auf  eine  multiplikative  Eonstante  bestimmt.  In  der  That, 
gehorte  zu  den  beiden  voneinander  verschiedenen  rationalen  Funktionen 

Z  und  Z  derselbe  Divisor  q,  so  würde  zu  dem  Quotienten—  der  Divisor 

Y=:l  gehören,    d.  h.  jener   Quotient   wäre    eine   rationale  Funktion, 

welche  auf  der  ganzen  Eugelfläche  keine  Nullstelle  und  keinen  Pol 
besäbe,  und  eine  solche  ist  notwendigerweise  eine  von  Null  verschiedene 
Eonstante  C,  wie  aus  der  Darstellung  der  rationalen  Funktion  in  Bruch- 
form sofort  hervorgeht 

Will  man  die  Funktion  Z  durch  den  zugehörigen  Divisor  q^ 
Tollstandig  bestimmen,  so  kann  man  dies  folgendermaCsen  erreichen: 
Unter  allen  zu  q^  gehörigen  Funktionen  CZ,  welche  sich  nur  durch 
multiplikative  Eonstanten  unterscheiden,  greife  man  diejenige  heraus, 
deren  Entwickelung  fQr  einen  beliebigen,  aber  ein  fiir  alle  Male  fest 
ftogenommenen  Punkt,  z.B,  fiir  den  Nordpol  0  {z  =  0)j  als  Eoeffizienten 
des  An£Emg8gliedes  die  Zahl  1  besitzt,  und  bezeichne  diese  durch  q^.  Als- 
dann kann  man  jede  andere  zu  dem  Divisor  q^  gehörige  Funktion 
durch  C(]^  bezeichnen,  wenn  G  ihren  An&ngskoeffizienten  für  die 
Stelle  (g  —  0)  bedeutet. 

Da  die  Anzahl  der  NullsteUen  fttr  jede  Funktion  Z  gleich  der 
ihrer  Pole  ist,  so  ist  fiir  jeden  zugehörigen  Divisor  q^  die  Ordnung 

9i  +  9%  +  '"  +  9h  =  0 

nnd  umgekehrt  zeigt  man  leicht,  dafs  jedem  Divisor  q  von  der  nullten 
Ordnung  eine  Funktion  Z  des  Eörpers  K(js)  zugehört.  Entsprechen 
nämlich  alle  Primfaktoren  endlichen  Punkten  und  sind: 


die  zu  p^,  p^, "  'fph  gehörigen  Linearfaktoren,  so  ist 
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die  zu  q  gehörige  Funktion,  da  sie  wegen  Qi+  Qi'\ h  p^^  =  0   im 

unendlich  fernen  Punkte  weder  eine  Nullstelle  noch  einen  Pol  besitzt 

Ist  dagegen  etwa  ph  der   unendlich  ferne  Punkt,   so  gehört  zu  q  die 

Funktion 

Z -  (0  -  a,)^(ßf  -  o,)^ . . .  (i^  -  aA.i)^*-S 

denn  diese  ist  für  ss  ^^  oo  von  der  Ordnung 

—  (Pi  H h  Pa-i)  ==  +  P». 

Für  die  algebraischen  Funktionen  ist  dasselbe  nicht  mehr  der  Fall,  und 
ebenso  entspricht  auch  schon  im  Gebiete  der  rationalen  Funktionen 
einem  Divisor  q  von  positiver  oder  negativer  Ordnungszahl  keine 
Funktion  des  Körpers  mehr.  Wir  werden  auf  diese  allgemeineren 
Divisoren  später  genau  eingehen. 

Es  ist  leicht,  für  eine  beliebig  gegebene  rationale  Funktion  den 
zugeordneten  Divisor  zu  finden;  so  entspricht  z.B.  der  Funktion: 

^-^^^    der  Divisor    ^-»»JftPr'Pt» 

wenn  die  Primteiler  p^,  p^,  p,,  p«  den  Stellen  (je? «  0,  0  =  1,  0  «  2,  iE?  —  00) 
zugehören,  denn  in  der  Umgebung  des  Nordpoles  (g^O)  besitzt  die 
Entwickelung  des  Quotienten: 


-«»+«" 


=  — y  jgf'  4-  ... 


offenbar  den  Anfangskoeffizienten ^*   Femer  gehört  z.B.  zu  der  ganzen 

Funktion  n^^  Grades 

Z=^f(/s)  =  (0  =  «i)  •  •  •  (^r  -  a„) 

offenbar  der  Divisor 

P«i  P«.  •  •  •  Po^  P»  "; 

wenn  allgemein  unter  pa^  derjenige  Primfaktor  verstanden  wird,  welcher 

der  Stelle  (js  »  at)  entspricht 

Auliser  dieser  Bestimmung   einer  rationalen  Funktion  durch  den 

zugehörigen  Divisor  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  ihre  Nullstellen  und 

Pole,  mulis  noch  auf  eine  andere  Art  der  Darstellung  jener  Funktionen, 

nämlich   auf  ihre  Zerlegung  in  Partialbrüche  hingewiesen  werden^  bei 

welcher  ihre  Pole  sowie  die  zugehörigen  ELauptteile  allein  als  gegeben 

vorausgesetzt  werden.    Es  seien 

P?S  Ph  •  •  •.  P** 
alle  in  dem  Nenner  von  Z  auftretenden  Divisorenpotenzen,  und  es  sei 
allgemein  ,^ 


{»  -  «0^* 


M  —  ai 
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der  zu  ^f*  gehörige  Hauptteil.  AlsdanTi  ist  z.  B.  H^{z)  fQr  sich  be- 
trachtet eine  rationale  Funktion^  deren  Nenner  nur  die  Potenz  pf  be- 
sitzt, nnd  die  Differenz 

Z-H,{z) 

ist  eine  Funktion,  welche  in  f)^  nicht  mehr  unendlich  groüi  wird,  die 
aber,  da  sich  H^{b)  an  allen  übrigen  Stellen  regulär  verhalt,  in  den 
Punkten  ps, . .  .^  pt  dieselben  ELauptteile  besitzt  wie  Z  selbst.  Hieraus 
folgt,  daCs  die  Differenz 

Z-[fii(;^)+fl,(i?)+---  +  S*W] 
eine  rationale  Funktion  von  z  ist,  welche  auf  der  ganzen  Eugelfläche 
fi  keinen  Pol  besitzt,  also  eine  Eonstante  A^  sein  mufs.    Man  erhalt 
somit  die  folgende  Darstellung  einer  beliebigen  rationalen  Funktion  Z: 

Für  den  Fall,    dab   eine  jener  Stellen,   z.  B.  )fky   die  unendlich  ferne 
Stelle  ist,    wird   der   ihr   zugehörige   Hauptteil  eine   ganze   Funktion 

A^i-\ \'A^sfiy  und  man  erhalt  ala^lftTm  die  gewöhnliche  Formel  für 

die  Zerlegung  einer  rationalen  Funktion  Z  in  Partialbrüche: 

3a)  Z^G{z)+^^  ' 


wo  G{z)  eine  ganze  Funktion  bedeutet. 

Aus  der  identischen  Gleichung  (3)  folgt  ein  zweiter  sehr  einfacher 
Beweis  des  schon  oben  a.  S.  8  flg.  hergeleiteten  Satzes,  dafs  jede  rationale 
Funktion  Z  in  der  Umgebung  einer  beliebigen  regulären  oder  irregulären 
Stefle  pQ  (z  =  cfjj)  der  Eugelfläche  in  eine  konvergente  Potenzreihe  ent- 
wickelt werden  kann,  deren  Eonvergenzkreis  durch  den  nächsten  Pol 
Ton  Z  hindurchgeht. 

Da  nämlich  nach  (3)  Z  als  Summe  einer  endlichen  Anzahl  von 

ein&chen  Summanden: 

A 

darstellbar  ist,  wenn  die  Stelle  p  (z  =  a)  je  einem  der  Pole  entspricht, 
80  braucht  der  Beweis  nur  für  eine  solche  einfache  Funktion  geführt 
zu  werden.  Nun  besteht  aber  für  diese  Funktion,  sobald  p^  eine  endliche 
SteUe  ist  und 


z  —  ocq 


<1  |;ef  —  ao|<|a  —  «0 


4) 

ist,  in  der  Umgebung  von  pQ  die  Entwickelung: 

Heniel  n.  Landiberg,  algebraische  Funktionen  etc. 
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A  A 


{z-af        (a,^a)^ 


1       _   Ä   [yc^-'^y] 


1^ 

7 


und  diese  Reihe  konvergiert  wegen  (4)  innerhalb  des  nm  po  beschriebenen 
Kreises,  dessen  Peripherie  durch  p  hindurchgeht.  Denkt  man  sich  alle 
Glieder  yon  (3)  in  gleicher  Weise  entwickelt  und  die  bezüglichen 
Reihen  yereinigt,  so  ergiebt  sich  die  Reihe  für  Z,  welche  innerhalb 
des  gemeinsamen  Bereiches  aller  Partialreihen  konvergiert,  d.  h.  fOr 
den  mn  pQ  beschriebenen  Ereis,  dessen  Peripherie  durch  den  nächsten 
Pol  von  Z  hindurchgeht. 

Ist  der  zu  untersuchende  Punkt  pQ  speziell  der  Südpol  0'  (js^=^cx>\ 
so  besteht  genau  derselbe  Satz,  denn  fOr  jeden  Partialbruch  ist 

1  1  1  1    A    .    a    .   a*  \? 


—!— l L_=.^/i  +  ^  +  ^'  +  ...V, 


sobald 


e 


<  1  abo  I  £f  I  >  I  a  I  ist.  Die  Entwickelung  in  der  Um- 
gebung des  unendlich  fernen  Punktes  oder  des  Südpoles  gilt  also  inner- 
halb des  um  0'  beschriebenen  Kreises,  dessen  Peripherie  durch  den 
nächsten  Pol  von  Z  hindurchgeht. 

§2. 

Durch  die  Ergebnisse  des  vorigen  Abschnittes  haben  wir  die 
analytische  Eigenschaft  der  rationalen  Funktionen  kennen  gelernt,  dab 
sie  auf  der  ganzen  Kugelfiäche  nur  eine  endliche  Anzahl  polarer 
Unstetigkeiten  besitzen  und  für  jeden  anderen  Punkt  derselben  in  eine 
gewöhnliche  Potenzreihe  entwickelt  werden  können.  Es  soll  jetzt  nach- 
gewiesen werden,  dals  diese  Eigenschaft  für  die  Funktionen  Z  des 
Körpers  K(£i)  charakteristisch  ist,  dafs  also  jede  Funktion,  welcher 
diese  Eigenschaft  zukommt,  auch  stets  eine  rationale  Funktion  von 
z  ist.  Zu  diesem  Zwecke  mufs  aber  zunächst  an  einige  Sätze  aus  der 
Theorie  der  analytischen  Funktionen  erinnert  werden,  von  welchen  wir 
im  folgenden  häufig  Gebrauch  zu  machen  haben. 

Ist  eine  Funktion  f(j!)  der  komplexen  Yariabeln  j?,  für  eine  gewisse 
endliche  Stelle  (js  »  a^  in  eine  Potenzreihe 

entwickelbar,  die  für  eine  endliche,  wenn  auch  noch  so  kleine  Um- 
gebung I  ^  —  «0  I  ^  Po  joner  Stelle  konvergiert,  so  heiCst  f{is  \  a^ 
ein  Element  der  analytischen  Funktion  f(js)  für  die  Stelle 
(js^a^).    Ist  nun  a^   irgend    eine    andere  Stelle    innerhalb   des  Kon- 
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rergenzbereiches  jener  Beihe,  ersetzt  man  sf  —  a^  durch  ^ — Oj  +  (oj  —  a^) 
und  entwickelt  man  dann  f(js\cCf^  nach  Potenzen  von  is  —  cc^,  so 
erhalt  man  eine  nene  Potenzreihe 

deren     Eonyergenzkreis     mindestens 

^eich  demjenigen  ist,  welcher  um  cc^  ^^^'  ^' 

als  Mittelpunkt  beschrieben  ist  und 

den  vorigen  von  innen  berührt.  In  sehr 

vielen  Fallen  aber  ist  derselbe  grofser. 

Für  jeden  Wert  von  0  nun,  welcher 

innerhalb    des    beiden    Potenzreihen 

gemeinsamen       Konvergenzbereiches 

liegt,  besitzen  beide  Reihen  denselben 

Wert,  stellen  also  dieselbe  Funktion 

Ton  g  dar.    Aus  diesem  Ghimde  sagen 

wir  mit    Weierstrafs,    dals    beide 

Beihen  innerhalb  ihres  ganzen  Kon- 

Tergenzbereiches  —  auch  fär  den  nicht  gemeinsamen  Bereich  —  eine 

und  dieselbe  analytische  Funktion  f(js)   darstellen,   und  nennen  daher 

jede  dieser  beiden   Reihen   ein  Element   der  analytischen  Funktion 

bezw.  för  die  Stellen  (e  =  a^)  und  (js  =  a^)]  femer  bezeichnen  wir  das 

zweite  Element  als   die  analytische  Fortsetzung  des  ersten,   aber 

aach  umgekehrt  das  erste  ab  die  analytische  Fortsetzung  des  zweiten. 

Setzt  man  nun  jenes  zweite  Element  f{0  \  a^)  in  genau  derselben  Weise 

fär  einen  dritten  Punkt  er,  fort,  welcher  in  dem  Konvergenzbereiche 

der  zweiten  Reihe   sich   befindet,   und   fahrt   so   fort,   so  erhält   man 

zuletzt    ein    System    von    unendlich   vielen   Funktionenelementen,   für 

welche    die    Gesamtheit    der  zugehörigen  Konvergenzkreise    mit    den 

Mittelpunkten  a^^  a^,  a^, . , .  einen  bestimmten  Teil  der  Ebene  ausmacht. 

Dieser  Teil  der  Ebene,  innerhalb  dessen  zu  jedem  beliebig  angenommenen 

Ponkte  a  ein  zugehöriges  Funktionenelement: 

/*(;ßf  I  a)  =  ao  +  Ol  (0  —  a)  +  Og  (ißf  —  «)*  H 

existiert,  heüüst  der  Bereich  der  analytischen  Funktion  f(0).  Der- 
selbe kann  ein  begrenzter  endlicher  Teü  der  Ebene  sein  oder  auch  mit 
der  unendlich  ausgedehnten  Ebene  zusammenfallen.  Es  kann  aber  auch 
der  Fall  eintreten  —  und  dieser  tritt  gerade  in  der  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  und  der  Abelschen  Integrale  immer  ein  — , 
dals  man  je  nach  der  Art  des  Überganges  von  einem  Anfangspunkte  Cq 
za  einem  und  demselben  Endpunkte  a  zu  verschiedenen  zugehörigen 
Fnnktionenelementen  für  die  Stelle  (ß » a)   gelangen   kann«    Im  all- 

2» 
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gemeinen  hängt  es  abo  von  dem  fär  die  Fortsetzimg  eingeschlagenen 
Wege  ab^  zu  welchem  von  den  dem  Endpunkte  zugehörigen  Funktionen- 
elementen man  bei  der  Fortsetzung  gelangt.  Gehort  zu  einem  jeden 
Punkte  (^  =  «o)  ^^^  Bereiches  von  f{z)  nur  eine  einzige  Potenzreihe 
f{e\a^9  so  heifst  die  analytische  Funktion  eindeutig;  im  anderen 
Falle  heilst  sie  mehrdeutig. 

Indem  wir  die  Potenzreihen  ab  ganze  Funktionen  im  weiteren 
Sinne  betrachten;  sagen  wir:  Eine  analytische  Funktion  besitzt  in  der 
Umgebung  einer  Stelle  (^  =  a)  den  Charakter  einer  ganzen  Funk- 
tion, wenn  sie  sich  hier  in  der  Form  einer  Potenzreihe  darstellen 
läCst;  welche  keine  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  enthält.  Die- 
jenigen SteUeU;  an  welchen  eine  derartige  Entwickelung  nicht  möglich 
ist;  nennt  man  Orenzstellen;  dieselben  können  natürlich  höchstens 
an  der  Grenze  des  Eonvergenzbereiches  eines  Funktionenelementes; 
jedenfalls  aber  nicht  innerhalb  desselben  auftreten.  Es  ist  daher  von 
Wichtigkeit;  genauer  zu  untersuchen;  in  welcher  Weise  sich  der  Eon- 
vergenzbereich  eines  beliebig  gegebenen  Funktionenelementes  f(js\K^ 
feststellen  lälst  und  in  welcher  Beziehung  er  zu  den  Grenzstellen  jener 
Funktion  steht.  Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir  an  den  folgenden 
wichtigen  SatZ;  dessen  Beweis  wir,  da  er  in  der  Folge  häufig  gebraucht 
wird;  hier  kurz  angeben  wollen: 

Ist 

/*  W  =  «0  +  «1  (^  —  flf)  +  Oj  (^  —  «)*  +  •  •  • 

eine  Reihe ;  welche  in  der  Umgebung  der  endlichen  oder  un- 
endlichen Stelle  (js  =  a)  innerhalb  eines  endlichen  Bereiches 
konvergiert;  legen  wir  der  Variabehi  e  alle  Werte  bei;  welche 
sie  auf  der  Peripherie  eines  innerhalb  jenes  Bereiches  liegenden 
konzentrischen  Ereises  mit  dem  Radius  r  annimmt;  und  ist  g 
•die  obere  Grenze  der  endlichen  WertC;  welche  \f(0)\  auf  jenem 
Ereise  annimmt;  so  besteht  für  alle  Eoeffizienten  a<  die  Un- 
gleichheit: 

■aA<4r' 


Wir  brauchen  diesen  Satz  nur  für  die  Stelle  ;&  =  0  zu  beweisen;  da 

wir  ja  für  a  ^  0  0  —  a  bezw.  —  durch  0'  ersetzen  können. 

Zum   Beweise  betrachten  wir  zunächst  eine  aus   einer   endlichen 
Anzahl  von  Gliedern  bestehende;  also  rationale  Funktion: 

f{z)  =  A  +  A^"^  +  A^"^  +  •••  +  A^z'^^, 

wo  Wj;  mg, . . .;  m^  positive  oder  negative;  aber  von  Null  verschiedene 
ganze  Zahlen  bedeuten.    Legen  wir  nun  der  Yariabeln  z  alle  diejenigen 
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Werte  bei^  deren  absoluter  Betrag  =  r  ist,  und  ist  g  die  offenbar  end- 
liche obere  Ghrenze  von  |  f{z)  \  fär  diese  Werte,  so  zeigen  wir  zunächst; 
dab  für  das  Anfangsglied  Ä^  die  Ungleichheit 


stets  erfallt  ist.  Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  is  =  r(o\  wo  v  eine  be- 
liebige ganze  Zahl  und  o  irgend  eine  primitive  Ä;-te  Wurzel  der  Ein- 
heit sein  möge  und  wo  Je  nur  so  gewählt  sein  soll,  daCs  es  in  keiner 
der  Zahlen  m^,  914, . . .,  m^  enthalten  ist     Alsdann  ist  stets 


e\  =  r, 


also  nach  der  Voraussetzung 
Summiert  man  nun  die  Gleichungen 

welche  man  erhalt,  indem  man  fOr  v  der  Reihe  nach  0,  1,  2, . . .,  n  —  1 
setzt,  und  wo  n  eine  beliebig  grofse  ganze  Zahl  bedeutet,  so  ergiebt 
sich  nach  Division  mit  n  die  Gleichung: 

oder  es  ist: 


Ai-<i:s'i^(^''^)i+-i 


r=0 


fli^ 


Wie  grols   nun   auch   n   gewählt   werde,   immer    bleibt   der   auf  der 

rechten  Seite  zuletzt  stehende  mit  —  multiplizierte  Ausdruck  unterhalb 

einer  endlichen  Grenze;  wird  also  n  gröfser  und   gröfser  angenommen, 
so  nähert   sich  jener  zweite  Summand  unbegrenzt  der  Null,   während 

der  erste   nach   der  Voraussetzung    höchstens   gleich  —  ng=^g   sein 

ih 

kann.     Also  folgt 

\A\^9  +  S, 

wo  d  beliebig  klein  gemacht  werden  kann;  es  ist  daher  in  der  That 

was  zu  beweisen  war. 

Um  nunmehr  diesen  Satz  auf  Potenzreihen  auszudehnen   und   zu 
beweisen,  dafs  die  Koeffizienten  der  Beihe 
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f{z)  =  «0  +  «10  +  a^e^  H h  OiiBf^  + 


die  Bedingnng 


«.1^^ 


erfüllen,  wo  g  und  r  die  in  dem  oben  formulierten  Satze  angegebene 
Bedeutung  haben,  bilden  wir  die  offenbar  in  dem  Eonvergenzbereiche 
von  f{z)  ebenfalls  konvergierende  Reihe 

wo  /(jer)  das  Aggregat  aller  folgenden  Glieder  enthalt.  Wählt  man 
nun  8  genügend  grols,  so  kann  der  absolute  Betrag  des  Bestes  f(j5) 
auf  jenem  mit  dem  Radius  r  beschriebenen  Kreise  kleiner  ab  eine 
beliebig  kleine  positive  Gböfse  b  gemacht  werden.  Wendet  man  nun 
auf  die  rationale  Funktion 

den  soeben  bewiesenen  Satz  an  und  beachtet  dabei,  daCs  nach  den  über 
f(z)  und  f(z)  gemachten  Voraussetzungen  der  absolute  Betrag  der 
rechten  Seite  auf  dem  mit  dem  Radius  r  um  den  Nullpunkt  be- 
schriebenen Kreise  unterhalb  gv*  -f  6  liegt  und  daCs  s  beliebig  klein 
angenommen  werden  kann,  so  ergiebt  sich 

Jener  Satz  ist  abo  vollständig  bewiesen. 

Der  entsprechende  Satz  gilt  auch  für  Potenzreihen  mit  zwei  und 
mehr  Variablen  und  wird  wörtlich  ebenso  bewiesen.*)  Für  zwei  Ver- 
änderUche  lautet  jenes  Theorem  folgendermaßen: 

Konvergiert  die  Reihe: 

f(z,  u) = 2».*  (ff  -  «y  («*  -  ßy 

für  alle  Wertsysteme  (z,u),  für  welche 

ist,  und  ist  g  die  obere  Grenze  von  |  f(z,  u)  \  für  alle  jenen 
beiden  Bedingungen  genügenden  Wertsysteme  (z,  u),  so  besteht 
für  aUe  Reihenkoefüzienten  a^  die  Ungleichheit: 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  kann  man  nun  ohne  Schwierigkeit  den 
wahren  Konvergenzkreis  einer  Potenzreihe  f(z  \  a^^  bestimmen,  und  es 
ergiebt  sich  das  folgende  wichtige  Resultat**):  Bildet  man  das  zu  einem 

*)  Vgl.  z.  B.  Biermann,  Theorie  der  analytischen  Funktionen,  S.  144  flg. 
**)  Vgl,  z.  B.  Biermann  a.  a.  0.  S.  166  flg. 
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Pankte  innerlialb  des  Eonyergenzkreises  von  f(ß  \  cr^)  gehörige  Funk- 
tionenelement  f(ßf  \  a^),  so  besitzt  dieses,  wie  oben  erwähnt;  stets  einen 
EonTergenzkreis  von  endlicher  Gfroise.  Dasselbe  wird  im  allgemeinen 
auch  der  Fall  sein,  wenn  der  betrachtete  Punkt  a^  sich  der  Peripherie 
des  Konvergenzkreises  von  f(js  \  a^)  unbegrenzt  nähert.  Aber  der  wahre 
EonTergenzkreis  von  /  (0  \  Uq)  ist  dadurch  charakterisiert,  dafs  auf  seiner 
Peripherie  mindestens  ein  Punkt  ä  von  der  Beschaffenheit  existiert, 
daÜB  der  Eonvergenzkreis  von  f(js  |  a^)  unendlich  klein  wird,  wenn  sich 
der  Punkt  a^  dem  Punkte  a  auf  irgend  einem  Wege  unbegrenzt  an- 
nähert Für  diesen  Punkt  a  existiert  mithin  kein  zugehöriges  Funk- 
tionenelement /(jerjä),  er  liegt  also  auTserhalb  des  Bereiches  der 
analytischen  Funktion.  Eine  solche  Stelle  heifst  eine  singulare 
Stelle  der  analytischen  Funktion,  und  man  kann  demnach  den 
folgenden  wichtigen  Satz  aussprechen: 

Für  eine  analytische  Funktion  konvergiert  die  zu  einem 
Punkte  cKq  gehörige  Potenzreihe  stets  innerhalb  desjenigen 
um  «Q  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreises,  dessen  Peripherie 
durch  den  nächsten  singulären  Punkt  hindurchgeht. 

Bei  den  rationalen  Funktionen  sind  die  singulären  Stellen  alle 
und  nur  diejenigen  Punkte,  welche  den  Polen  entsprechen;  denn  für 
alle  und  nur  diese  Stellen  verliert  ja  jene  Funktion  den  Charakter 
einer  ganzen  Funktion,  da  dort  ihre  Entwickelung  eine  wenn  auch 
endliche  Anzahl  von  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  enthalt.  Wir 
erhalten  somit  hier  einen  neuen  Beweis  des  a.  S.  17  und  18  bewiesenen 
Satzes,  daCs  das  zu  einem  Pimkte  po  gehörige  Element  einer  rationalen 
Funktion  jedesmal  innerhalb  eines  Kreises  konvergiert,  dessen  Peripherie 
durch  den  nächsten  Pol  derselben  hindurchgeht. 

§3. 

Im  §  1  haben  wir  den  Satz  gefunden: 

Jede  rationale  Funktion  besitzt  auf  der  ganzen  Eugelfläche 
nur  polare  Unstetigkeiten. 

Xnnmehr  können  wir  auch  den  umgekehrten  Satz  von  fundamentaler 
Bedeutung  leicht  beweisen;  er  lautet: 

Eine  eindeutige  analytische  Funktion  von  0,  welche  auf 
der  ganzen  Eugelfläche  nur  polare  Unstetigkeiten  besitzt,  ist 
notwendig  eine  rationale  Funktion. 

In  der  That,  besitzt  eine  solche  Funktion  F(is)  nur  polare  Un- 
stetigkeiten, so  kann  sie  deren  nur  eine  endliche  Anzahl  haben     Be- 
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säXise  sie  nämlich  unendlich  viele^  so  müUsten  diese  notwendig  auf  der 
Engelfläche  eine  Häufungsstelle  besitzen^  d.  L  es  müfste  eine  solche 
Stelle  (z  =  Uq)  existieren,  für  welche  in  jeder  Nahe  derartige  Unstetig- 
keitsstellen  vorhanden  wären.  Für  diese  Stelle  a^  besteht  aber,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  eine  Entwickelung  von  der  Form 

wo  die  eingeklammerte  Reihe  innerhalb  eines  endUchen,  wenn  auch 
noch  so  kleinen  Bereiches  konvergiert.  Es  kann  also  in  jenem  Be- 
reiche keine  neue  singulare  Stelle  vorhanden  sein,  jene  Stelle  ist  demnach 
keine  HaufungssteUe.    Seien  nun  wieder 

Pi>         Pi)  •  •  •>        pQ 
alle  XJnstetigkeitsstellen  von  F(js)  und 

die  zugehörigen  Hauptteile,  so  ist  die  Differenz 

eine  analytische  Funktion,  welche  weder  im  Endlichen  noch  im  Un- 
endlichen eine  singulare  Stelle  besitzt,  für  welche  also  die  zugehörige 

Reihe 

fi/s)  «=•  -4o  +  Ä^z  +  A^z^  H 

nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Satze  für  die  ganze 
unendlich  ausgedehnte  Ebene  konvergiert. 

Also  liegt  der  Wert  des  absoluten  Betrages  \f{z)\  für  jeden  end- 
lichen oder  unendlichen  Wert  von  z  unterhalb  einer  endlichen  Gfrenze  g. 
Beschreibt  man  daher  um  den  Anfangspunkt  einen  Ereis  mit  beliebig 
groüsem  Radius  iJ,  so  ist  auch  für  alle  Punkte  seiner  Peripherie  \f{z)  \  <g] 
nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  ist  aber  für  jeden  Koeffizienten  jener 
Pötenzreihe: 

und  da  B  hinsichtlich  seiner  Gröfse  gar  keiner  Beschränkung  unter- 
worfen ist,  so  folgt  aus  den  obigen  Ungleichungen  für  UDbej^^Penzt 
wachsendes  ü,  dafs  alle  Koeffizienten  A^,  A^,  ...  Null  sind;  es  redu- 
ziert sich  also  f(z)  auf  eine  Konstante,  oder  F(z)  auf  eine  rationale 
Funktion  von  z,  w.  z.  b.  w. 


Dritte  Vorlesung. 

Die  algebraiBchen  Funktionen  von  z.  —  Untersnchung  derselben  für  einen  ge- 
gebenen Wert  von  z.  —  Die  Gleichongsdiskriminante.  —  üntersnchnng  der  algebrai- 
schen Funktionen  in  der  Umgebnng  einer  regulären  Stelle.  —  Berechnung  der 
Koeffizienten  der  n  Fnnktionenelemente.  —  Beweis  der  Konvergenz  jener  Reihen.  — 
Untere  Grenze  des  Konvergenzbereiches  für  das  ganze  regolibre  Gebiet. 

§1. 

Die  genauere  arithmetisch -analytische  üntersnchnng  der  rationalen 
Fnnlddonen  hat  uns  zu  dem  wichtigen  Resultate  geführt;  dals  alle 
Funktionen  des  Körpers  K{z)  und  nur  sie  eindeutige  analytische  Funk- 
tionen sind;  welche  auf  der  ganzen  Eugelfläche  nur  polare  XJnstetig- 
keiten  besitzen.  Wir  gehen  jetzt  einen  Schritt  weiter  und  untersuchen 
die  sogenannten  algebraischen  Funktionen  von  z,  d.  h.  die  Funk- 
tionen Uj  welche  durch  eine  algebraische  Gleichung  n-ten  Grades 

1)        f{^y  z)  =  M^)^  +  An-Mu""-^  +  •  •  •  +  A^{z)  =  0 

definiert  sind;  deren  Koeffizienten  beliebige  ganze  oder  gebrochene 
rationale  Funktionen  der  unabhängigen  Yariabeln  z  sind.  Ein  spezieller 
Fall  der  algebraischen  Funktionen  sind  die  rationalen  Funktionen  selbst; 
denn  diese  und  nur  sie  sind  die  Wurzeln  linearer  Gleichungen 

A,{z)u-Mz)=^0, 

Durch  Division  mit  An{z)  können  wir  der  Gleichung  (1)  auch  die 
Form  geben: 

la)    f{uy  jet)  =  u»  -h  a«-i  (z)  u""-^  +  a«-2(^)w»-*  + h  »o  W  =  0. 

Es  sei  j?  ein  solcher  Wert  der  unabhängigen  Variablen,  welcher  keinem 
Pole  der  Koeffizienten  a*  (^)  entspricht.  Dann  besitzt  die  Gleichung  (1  a) 
bekanntlich  n  endliche  Wurzeln. 

(1)    At)  (n) 

^    ;  60    ^  •   •  •   ^    ; 

nnd  es  besteht  die  identische  Zerlegung: 

808  ihr  ergeben  sich  durch  Koeffizientenvergleichung  die  n  Gleichungen: 
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2**0«= -«.-xW 


<=1 

fli 


2)  ^4''e?'=  +  a,.,(z) 


fli 


^ei'>eo^W a,.,iz) 


i,k,i=i 


nach  welchen  die  sogenannten  ^^elementaren  symmetrischen  Funk- 
tionen^ der  6Ieichnng8¥nirzehi  den  Gleichnngskoefißzienten  mit  ab- 
wechselnden Vorzeichen  gleich  sind. 

Nun  «t  bekannüich  jede  beUebige  symmebTsche  Funktion   der 

n  Grofsen  eo\  eo\ . . .  e^"^  rational  durch  diese  n  elementaren  sym- 
metrischen Funktionen  (2)  darstellbar;  und  da  diese  ihrerseits  rationale 
Funktionen  von  a  sind,  so  ergiebt  sich  der  wichtige  Satz: 

Jede    symmetrische    Funktion    der    n  Gleichungswurzeln 

i^^\  Co\  . . . 4"^)  ist  eine  bestimmte  rationale  Funktion  von  e. 
SpezieU  ist  jede  ganze  symmetrische  Funktion  der  Wurzek 
eine  ganze  rationale  Funktion  der  Gleichungskoef&zienten. 

Eine  der  wichtigsten  symmetrischen  Funktionen  ist  die  sogenannte 
Gleichungsdiskriminante : 

3)  2>(i^)=J7(^^'-««**0, 

welche  ihrer  Bildung  nach  dann  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  ftir 
den  betrachteten  Wert  von  z  zwei   oder  mehrere  von  den  n  Wurzehi 

€o  \  Cö  , . . .  eo     einander  gleich  sind. 

Man    kann   die   Gleichungsdiskriminante    auch   anders    darstellem: 
Differenziert  man   die  Gleichung  (Ib)  nach  u   und  setzt  dann  fOr  u 

eine  der  n  Wurzeln  €o^,  so  ergiebt  sich: 

und  wenn  man  das  Produkt  aller  n  Gleichungen  bildet  und  beachte^ 
dals  dann  die  rechte  Seite  offenbar  gleich  dem  Differenzenprodukt  aller 
Wurzeln,  also  gleich  der  Diskriminante  ist,  so  folgt: 

3a)  I>(^)  =  /•' (ed^V  (e^'O  .../•' W"'). 
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Hierans  geht  hervor,  dafs  f£lr  einen  bestimmten  Wert  von  0  die  Gleichongs- 
diskriminante  eine  ganze  rationale  Funktion  der  Gleichongskoeffizienten 
ai{e)  ist,  welche  dann  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  hier 
/■'(iij^er)  fttr  eine  der  n  Wurzehi  von  fiu^d)  verschwindet,  wenn  also 
f  (tt,  z)  mid  /*'  (tc,  e)  mindestens  einen  Linearfaktor  (ti  —  e^^)  gemein- 
sam haben. 

Verschwindet  ftlr  eine  Gleichung  /*(m,  0)  =  0  die  Diskriminante 
identisch,  so  haben  f{\i)  und  f  (u)  für  jeden  Wert  von  s  einen 
gemeinsamen  Teiler.  Einen  solchen  Divisor  kann  man  bekanntlich 
mit  Hilfe  des  Euklidischen  Verfahrens  durch  successive  Division,  also 
aof  rationalem  Wege  bestimmen  und  dann  durch  Division  beseitigen. 
Denkt  man  sich  dies  von  vornherein  vorgenommen,  so  kann  man 
a  priori  voraussetzen,  dafs  /"(u,  e)  mit  der  Ableitung  /*'  (w,  z)  keinen 
gemeinsamen  Teiler  besitzt,  dafs  also  die  Gleichungsdiskriminante  nicht 
identisch  verschwindet;  dann  besitzt  diese  rationale  Funktion  D{z)  von  z 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Nullstellen,  und  nur  für  diese  haben 
{[\i)  nnd  /*'  (ti)  eine  gemeinsame  WurzeL  Es   ergiebt  sich  also  der  Satz: 

Ist  die  Gleichungsdiskriminante  nicht  identisch  Null,  so 
verschwindet  die  Ableitung  f  (w,  z)  nur  an  einer  endlichen 
Anzahl  von  Stellen  für  eine  der  n  Wurzeln  von  f(u,z)  =  0. 

Sind  die  Koeffizienten  ao(jer),  a^(£r), . . .  an-.i(^)  in  (la)  sämtlich 
ganze  Funktionen,  besitzen  sie  also  keinen  Pol  im  Endlichen,  so  haben 
für  jeden  im  Endlichen  liegenden  Punkt  (z  =  «o)  alle  n  Wurzeln  end- 
liche Werte;  in  diesem  Falle  nennt  man  die  Funktion  u  eine  ganze 
algebraische  Funktion  von  jer,  weil  sie  ebenso  wie  die  ganzen  rationalen 
Funktionen  für  endliche  Werte  von  0  überall  endlich  bleibt.  Wir 
werden  uns  später  überzeugen,  dals  diese  Besonderheit  der  ganzen 
algebraischen  Funktionen  nur  auf  der  an  sich  unwesentlichen  Eigen- 
ichaft  beruht,  dafs  auch  hier  alle  ünendlichkeitsstellen  von  u  dem 
Südpole  0',  d.  L  dem  Werte  (z  =  00)  der  unabhängigen  Variablen  ent- 
sprechen. Aus  diesem  Grunde  werden  wir  später  auch  keine  Ver- 
anlassung haben,  die  ganzen  algebraischen  Funktionen  irgendwie  zu 
bevorzugen. 

Es  sei  jetzt  u  als  algebraische  Funktion  von  z  durch  die  Gleichung  (1) 
definiert.  Dann  erkennen  wir  sofort,  dafs  u  nunmehr  keine  eindeutige 
Fonktion  von  z  mehr  ist,  denn  zu  jedem  endlichen  oder  unendlich- 
grolsen  Werte  «q  von  z  gehören  stets  n  und  auch  nur  n  Werte 
ti^\ Cq^j  . . .  Ci)*^  von  w,  welche  im  allgemeinen  endlich  und  von  ein- 
ander verschieden  sind,  aber  in  besonderen  Fällen  auch  unendlichgrols 
oder  einander  gleich  werden  können,   und   deren   Bestimmung   direkt 
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durch  Aaflösnng  der  Zahlengleichung  f(Uy  a^  =  0  geschiehi  Es  stellt 
sich  somit  nach  dieser  oberflächlichen  Prüfung  u  als  eine  n-dentige 
Funktion  von  z  dar.  Die  folgenden  Untersuchungen  werden  zeigen, 
dats;  bezw.  in  welchem  Sinne  diese  Aussage  bei  der  strengen  Fassung 
des  BegrüSes  der  analytischen  Funktion  ihre  Geltung  behalt;  welche 
am  Schlüsse  der  vorigen  Vorlesung  gegeben  wurde. 

Wir  haben  gezeigt;  dals  eine  beliebige  rationale  Funktion ;  d.  h. 
eine  Wurzel  der  linearen  Gleichung  Ay^{z)u^  A^{3)  =  0y  in  der  Um- 
gebung einer  beliebigen  Stelle  )f^  der  unabhängigen  Yariabeln  in  eine 
Potenzreihe  entwickelt  werden  kann,  welche  nach  ganzen  Potenzen  des 
zugehörigen  Linearfaktors  z  -  a^  fortschreitet,  und  wir  bestimmten  die 
Koeffizienten  derselben  successive,  indem  wir  die  Kongruenz 

für  immer  höhere  und  höhere  Potenzen  von  ;sr  —  otq  als  Modul  auf- 
lösten. Man  kann  diese  Methode  offenbar  auch  so  aussprechen:  Be- 
trachten wir  die  Gleichung 

4)  Ä,{e)u~Ä^{e)  =  0 

als  Kongruenz,  und  zwar  successive  für  immer  höhere  und  höhere 
Potenzen  von  0  —  ctq  als  Modul,  so  ergiebt  sich  als  Lösung  eine  ein- 
deutig bestimmte  K^ihe 

welche  jene  Gleichung  (4)  formal  befriedigt,  und  von  der  nachgewiesen 
werden  konnte,  dafs  sie,  genügend  weit  fortgesetzt,  für  alle  Punkte 
einer  gewissen  endlichen  Umgebung  von  otq  konvergiert  und  dort  den 
Wert  von  u  mit  jeder  vorgegebenen  Genauigkeit  darstellt. 

Genau  dasselbe  Verfahren  wollen  wir  auch  in  dem  allgemeineren 
Falle  anwenden,  dafs  u  als  Function  von  z  nicht  durch  eine  lineare, 
sondern  durch  eine  Gleichung  n-ten  Grades  definiert  ist  Es  wird  sich 
dann  zeigen,  dafs  man  für  jede  endliche  oder  die  unendlich  ferne  Stelle 
genau  n  Potenzreihen  finden  kann,  welche  die  n  Wurzeln  jener 
Gleichung  für  eine  gewisse  endliche  Umgebung  der  betrachteten  Stelle 
mit  jeder  vorgegebenen  Genauigkeit  darstellen.  Der  einzige  Unter- 
schied ist  der,  dafs,  während  die  Entwickelung  einer  rationalen  Funk- 
tion stets  nach  ganzen  Potenzen  des  zugehörigen  Linearfäktors  fort- 
schreitet, jene  Entwickelungen  für  eine  algebraische  Funktion  u  an 
gewissen,  aber  nur  in  endlicher  Anzahl  auftretenden  Punkten  nach 
gebrochenen  Potenzen  fortschreiten  können. 
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§2. 

Ehe  wir  die  Wnrzeln  der  vorgelegten  Oleichung  in  der  Umgebung 
einer  beliebigen  Stelle  (j8=^a)  in  Potenzreihen  entwickeln^  wollen 
wir  diese  Untersuchung  für  eine  sogenannte  reguläre  Stelle  durch- 
fahren, weü  wir  auf  diesen  ganz  einfachen  Fall  nachher  das  allgemeine 
Problem  mit  Leichtigkeit  reduzieren  können. 

Wir  denken  uns  die  Gleichung  in  der  Form  gegeben: 

1)       f(u,  £f)  =  u*  +  a,-.i(;gr)M'»-i  + h  ai(0)u  +  a^Qs)  =  0, 

wo  alle  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  z^  also  in  der  Umgebung 
einer  jeden  Stelle  (5 » a)  ab  konvergente  Potenzreihen  darstellbar 
sind,  welche  nach  Potenzen  von  z  —  a  fortschreiten.  Wir  schlieüsen 
Zunächst  die  unendlich  ferne  Stelle  und  die  nur  in  endlicher  Anzahl 
vorhandenen  Pole  der  n  Koeffizienten  %{z)j . . .  (in^i{z)  aus.  Für  alle 
übrigen  Stellen  {z  =  a)  sind  dann  die  Werte  ai{a)y  welche  die  Koeffi- 
zienten dort  annehmen,  endUch. 

Wir  bilden  jetzt  die  Gleichungsdiskriminante  I)(z),  Nach  den 
Ergebnissen  des  vorigen  Abschnittes  ist  diese  eine  nicht  identisch  ver- 
schwindende ganze  rationale  Funktion  der  Oleichungskoef&zienten  a»(^); 
sie  besitzt  ako  für  alle  hier  betrachteten  Stellen  {z  =■  a)  ebenfalls  einen 
endlichen  Wert.  Wir  schlielsen  zweitens  vorläufig  auch  die  ebenfalls 
nnr  in  endlicher  Anzahl  auftretenden  Nullstellen  der  Diskriminante 
Ton  unserem  Bereiche  aus.     Da  dann  für  alle  übrigen  Punkte  (z  =  a) 

.  D(a)  -  n  (eo<'>  -  en  =  W  {4")  ^  0 

SO  sind  für  jeden  Punkt  unseres  Bereiches  alle  n  Wurzeln  end- 
lich und  voneinander  verschieden,  und  die  nach  u  genommene 
Ableitung  /*'  (u,  z)  besitzt  für  alle  n  Gleichungswurzeln  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert. 

Wir  wollen  diese  von  der  folgenden  Betrachtung  zuerst  aus- 
geschlossenen Punkte  die  kritischen  Punkte  der  Gleichung 
nemien.    Es  seien: 

(z^ß,),     (0  =  A),...(£r  =  |8,),     (z  =  cx>) 
jene  Punkte,  und  es  mögen 

83i  832 ;  •  •  •         ®A  S3^ 


ist, 


ihre  Bilder  auf  der  Kugelfläche  $  sein.  Der  nach  Ausschluls  jener 
(fc+1)  Punkte  übrig  bleibende  Teil  von  Ä  soll  der  reguläre  Bereich, 
jede  Stelle  desselben  eine  reguläre  Stelle  heifsen. 
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Wir  betrachten  nun  die  Gleichnng  (1)  in  der  Umgebung  einer 
Stelle  (z  »  «o)  dieses  regulären  Bereiches  und  untersuchen^  ob  dieselbe 
hier  durch  das  Element  einer  analytischen  Funktion 

8)  u  =  Cq  +  e^ißf  —  a^)  +  €^(0  —  a^y  -] 

befriedigt  werden  kann.  Soll  dies  der  Fall  sein,  so  muGs  jene  Gleichung 
zunächst  für  jer  =  ctq  durch  das  Anfangsglied  e^  befriedigt  werden,  d.  L 
Cq  muls  eine  der  n  Wurzeln  €^\  €^\  . . .  e^^  der  bereits  oben  betrachteten 
Gleichung  (la) 

4)  f(e,  flfo)  =  ^  +  a«-iK)^"'  +  •  •  •  +  »iK)  +  öo(«o)  =  0 

sein,  deren  Koeffizienten  die  endlichen  Werte  sind,  welche  die  Funk- 
tionen ak(ß)  für  0  =  Oq  annehmen. 

Unter  jenen  Wurzeln  ^^  können  mehrere  einander  gleich  sein; 
dieser  Fall  kann  aber  nur  dann  eintreten,  wenn  (ß  »  a^)  eine  der  be- 
reits ausgeschlossenen  Nullstellen  der  Diskriminante  in  (2)  ist. 

Es  sei  jetzt  e^  irgend  eine  Wurzel  von  /*(c^j,  a^  =»  0,  fttr  welche 
also  sicher 

ist.  Wir  zeigen  dann,  dafs  zu  diesem  Anfangsgliede  eine  und  nur  eine 
eindeutig  bestimmte  Reihe: 

«*o  =  ^0  +  ^1  (^  —  «0)  +  ^  (^-  «0)  H 

gehört,  welche  in  einer  endlichen  Umgebung  der  Stelle  (js  =  Oq)  kon- 
vergiert und  für  jeden  Punkt  derselben  eine  Wurzel  der  Gleichung 
/  (m,  ;ef)  =  0  darstellt. 

Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir: 

^  -  »0  =  ^    Wi  =  w  -  Co  =  ^iS  +  «2^^  H — ; 

dann  entspricht  der  Stelle  (jgr  =  Uq)  von  0  die  Stelle  (g  =  0)  der 
Variablen  ^,  und  es  kann  die  zu  lösende  Aufgabe  jetzt  einfacher  so 
ausgesprochen  werden: 

Es  sollen  die  Koeffizienten  der  Reihe: 

5)  t^  =  Cig  +  6ie«  +  ... 

so  bestimmt  werden,  dafs  die  Reihe  u^  die  Gleichung 

6)  f(u,0)^f{e,  +  u,,a^  +  i)^O 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (g  =  0)  befriedigt. 

Entwickeln  wir  nun  die  linke  Seite  der  Gleichung  (6)  nach  dem 
Taylorschen  Satze  nach  Potenzen  von  t«^  und  ^,  so  geht  sie  über  in: 


§  S.    Entwickelong  einer  algebraischen  Funktion  fflr  eine  reguläre  Stelle.    31 

0  -  /"(^  +  «1,  «0  +  Ö  =  /"(«o  «o)  +  «lAo  («07  «o)  +  Uta  («o>  «o) 

+  «1^0  (^>  «o)  +  «it/ii  {%}  «o)  +  i*fm  («b»  «o)  +  •  •  -7 
wo  ZOT  AbkOrznng  aUgemein: 

gesetzt  ist.  Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  aber^  wenn  man  be- 
achtet, d&(j9  n.  d.  V.  /"(«Q,  «q)  =»  0,  ^Q  (^Q,  «q)  ^  0  ist,  folgende  Be- 
dingang  fOr  die  unbekannte  Reihe  u^: 

«■— rf.«+(-fc)"!+(-|;)«'«+(-';:)«'+- 

Bei  einfacherer  Bezeichnung  der  hier  auftretenden  Koeffizienten  kann 
also  die  obige  Aufgabe  folgendermaCsen  ausgesprochen  werden: 

Es  soll  die  Gleichung: 

in  welcher  die  Koeffizienten: 

gegebene  Konstanten  sind,  in  der  Umgebung  der  Stelle  (S=0) 
durch  eine  Reihe: 

8)  Ui  =  6,e  +  c,g»  +  ... 

gelöst  werden. 

Diese  Aufgabe  kann,  nun  steits  auf  eine,  einzige  Weise  gelöst 
werden;  und  dasselbe  gilt,  wenn  die  Reihe  der  Koeffizienten  (7a)  nicht 
abbricht,  wie  dies  hier  der  Fall  ist;  nur  mufs  alsdann  die  Reihe 
I^-^g^tt*  innerhalb  einer  endlichen  Umgebung  der  Stelle  (5=0,^^=0) 
konyei^eren.  Wir  wollen  die  Aufgabe  daher  gleich  unter  dieser  all- 
gemeineren Annahme  lösen. 

Zum  Beweise  dieses  wichtigen  Satzes  ersetzen  wir  in  der  Glei- 
chung (7)  M^  durch  die  noch  unbekannte  Reihe  (8)  und  ordnen  dann 
die  rechte  Seite  der  so  sich  ergebenden  Gleichung 

nach  steigenden  Potenzen  von  ^;  dann  ist  dieselbe  bekanntlich  inner- 
halb ihres  Konvergenzbereiches  nur  dann  erftillt,  wenn  die  noch  un- 
bekamiten  Koeffizienten  ^i;  6^; .  •  •  so  gewählt  werden  können,  dafs  die 
Koeffizienten  auf  beiden  Seiten  jener  Gleichung  (9)  gleich  sind.  So 
erhalten  wir  durch  Koeffizientenvergleichung  eine  Reihe  von  Gleichungen: 
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10) 


^'='920  +  911^1  +9oi^ 

^  =  fl^so  +  921^1  +  9i2^i  +  fl'os^  +  9iie%  +  '^9(xi^i^ 


und  man  erkennt  leicht^  daXs  sich  allgemein  aas  der  Yergleichung  der 
Koeffizienten  von  t^  auf  beiden  Seiten  für  Sh  eine  Gleichung  ergiebt: 

10a)  ^k=^k(ffi0f9ko  ^i>^;---^*-i)  (Ä  +  t  =  2,3,...), 

in  welcher  die  rechte  Seite  die  Summe  einer  endUchen  Anzahl  Ton 
Produkten  aus  den  Koeffizienten  g^.  und  den  vorhergehenden  Koeffi- 
zienten e^y  e^y . . .  ek-i  ist.  Setzt  man  also  den  Wert  von  e^  in  die 
zweite;  die  so  gefundenen  Werte  von  e^  imd  6^  in  die  dritte  Gleichung 
eiu;  und  fährt  so  fort;  so  erhalt  man  für  jeden  Koeffizienten  einen 
expKciten  Ausdruck  von  der  Form: 

11)  ^jt='Sj^(9m9ki)  (Ä  +  t  =  2,3,...), 

welcher  ebenfalls  aus  einer  endlichen  Anzahl  der  Koeffizienten  g^Q,  g^^ 
allein  durch  die  Operationen  der  Addition  und  Multiplikation 
gebildet  ist.  So  ergiebt  sich  z.  B.  aus  den  Gleichungen  (10)  für  die 
drei  ersten  Koeffizienten: 

«1  =  9io 

^=920  +  9ii9i9  +  9o29]o 
IIa)  ^  =  980  +  92i9iQ  +  9i29lo  +  fl'osflfo  +  9ii92o 

+  9n9io  +  ^9n9o29io  +  ^9o29io  +  29o29lo 

Es  giebt  somit  eine  einzige  Potenzreihe  «*i  =  «j£  +  •  •  •,  welche  die  vor- 
gelegte Gleichimg  (7)  formal  befriedigt. 


§3. 

Wir  zeigen  jetzt  weiter^  dafs  die  im  vorigen  Abschnitte  bestimmte 

Reihe  e^t  +  e^i*-] in  einer  endlichen  Umgebung  der  Stelle  (5  =  0) 

konvergiert  und  für  sie  auch  eine  Wurzel  der  Gleichung 

1)  ^i  =^  9iot  +  ^9iki^^i 

darstellt. 

Zum  Beweise  der  Konvergenz  der  Reihe  u^  führt  nun  die  folgende 
sehr  allgemeine  Überlegung^  welche  zuerst  von  Gauchy  bei  ähnliehen 
Fragen  angewendet  wurde.  Ersetzt  man  in  der  Reihe  Z^aS*  alle  Koeffi- 
zienten 6a  durch  ihre  absoluten  Beträge  und  vergröJjsert  dann  noch 
jeden  Koeffizienten  um  eine  beliebige  Zahl^  so  erhält  man  eine  Reihe 
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mit  lauter  positiven  Koeffizienten  ek,  und  für  einen  beliebigen  innerhalb 
des  Eonvergenzbereiches  von  11^  liegenden  Wert  von  ^  ist  offenbar: 

Konvergiert  daher  die  zweite  Reihe  u^  innerhalb  eines  Kreises  mit  dem 
Badins  q,  so  gilt  dasselbe  auch  von  der  ersten  Reihe.  Können  wir 
alfio  ßr  die  Reihe  ti^  beweisen,  dais  sie  für  eine  endliche  Umgebung 
der  Nullstelle  konvergiert;  so  ist  der  verlangte  Beweis  auch  für  die 
Beihe  u^  erbracht,  denn  ihr  Konvergenzradius  ist  gleich  oder  groüser 
ab  der  der  zweiten  Reihe. 

Man  kann  nun  in  der  That  eine  solche  Reihe  u^  bilden,  welche 
80  einfEich  ist,  dais  man  für  sie  ohne  weiteres  den  verlangten  Nach- 
weis  zu  führen  imstande  ist.  Beachtet  man  nämlich,  daüs  die  Koeffi- 
zienten e,, 6^, ...  in  (11)  und  (IIa)  des  § 2  aus  den  Gleichungskoeffizienten 
9i9}9ki  ^^^  durch  die  Operationen  der  Addition  und  Multiplikation 
gebildet  sind,  so  erkennt  man  sofort,  daüs  alle  Koeffizienten  en  ihrem 
absoluten  Werte  nach  vergröüsert  werden,  wenn  man  die  Gleichungs- 
koefBzienten  g^Q,  g^^^  durch  ihre  absoluten  Beträge  ersetzt  und  sie  dann 
noch  vergrolisert.    Wir  wollen  dies  auf  folgende  Weise  thun:  Die  Reihe 

der  beiden  Variablen  g  und  m^  möge  für  alle  Werte 

2a)  |g|  =  p,     |«i|  =  ff 

ihrer  Argumente  konvergieren;  da  jene  Reihe  nach  dem  Vorigen  inner- 
halb einer  endlichen  Umgebung  der  Stelle  (g  =  0,  w^  =  0)  konvergiert, 
so  kann  man  stets  endliche  Gröfsen  q  und  <f  so  bestimmen,  dafs  der 
obigen  Annahme  genügt  wird. 

Nach   dem  auf  S.  22  angegebenen  Satze  bestehen  dann  für  alle 
Koeffizienten  g^j^  die  Ungleichungen: 

2b)  \9u\<-^  (.•,*  =  o,i,2,...), 

wenn  g  groüser  ist  als  die  obere  Grenze  aller  Wertsysteme  |G(5,  Wi)|, 
f&r  welche  die  Gleichungen  (2  a)  erfüllt  sind.    Ersetzt  man  also  in  der 

Onmdgleichung  (1)   die  Koeffizienten  g^j^  durch   die  Zahlen  -f-j  und 

berechnet  zu  ihr  die  Potenzreihe  «*i -*  "ßiS +  ^2?*  +  "*>  so  ist  all- 
g^ein  !  «A 1  ^  6*;  ist  also  der  Konvergenzbereich  dieser  Reihe  ü^  endlich, 
to  gilt  dasselbe  auch  von  dem  Bereiche  der  zu  untersuclienden  Reihe  ii^, 

Hffniel  a.  Landaberg,  »Igebimisohe  Funktionen  etc.  3 
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Substituieren   wir  nun  jene  Werte  für  die  Koeffizienten  g.^,  so 
geht  die  Gh-undgleichung  (1)  far  ~ü^  über  in: 

^-Hi+2(l)'(?)*). 

t-f*  =  «,S...oo 

und  die  rechte  Seite  kann  für  alle  Wertsysteme: 

\i\<(f  \^\«t 

leicht  summiert  werden;  dann  ergiebt  sich  für  ü^  die  einfache  Gleichung: 

oder: 

wenn  zur  Abkürzung: 

3a)  ^  =  ^,    g'  =  l,    m'=!^ 

gesetzt  und  g'  und  u'  ihrem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  Eins 
angenommen  werden. 

Also    ist    u'    als    Funktion   von    g'   durch    die    aus   (3)   folgende 
quadratische  Gleichung  definiert: 

3b)  ^w'«-m'  +  B  =  0, 

wenn  zur  Abkürzung: 

3c)  A^l+g',    B=^ 

gesetzt  ist,  und  zwar  muJjg  w' =^iS'  +^2?"  +  •••  diejenige  unter  den 
beiden  Wurzeln  jener  Gleichung  sein,  welche  für  5'  =  0  ebenfalls  ver- 
schwindet.  Lösen  wir  diese  quadratische  Gleichung  auf,  so  ergiebt  sich: 


denn  wir  müssen  das  negative  Vorzeichen  der  Wurzel  wählen,  damit 
sich  w'  für  g'  =  0,  d.  h.  für  jB  =  0  ebenfalls  auf  Null  reduziert. 

Diesen  Wurzelausdruck  können  wir  nun  in  der  That  nach  dem 
binomischen  Satze  in  eine  Potenzreihe  entwickeln,  sobald  nur: 


4)  |4^J5|-  4(l  +  i/Vi^ 


<1 


ist;  dann  ergiebt  sich  für  vi  die  Reihe: 

m'  =  B  +  AB*  +  2A*B^  +  5  J[»JB«  +  •  •  •, 
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welche  innerhalb  des  Gebietes  (4)  gleichmäfsig  konvergiert  und  die 
eine  Wurzel  Yon  (3  a)  darstellt.  Jenen  Bereich  können  wir  noch  einfacher 
charakterisieren;  in  der  That  folgt  aus  (4) 

Hl  +  ^)^-\t'\<\l-t'\  If'Ki, 

und  da  stets  1 1  —  S'  |  ^  1  ~"  1 5'  I  ^s*>  ^^  ^^^  j®^®  Ungleichung  sicher 
erfallt  sein,  wenn  man  auf  ihrer  rechten  Seite  1 1  —  g'  |  durch  1  —  1 5'  | 
ersetzt    Dann  ist  aber  einfacher: 

m 

oder,  wenn  man  für  g'  und  g^  ihre  Werte  aus  (3a)  einsetzt: 


{'+'^) 


ih.  die  Reihe  üi  =^it  -h^tt*  +  •  •  •  "iid  somit  auch  die  ursprüngliche 
Eeihe  »j  =  Cjg  +  6^^*  +  •  •  •  konvergiert  sicher  innerhalb  eines  die  Stelle 
$  =  Ü  umgebenden  Kreises,  dessen  Radius 

5)  '^ 


ist 

Wir  müssen  jetzt  endlich  zeigen,  dafe  die  innerhalb  des  Ge- 
bietes (5)  konvergente  Reihe  u^  für  diesen  Bereich  die  vorgelegte 
Gleichung  (1)  befriedigt,  oder,  was  dasselbe  ist,  dals  die  aus  (1)  her- 
Torgehende  Differenz: 

J^(wi,  0  =  «*i  -  OioS  +  ^9kit'u[) 
nach  Substitution  der  Reihe  TLCk^^  für  tj^  in  jenem  Bereiche  ver- 
schwindet. Macht  man  aber  jene  Substitution,  so  wird  K(uj^,  t)  eine 
Potenzreihe  von  g  allein,  in  der  sich  alle  Koeffizienten  der  einzelnen 
Potenzen  von  g  auf  Null  reduzieren,  d.  h.  K(Uif  5)  wird  identisch 
gleich  Null;  u^  stellt  also  für  jenen  Bereich  in  der  That  eine  Wurzel 
von  jK'(mj,6;)  =  0  oder  der  Gleichung  (1)  dar. 

Zum  Schlüsse  bemerken  wir  noch,  dafs  der  Beweis  für  die  Eon- 
Tergenz  der  Reihe  Wi==6ig  +  ---  ohne  Benutzung  des  auf  S.  22  er- 
wähnten Satzes  gegeben  werden  kann,  wenn,  wie  es  hier  der  Fall  ist, 
die  Reihe  ß(g,  mJ  in  (2)  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern 
enthält.  Ist  dann  nämlich  g  der  gröfste  unter  den  in  endlicher  Anzahl 
Torhandenen  Koeffizienten  g^Q,  g^.y  so  sind  aus  den  soeben  angegebenen 
Gründen  die  Koeffizienten  et  von  u^  absolut  genommen  kleiner  als  die 
positiven  Koeffizienten  6,-  der  Reihe  w^,  welche  durch  die  Gleichung 

^i  =  flf (6  +  Ig' Wi*)  (i  +  Ä  =  2,  3,  .  .  .  oo) 

3* 
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definiert  ist  und  welche  genau  zu  derselben  quadratischen  Gleichung 
für  Wj  fuhrt  wie  vorher  für  u\  In  diesem  Falle  tritt  an  Stelle  von  q 
und  6  die  Zahl  Eins^  während  ^  durch  g  zu  ersetzen  ist. 

Da  wir  gerade  dieses  Resultat  später  anzuwenden  haben  werden, 
so  formulieren  wir  dasselbe  in  dem  folgenden  Satze: 

Die  Gleichung: 

besitzt  stets  eine  und  auch  nur  eine  Lösung: 

welche  in  einer  endlichen  Umgebung  der  Nullstelle  konvergiert 
und  für  g  =  0  ebenfalls  verschwindet.  Ist  die  Anzahl  der 
Koeffizienten  g^j^  endlich  und  g  gröüser  als  der  absolute  Betrag 
aller  dieser  Zahlen,  so  konvergiert  die  Reihe  für  u^  sicher 
innerhalb  eines  Kreises,  dessen  Radius  gleich 

1 

ist. 

§4. 

Im  vorigen  Abschnitte  ist  bewiesen  worden,  dafs  für  jeden  regulären 
Punkt  %(z=^a)  der  Kugelfläche  ^  alle  n  zugehörigen  Potenzreihen 
t*i,  Wg, . . .  Ml,  innerhalb  einfer  endlichen  Umgebung  von  %  konvergieren 
und  dort  je  eine  Wurzel  der  Gleichung  darstellen.  Aber  ebenso  wie 
bei  den  rationalen  Funktionen  kann  der  Fall  eintreten,  daJOs  für  eine 
oder  mehrere  Wurzeln  der  Konvergenzradius  mehr  und  mehr  abnimmt 
und  zuletzt  unter  jede  noch  so  kleine  Grenze  herabsinkt,  wenn  sieh 
der  Punkt  ?l  unbegrenzt  einer  Grenzlage  nähert.  Wir  zeigen  jetzt, 
dais  dieser  Fall  höchstens  dann  eintreten  kann,  wenn  %  einem  der 
vorher  ausgeschlossenen  kritischen  Punkte 

unendlich  nahe  kommi 

Wir  umgeben  zu  diesem  Zwecke  jeden  dieser  kritischen  Punkte 
auf  der  Kugel  durch  beliebig  kleine  Kreise  und  betrachten  nun  nur 
denjenigen  Teil  der  Kugelfläche  ß,  welcher  nach  Fortlassung  jener 
(Ä  +  1)  kleinen  Kreisinneren  übrig  bleibt;  wir  wollen  diesen  Teil  der 
Kugelfläche,  welcher  durch  Verkleinerung  der  (Ä  + 1)  Kreise  beliebig 
nahe  an  $  herangebracht  werden  kann,  den  regulären  Bereich  der 
Gleichung  nennen. 

Dann  zeigen  wir,  dafs  für  alle  unendlich  vielen  Pimkte  %  des 
regulären  Bereiches  die  Konvergenzradien  der  n  Reihen  Mj,  ti^, . . .  «4^ 
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oberhalb  einer  und  derselben  positiven  unteren  Grenze  Qq>  0 
liegen. 

Für    den    ganzen   Bereich   ^    bleiben    zunächst    die    Gleichungs- 
koeffizienten an^i(a)j  an--.%(a), . . .  ^^(a)  alle  unterhalb  einer  endlichen 

Grenze^  weil  die  rationalen  Funktionen  ak{z)  innerhalb  $  allenthalben 
endlich  und  stetig  sind;  und  dasselbe  ist  demnach  auch  für  die  n  Wurzeln 
^\  ^\  •  •  •  c^*^  der  Gleichung  f(u,  «)  «=  0  für  das  ganze  reguläre 
Gebiet  der  FalL  Dasselbe  gilt  auch  von  der  Gleichungsdiskrimimuite 
und  den  Koeffizienten: 


da  alle  diese  Gh*öfi3en  ganze  Funktionen  von  e^  und  a^  mit  endlichen 
Koeffizienten  sind.  Andrerseits  zeigt  man  aber  leicht;  dafs  die 
Gleichnngsdiskriminante  für  den  ganzen  regulären  Bereich  absolut  ge- 
nommen oberhalb  einer  endlichen  Gröüse  A  bleibt;  da  nämlich  die 
stetige  Funktion  D(ßi)  höchstens  in  den  kritischen  Punkten  verschwindet, 
80  kami  sie  nur  in  ihrer  Umgebung  unendlich  klein  werden.    Hieraus 

folgt  sofort,  dals  für  den  ganzen  Bereich  ^  auch  die  Differenz  zweier 
konjugierter  Wurzeln  e^^  —  c^*)  absolut  genommen  oberhalb  einer  und 
derselben  endlichen  Grenze  d  liegen  mufs.  In  der  That  ist  nach  der 
soeben  gemachten  Bemerkung  für  eine  beliebige  reguläre  Stelle  (;?==«) 

|D(a)|=n|6iO_e{*)|>A. 

Xun  liegen  alle  n  (w  —  1)  Wurzeldifferenzen  |  e^  —  ^*)  |  ebenso  wie  die 
Wurzeln  selbst  absolut  genommen  unter  einer  endlichen  oberen  Greuze, 
welche  durch  y  bezeichnet  werden  möge.  Ist  also  |  e^)  —  e^*)  |  etwa  die 
kleinste  jener  Differenzen,  so  wird  die  soeben  hingeschriebene  Un- 
gleichung noch  verstärkt,  wenn  man  alle  Differenzen  aufser  jener 
kleinsten  durch  die  grölsere  Zahl  y  ersetzt;  also  ist 

oder  es  ist  für  das  ganze  reguläre  Gebiet  in  der  That 

Mit  Benutzung  dieser  Thatsachen  kann  nunmehr  der  angekündigte 
Beweis  leicht  geführt  werden:  Für  eine  beliebige  reguläre  Stelle  (z  =  a) 

war  der  zugehörige  Eonvergenzradius  sicher  grölser  als  .  >  ^y  wenn  g 

eine  positive  Zahl  ist,  welche  gröljser  ist  als  die  absoluten  Beträge  der 
Koeffizienten 
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welche  in  der  definierenden  Gleichung  (7) 

für  Ui^^u  —  Cq  auftreten.  Nur  dann  könnte  abo  bei  Annäherung  an 
eine  reguläre  Stelle  der  Konvergenzbereich  unendlich  klein  werden, 
wenn  g  unendlich  wüchse;  da  aber  fQr  den  ganzen  regu^ren  Bereich 
alle  \fn\  endlich  bleiben,  so  müTste  dazu  der  gemeinsame  Nenner: 

df 

unendlich  klein  werden,  und  dies  ist  nicht  der  Fall,  weil  nach  dem 
soeben  gegebenen  Beweise  jede  einzelne  Wurzeldififerenz  |  c^*)  —  c^*>  |  ober- 
halb *,  also  l/iol  für  den  ganzen  Bereich  oberhalb  d"""*  bleibt, 
und  damit  ist  die  obige  Behauptung  in  ihrem  vollen  Umfange  bewiesen. 


/io    = 
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Vierte  Vorlesung. 

üntersacbxmg  der  algebraischen  Funktionen  in  der  Umgebung  einer  beliebigen 
regulären  oder  kritiflcben  Stelle.  —  Bestimmung  der  Anfangsglieder  der  zu  einer 
Stelle  gehörigen  Potenzreihen.  —  Konstruktion  des  zu  einer  Stelle  gehörigen 
Diagranmis.  —  Folgerungen.  —  Aufstellung  der  zu  einem  Anfangsgliede  ge- 
hörigen Potenzreihe. 

§1. 

Das  in  der  vorigen  Vorlesung  gefundene  Resultat  sprechen  wir  in 
dem  folgenden  Satze  aus: 

Es  sei  u  eine  algebraische  Funktion  von  g,  welche  durch 
die  Gleichung 

1)  f(u,  ;er)  =  w«  +  On-iC^er)«*»— 1  +  •  •  •  +  ao(/s)  =  0 

definiert  ist,   und  {0  =  a)   sei   eine  beliebige  reguläre  Stelle; 
dann  existieren  genau  n  Potenzreihen 

Wi  =  4^  +  ^(js-a)  +  ^\0-ay  +  . . .,  (t=l,2, . .  .n) 

welche  alle  in  einer  endlichen  Umgebung  der  Stelle  {z  =  a) 
konvergieren,   welche  lauter   verschiedene   Anfangsglieder  be- 
sitzen und   die  in  einer  endlichen  Umgebung  jener  Stelle  die 
n  Wurzeln  der  betrachteten  Gleichung  darstellen. 
Damit  haben  wir  das   Ghrundproblem   unserer  Theorie,   die   Dar- 
stellnng  der  algebraischen  Funktionen  durch  Potenzreihen,  fast  für  alle 
Stellen  der  unabhängigen  Variablen  gelöst;  nur  die  Ä  + 1  kritischen 
Stellen  SB^, . . .  83^^  83«  entziehen  sich  dieser  Methode;  aber  gerade  diese 
sind  von  besonderer  Wichtigkeit  für  die  Erkenntnis  der  wahren  Natur 
jener  Funktionen;   gerade  die  Untersuchung  der  algebraischen  Funk- 
tionen u  für  die  Umgebung  dieser  Stellen  liefert  uns  die  Eigenschaften, 
durch  welche  sie  sich  von  den  rationalen  Funktionen  von  z   unter- 
scheiden.    Es   ist  auch  kein  ZufaU,  dafs  unsere  Methode   gerade  für 
diese  Stellen  {z  =  a^  versagt,  denn  es  wird  sich  zeigen,  dafe  für  ihre 
Umgebung  zwar  auch  Reihen  für  u  existieren,  welche  nach  Potenzen 
Ton  z  —  a^  fortschreiten,  aber  der  wichtige  Unterschied  ist  der,  dafs 
gewisse  unter  ihnen  nicht  nach  Potenzen   mit  ganzzahligen,   sondern 
nach  Potenzen  mit  gebrochenen  Exponenten  fortschreiten;  es  können 
also  für  u  z.  B.  Reihen  von  der  Form  auftreten: 

-L  i. 
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welche  eine  Wurzel  in  der  Umgebung  einer  kritischen  Stelle  (je?  =  a^ 
darstellen.  Nach  der  genauen  Untersuchung  des  regulären  Falles  kann 
aber  die  Betrachtung  der  singularen  Stellen^  welche  sonst  zu  den 
schwierigsten  Fragen  der  ganzen  Theorie  gehört^  mit  Leichtigkeit 
durchgeführt  werden.  Wir  geben  jetzt  zu  einer  für  alle  regulären  und 
kritischen  Stellen  gültigen  Untersuchung  der  algebraischen  Funktionen 
über;  welche  sich  von  den  früher  gegebenen  dadurch  unterscheidet^  daXs 
sie  ausser  den  trivialsten  Eonvergenzsätzen  keine  analytischen  Hilft- 
mittel  erfordert. 

Lassen  wir  die  Beschiunkung  fallen^  dals  *die  Stelle  (e  =  a) 
regulär  sein  soll,  so  kann  sich  der  Charakter  der  Potenzreihen  für  u 
einmal  in  der  Weise  ändern^  dals  dieselben  auch  mit  einer  endlichen 
Anzahl  negativer  Potenzen  von  0  —  a  beginnen  können,  wie  dies 
vorher  auch  für  die  rationalen  Funktionen  Z  von  z  in  der  Umgebung 
eines  Poles  bewiesen  worden  war.  Zweitens  können  jene  Reihen, 
wie   soeben    erwähnt   wurde,    nach  gebrochenen   Potenzen  von  0  —  a 

fortschreiten,  und  auch  hier  tritt  der  Bruch  —  an  Stelle  des  Linearfaktors 

z 

0  —  a,  wenn  die  Funktion  u  in  der  Umgebung  der  unendlich  fernen 

Stelle  35«  untersucht  wird. 

Um  jetzt  das  vorgelegte  Problem  gleich  in  seiner  allgemeinsten 

Gestalt  zu  umfassen  und  zu  lösen,  stellen  wir  uns  die  folgende  Aufgabe: 

Es   sei   u  als   algebraische   Funktion   von  z  durch   eine 

Gleichung: 

la)  f(u,  z)  =  A^{z)  +  A^{z)  u  +  A^(z)u*  +  •  •  •  +  A(j^)w»  =  0 
mit  beliebigen  rationalen  Funktionen  von  z  ab  Eoef&zienten 
definiert.     Es   sollen  die  n  Wurzeln  jener   Gleichung  in  end- 
licher Umgebung  einer  beliebigen  (endlichen  oder  der  unend- 
lich fernen)  Stelle  (z  ==  a)  durch  konvergente  Reihen 

dargestellt  werden,  welche  nach  steigenden  Potenzen  des  zu- 
gehörigen Linearfaktors  fortschreiten,  für  welche  also 

f  0  <  «1  <  ^2  <   •  • 
ist. 

Zur  Abkürzung  setzen  wir  wieder: 
3)  0  —  a  =  g    bzw.     —  =  g. 


z 


je  nachdem  (z  =  a)  eine  endliche  oder  die  unendlich  ferne  Stelle  ist, 
so  dafs  in  allen  Fällen  u  eine  algebraische  Funktion  von  f  wird,  welche 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (g  =  0)  zu  untersuchen  ist.    Dann  gehen 
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die  Grleichungskoeffizienten  ^((^e^)  in  rationale  Funktionen  Äk{t)  ^on  g 
über.  Wir  denken  uns  dieselben  nun  nach  ganzen  Potenzen  von  g  in 
der  Umgebung  von  (g  =  0)  entwickelt,  dann  ergeben  sich  (n  +  1) 
Reihen  von  der  Form 

4) 

welche,  wie  oben  bewiesen  wurde,  alle  in  einer  endlichen  Umgebung 
der  Stelle  (S==0)  konvei^eren,  und  wo  die  ganzen  Zahlen  Qq,  Qi,'",Qn} 
die  positiv,  negativ  oder  Null  sein  können,  die  Ordnungszahlen  der 
Gleichungskoeffizienten  ^(^)  f£lr  die  Stelle  (g  =  0),  oder,  was  dasselbe 
ist,  die  Ordnungszahlen  der  ursprünglichen  Oleichungskoeffizienten 
Ai{e)  för  die  zu  untersuchende  Stelle  {0  =  a)  bedeuten,  welche  in 
jedem  Falle  leicht  zu  bestimmen  sind. 

Wir   substituieren   diese   Reihen  für   die    Gleichungskoeffizienten, 
dann  geht  die  linke  Seite  der  Gleichung  über  in  eine  Reihe: 

welche  in  Bezug  auf  u  vom  n-ten  Grade  ist,  aber  in  Bezug  auf  i  im 
allgemeinen  nicht  abbricht.  Da  aber  alle  Koeffizienten  Äk{i)  in  end- 
licher Umgebung  der  Nullstelle  konvergieren,  so  gilt  dasselbe  für  die 
Reihe  f{u,  5)  von  zwei  Variablen. 

Nehmen  wir  nun  für  u  irgend  eine  nach  ganzen  oder  nach  ge- 
brochenen Potenzen  von  f  fortschreitende  Potenzreihe  (2): 

2a)  Uo  =  eot''  +  e,t  +  '"> 

konvergiert  diese  ebenfalls  in  endlicher  Umgebung  der  Nullstelle,  und 
substituieren  wir  sie  an  Stelle  von  u  in  die  konvergente  Doppelreihe 
f{^,t)f  so  geht  diese,  wenn  man  die  gleich  hohen  Potenzen  von  ^ 
znsammenfEiist,  in  eine  ebenfalls  nach  gebrochenen  Potenzen  von  ^ 
fortschreitende  Reihe 

Über,  welche  auch  in  einer  endlichen  Umgebung  der  Nullstelle  gleich- 
mabig  konvergiert. 

Diese  Reihe  verschwindet  nun  in  der  Umgebung  von  (5  =  0)  dann 
ond  nur  dann,  d.  h.  die  Reihe  Uq  stellt  nur  dann  in  jener  Umgebung 
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eine  Wurzel  der  Gleichung  f{Uy  0  =  0  dar,  wenn  die  Koeffizienten 
Cqj  C^  . . .  s'ämtlicli  identisch  verschwinden;  offenbar  sind  diese  ganze 
Funktionen  der  noch  unbekannten  Entwickelungskoeffizienten  der 
Reihe  u^y  während  die  Exponenten  y^y  y^y  y^  . . .  aus  den  unbekannten 
Exponenten  s^y  s^y  e^y , . .  linear  zusammengesetzt  sind.  Die  Aufgabe, 
die  Reihe  Uq  als  Wurzel  der  Gleichung  f(Uy  f)  =  0  zu  bestimmen, 
reduziert  sich  also  darauf: 

es  sollen  die  unbekannten  Exponenten  £o;  ^i^  ^s>  *  •  -  ^^^  ^^ 
unbekannten  Koeffizienten  e^j  e^^  e^y . . .  der  Reihe  Uq  in  (2a)  so 
bestimmt  werden,  dafs   sich  in  der  Enljwickelung  der  Reihe: 

5)  f{u„t)=C,?'  +  C,i''  +  - 

alle  Koeffizienten  Cq,  Cj,  . . .  auf  Null  reduzieren. 

Wir  suchen  nun  zunächst  u^  so  zu  bestimmen,  daCs  das  Anfangs- 
glied Co  5''°  in  (5)  verschwindet,  und  wir  zeigen,  dals  durch  diese  For- 
derung nur  das  Anfangsglied  e^t^y  und  zwar  genau  n- deutig  bestimmt 
wird,  entsprechend  den  Anfangsgliedem  der  Potenzreihen,  in  welche, 
wie  wir  zeigen  werden,  auch  in  diesem  allgemeinen  Falle  die 
w  Gleichungswurzeln  in  der  Umgebung  der  Nullstelle  entwickelt  werden, 
können. 

Ersetzt  man  nun  auf  der  linken  Seite  der  gegebenen  Gleichung: 

f{Uy  0  =  A^{i)  +  Aa)t*o  +  MiX  +  '"  +  Mi)K 
die  Koeffizienten  -4jfc(5)   durch  ihre  Entwickelungen  (4)   und  w  durch 
die  noch  unbekannte  Reihe  Mq,  so  ergiebt  sich  für  /*(Wo>  Ö  ^ö  Reihe: 

und  man  erkennt  ohne  weiteres,  dafe  die  Summe  der  AnfangsgUeder 
der  (n  + 1)  Produkte  -4t(J;)wJ  gleich: 

ist,  und  dafs  man  fiir  einen  beliebig  gegebenen  Wert  des  Exponenten  b^ 
das  Anfangsglied  C^^''  von  fin^,  g)  einfach  findet,  wenn  man  in  /J,(g) 
alle  diejenigen  Glieder  a,c^5^< "*"*'*  zusammenfafst,  för  welche  die 
Exponenten  p,-  +  *^o  ^^^  kleinsten  Wert  besitzen. 

Hieraus  folgt  zunächst,  dals  Bq  nicht  so  gewählt  werden  darf,  dals 
nur  einer  der  in  ^(g)  auftretenden  Exponenten  von  g: 

8)  Po;     Pi  +  ^o;    9%  +  2«o; '      Qn+nB^ 

den  kleinsten  Wert  besitzt;   denn  wäre  einer  der  Exponenten,   etwa 

Qk  +  ^^o;  kleiner  als  alle  anderen   prf  is^y   so  begänne  ja   die   Ent- 
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wickelnng   von  tiu^y  g)   mit  dem   einen   Gliede   niedrigster  Ordnung 

(h«oS^*^*%  und  Uo  könnte  somit  in  der  Umgebung  der  Stelle  (5  =  0) 
nur  dann  eine  Wurzel  darstellen^  wenn  der  Koeffizient  akf^  oder^  da 

Ojt^O  ist,  wenn  e^  yerscli wände.    Es  muls  demnach  der  Exponent  s^ 

des  Anfangsgliedes  von  Uq  notwendig  so  gewählt  werden,  dafs  min- 
destens zwei  von  den  Exponenten  der  Beihe  (8),  etwa  Qg  +  gs^  und 
p,  +  Uq]  zugleich  den  kleinsten  Zahlenwert  haben,  d.  h.  dafs  die  beiden 
Bedingungen  erfüllt  werden: 

g.  Yo  =  Q9  +  9^0  ^9i  +  K 

9jb  +  **o^yo  (Ä;=xO,  1,2,  .  .  .n). 

Sollen  zwei  Exponenten  Qg  +  gso  nnd  q^  +  Isq  einander  gleich  sein, 
80  ergiebt  sich  hieraus  fOr  e^  der  Wert: 

10)  *«  =  -T^' 

und  man  erhalt  so  eine  endliche  Anzahl  von  möglichen  Exponenten  €q] 
man  kann  dann  ffir  alle  diese  leicht  entscheiden,  ob  auch  die  zweite 
Bedingung  in  (9)  für  das  so  bestimmte  Sq  erfällt  ist.  Man  findet  aber  mit 
einem  Schlage  alle  möglichen  Exponenten  Sq,  wenn  man  die  folgende 
geometrische  Repräsentation  anwendet,  welche  in  einem  einfachen  Falle 
bereits  von  Newton  angegeben  und  später  von  De  Oua,  Gramer, 
Poiseux  n.  A.  benutzt  wurde. 

In  einem  rechtwinkligen   Koordinatensystem   denken  wir  uns  die 
(»  +  1)  Pnnkte  fixiert: 

80  daCs    allgemein    die    Abscisse    des    Punktes    %i    der    Index    i   des 

Gleichungskoeffizienten  ^(0   oder  A4(ß)   ist,   während  seine  Ordinate 

gleich  der  Ordnungszahl  p,  von  M^)  in  Bezug  auf  die  zu  untersuchende 

SteUe  {z  =  a)  ist.    Denkt  man  sich  nun  alle  jene  Punkte  Sto^  ^u  -  **  % 

dnrch   parallele   Strahlen  auf  die  Ordinatenachse   projiziert,    und    sind 

65,  Sj, 6«  die  Projektionen  jener  (w  +  1)  Punkte,   so  ist  allgemein 

die  Ordinate  von  S<  gleich 

Qi  +  itgq)  (t  =  0,  1,  .  .  .  n), 

wenn    q>     der     Steigungswinkel    der    Projektionsstrahlen     ist.      Setzt 
mftn  also: 

bezeichnet    man    also    mit   e^  die  Steigung  jener    Projektionsstrahlen 
1,6,,  so  sind  die  Ordinaten  der  (n  + 1)  Projektionen 

bzw.  gleich: 
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Po;     Qi  +  ^Of     Qi  +  2^0^  •  •  •  Pn  +  ^^07 

sie  stimmen  also  mit  den  Exponenten  (8)  der  Funktion  ^(g)  in  (7) 

überein. 

Also  wird  den  beiden  Bedingungen  (9)  stets  und  nur  dann  genügt^ 

wenn   man    die   Steigung   Sq   der    Projektionsstrahlen   so    wählt^    daJs 

von  den  (n  + 1)  Projektions- 
^  punkten    (S^,  S^^  •  •  •  (Sn    die 

beiden  untersten^  etwa  S, 
und  dl,  zusammenfielen,  und 
dieser  Bedingung  wird  wieder 
dann  und  nur  dann  ent- 
sprocben^  wenn  als   Projek- 

tionsstrahl  eine  Sehne  fLi%f 
so  gewählt  wird^  daCs  alle 
anderen  Punkte  %^,  fi^, .  • .  Ä» 
oberhalb  oder  auf  jener  Sehne^ 
bzw.  ihrer  Verlängerung 
liegen,  wenn  jene  Sehne  also 
das  Punktsystem  (Sq;  . . .  %^) 
nach  unten  begrenzt. 

Alle  diese  Begrenzungs- 
sehnen  und  damit  alle  mög- 
lichen  Werte   von   €q  findet   man   somit   durch   die  folgende  einfSeu^he 
Konstruktion:   Man  verbinde  den   letzten  Punkt  Sl«  durch  eine  Gerade 

%i^u  niit  demjenigen  Punkte  ^u,  welcher  von  %n  &us  gesehen  am 
tiefsten  liegt.  Falls  mehrere  Punkte  auf  dieser  Sehne  liegen  sollten, 
wähle  man  für  Sl«  den  äufsersten  von  jenen  Punkten.  Hierauf  ver- 
binde man  %u  genau  ebenso  mit  demjenigen  von  den  früheren  Punkten, 

%  durch  die  Gerade  %u^t,  welche  von  %u  &^  gesehen  am  tiefeten 
erscheint,  und  fahre  in  derselben  Weise  fort,  bis  zuletzt  ein  Punkt  ft^ 

mit  dem  ersten  Punkte  Sl^  durch  eine  Sehne  Sl«8o  verbunden  wird. 
Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  ein  nach  unten  konvexes  Polygon 
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durch  welches  die  Punktreihe  (Sto;  Äj, . . .  ?l„)  nach  unten  begrenzt  wird.*) 

Es  sei  nun  %%,  eine  jener  Begrenzungssehnen,  Slj  =  (l,  q^  ihr 
Anfangspunkt  und  St^  =  (g,  Qg)   ihr  Endpunkt,   so   dafs  l  >g,  also  in 

*)  In  Fig.  4  S.  46  ist  ein  Beispiel  für  den  Fall  von  drei  Begrenzongssehnen 
gezeichnet. 
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der  Reihe  (Äo,  Äj, . . .  SU)   %   ein  spaterer  Punkt  ist,  als  %g.    Dann 
ist  die  Steigung  e^  der  Strecke  ^i^  durch  die  Gleichung: 

gegeben,  also  positiv,  negativ  oder  Null,  je  nachdem  Qg  =,  qi  ist.    Es 
seien  femer  der  Reihe  nach  etwa: 

aüe  diejenigen  unter  den  (n  + 1)  Punkten,  welche  auf  jener  Sehne 
nnd  nicht  über  ihr  liegen.    Dann  ist: 

yo  =  9|  +  i^o  =  (>*  +  *«o  =  9rf  +  *^o  = Qh  +  **o  =  9y  +  9^oy 

während  für  alle  übrigen  oberhalb  %i%g  liegenden  Punkte  %i 

isi   Dann  ist   der  Koeffizient   Cq   der  niedrigsten   Potenz  g''*'   in  (5) 
ofenbar  gleich: 

9  (O  =  ^'^0  +  «*^  +  «»-4  + h  a*^  +  a^eg, 

er  besteht  luLmlich  aus  allen  und  nur  den  Produkten  ürCl!^,  für  welche 

die  zugehörigen  Punkte  %.  &uf  dieser  Begrenzungssehne  %%g  liegen. 
Wählt   man  also   für    den  Exponenten    des    Anfangsgliedes    von 

^  =  ^S**  H speziell  diesen  Wert  «^  = ? -?  so   verschwindet 

fc  ^arig.  Az,&ng4«,«»i  C.  a».  ^d  '.Ja^n,  w«»  .,  ein, 
der  I  — ^  von  NuU  verschiedenen  Wurzeln   der  Gleichung  ?*^"  Grades: 

g){e)  =  ai€^  +  •  •  •  +  a^e^  =  0 

oder  also  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  (l  —  g)^^  Grades: 

—  (p{e)  =  ai€f-9  +  a*6*-^  +  . . .  +  a^  =  0 

ist  Diese  Gleichung  besitzt  nun  genau  l  —  g  Wurzeln,  welche  gleich 
oder  voneinander  verschieden  sein  können,  und  jede  dieser  Wurzeln 
kann  als  der  zum  Exponenten  Sq  gehörige  Anfangskoeffizient  für  Uq 
gewählt  werden. 

So  ergiebt  sich  das  folgende  Resultat,  welches  der  Einfachheit 
wegen  nur  für  den  in  Fig.  4  angenommenen  Fall  von  drei  Begrenzungs- 
gehnen  ausgesprochen  werden  mag,  das  aber  natürlich  ganz  allgemein  gilt: 

Damit  eine  Potenzreihe: 

eine  Wurzel  der  Gleichung  f(u,  e)  in  der  Umgebung  der  be- 
liebig gegebenen  Stelle  {e  =  a)  darstelle,  mufs  zunächst  der 
Exponent  s^  ihres  Anfangsgliedes  einen  der  drei  Werte 
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^0  = 


0-« 


^i= 


Jl  5_. 


besitzen^  welche  der  Steigung  der  drei  Begrenzongssehnen: 


«.«0,  %%,  a«% 

gleich  sind.    Damit  femer  e^  der  einem  jener  drei  Exponenten 
^09  ^of  ^0  ^mitsprechende  Anfangskoeffizient  sei^  mnis  Cq  eine  von 


Flg.  4. 


Null   verschiedene   Wurzel    von   einer    der    drei    zugehörigen 
Gleichungen  sein: 


+  ao  =  0 


(p(e)  «a^c*  +  • 
(Pi{e)  =  ate*  +  ' 
g^iie)  =  a„€^  + ' 

deren  linke  Seiten  jedesmal  aus  denjenigen  Produkten  a^tf 
gebildet  sind^  für  welche  die  zugehörigen  Punkte  Sjb  bzw.  auf 
der  ersten,  zweiten,  dritten  Begrenzungssehne  liegen. 

Schon  hier  sehen  wir  also,  dah  die  Exponenten  s  nicht  notwendig 
ganze  Zahlen  sind;  denn  bereits  bei  den  ersten  Exponenten  treten 
ja  die  Nenner  s,  t  —  s,  n  —  t  auf,  welche  sich  nicht  fortzuheben 
brauchen. 

Da  so  zu  den  Exponenten  €q,  6q,  Cq  bzw.  je  s,  ^  —  s,  »  —  <  von 
Null  verschiedene  mögliche  Koeffizienten  Cq  für  Mo  gehören,  so  ergiebt 
sich  die  Anzahl  der  möglichen  Anfangsglieder  genau  gleich: 


§  2.    Folgenmgen. 
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Im  folgenden  soll  nun  weiter  gezeigt  werden^  dafs  in  der  That  zu 
jedem  dieser  Anfangsglieder  eine  und  nur  eine  Potenzreihe  gehört; 
welche  eine  Oleichungswurzel  darstellt,  d.  h.,  daCs  man  wirklich  auf 
diese  Weise  eine  Darstellui^  der  n  Wurzeln  der  Gleichung  f(u^  £f)  =  0 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (js  =  a)  erhält. 


§2. 

Wir  ziehen  aus  diesem  Resultate  gleich  eine  für  das  Weitere 
wichtige  Folgerung,  welche  auch  die  vorher  f&r  die  regu^ren  Stellen 
dareligef&hrte  Untersuchung  verallgemeinert. 

Wir  wollen  für  den  Augenblick  bereits  als  bewiesen  annehmen, 
dafe  zu  jedem  der  n  Anfangsglieder  C^iz  —  a)***  eine  Potenzreihe  gehört, 
welche  je  eine  der  n  Gleichungswurzeln  in  der  Umgebung  des  Punktes 
[s=(t)  darstellt.  Es  sei  dieser  Punkt  eine  beliebige  endliche  Stelle, 
welche  nur  nicht  zu  den  Polen  der  Koeffizienten  ak{d)  in  der 
definierenden  Gleichulig  (1): 

u"  +  a„-i(;ßr)ti»""^  H h  Oüid)  —  0 

gehört,    die    aber    sehr    wohl    eine    der    Nullstellen    der    Gleichungs- 
diskriminante  sein  kann. 

Dann    sind    alle    Ordnungszahlen   Qqj  9x7  -  --  Qn—i   ^^^^  negative 
ganze  Zahlen,  und  q^  ist  sicher  gleich  Null,  da  (in(/)  =  l  ist.    In  dem 
zogehorigen  Diagramme 
besitzen    also    alle    Be-  i^r 

grenzungssehnen  not- 
wendig eine  positive 
Steigung,  oder  die  Stei- 
gung Null,  wie  die  neben- 
stehende Figur  erkennen 

Gehört  dagegen  der 
Ponkt  (z=a)zVL  den  Polen 
der  Koeffizienten  um  (e),  so 
ißt  wieder  (>^=  0,  aber  min- 
destens eine  der  Zahlen 

9n-v  (>«-Ä,  •  •  •  9o 
ist   negativ,    also    min- 
ieetens  die   erste  Begrenzungssehne  5ln?t«  hat  negative  Steigung.     Es 
ergiebt  sich  also  der  Satz: 


Fig.  6. 
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Von   den  n   zu   einer  endlichen  Stelle  (g  =  a)  gehörigen 
Reihen  ,^       ,^ 

ist  dann  und  nur  dann  mindestens  eine  Yon  negativer  Ordnung, 
wenn  diese  Stelle  zu  den  Polen  der  Gleichungskoefßzienten 
gehört. 

Die  Anwendung  derselben  Überlegungen  auf  die  Stelle  (e  =  od) 
ergiebt  noch  die  Folgerung: 

Von  den  zur  unendlich  fernen  Stelle  (is  =  oo)  gehörigen 
n  Reihen: 

ist  dann  und  nur  dann  mindestens  eine  von  negativer  Ordnung^ 
wenn  unter  den  Koeffizienten  a^ijs)  mindestens  einer  eine  im— 
echt  gebrochene  rationale  Punktion  ist. 

Denn  nur  in  diesem  Falle  ist  der  Grad  einer  Funktion  0^(0)  positiV; 
also  ihre  Ordnungszahl  q^  far  die  unendlich  ferne  Stelle  negativ;   nur 

in  diesem  Falle  hat  also  wieder  die  letzte  Begrenzungssehne  eine 
negative  Steigung. 

Für  die  Folge  brauchen  wir  nur  die  Entwickelung  von  einer 
jener  n  Wurzeln  zu  finden;  ist  nämlich  bewiesen ,  dafs  jede  Gleidiung 
in  der  Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  mindestens  eine  solche 
Reihe  als  Wurzel  besitzt,  so  wird  nachher  sehr  einfach  gezeigt  werden, 
dafs  jede  Gleichung  fOr  die  Umgebung  von  (e  ==  a)  genau  so  viele 
solche  Wurzeln  hat,  als  ihr  Grad  angiebt.  Wir  wollen  daher  im 
folgenden  nur  eine,  und  zwar  eine  von  denjenigen  Reihen 

aufsuchen,  deren  Ordnungszahl  Sq  den  gröfsten  Wert  hat.    Für  sie  ist 

also  Sq  einfach  die  Steigung  der  letzten  Begrenzungssehne  9«^  in 
dem  Diagramme,  d.  h.  es  ist: 

WO  hier,  wie  stets  im  folgenden,  unter  dem  Ausdrucke  Max  (/Jj,  /?,, . .  /J„) 
die  gröfste  unter  den  n  Zahlen  ß^j  ß^,  - . .  ßn  verstanden  werden  soll; 
ebenso  werden  wir  im  folgenden  mitunter  durch  Min(^i,  ft»  •  •  •  ßn)  die 
kleinste  unter  jenen  n  Zahlen  bezeichnen.  Spezialisieren  wir  also  unser 
allgemeines  Resultat  für  diese  speziellen  Reihen  Mq  =  e^^f**  +  •  •  •  von 
möglichst  hoher  Ordnung,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 


§  2.  Ordnungszahlen  der  n  Gleichnngswnrzeln  fOr  eine  Stelle  p.  4Q 

Für  die  Reihen  höchster  Ordnung,  welche  die  Gleichung 
f{u,  ;ßr)  =  0  in  der  Umgebung  einer  Stelle  p(j3  =  a)  befriedigen, 

ist  Sq  =  — — ^;  WO  8  SO  ZU  Wahlen  ist,  dafe  e^  möglichst  grofs 

ausfallt,  und  der  Koeffizient  e^  ist  eine  der  s  Wurzeln  der 
Gleichung  s**"  Gh^des: 

9o(«)  =  öt^«'  + h  0*6*  +  ak€^  + f-  oo  =  0, 

wo  a«, . .  ak,  ajk; . .  Oo  die  Anfangsglieder  derjenigen  Gleichungs- 
koeffizienten  -4,(jer), . . .  A^(/),  A^(e), . . .  Ao(is)  sind,  für  welche 
in  dem  Diagramme  die  zugehörigen  Punkte  S(  auf  der  Be- 
grenzungssehne liegen,  fiir  welche  also: 


ist. 


Qo  "9$  Qo  —  9k        9o  —  Qh 

8  *  Ä  ^0 


Wir  wollen  uns  die  n  zu  p  gehörigen  Potenzreihen 

(0                         (0 
u.  =  €^^{iS  —  ayo  +e(')(0  — a)*^  H (»-1,2, ...n) 

so  geordnet  denken,  daCs  e^^  ^  «}f ^  ^  •  •  •  ^  t^^  ist,  tmd  dann  diejenigen 
s  Heiken,  für  welche  b^^  =  e ^«)  =  . . .  =  e ^*)  den  grölsten  Wert  besitzt, 
die  8  Wurzeln  höchster  Ordnung  nennen.    Da  für  diese  die  Ordnungs- 

ahl einfach  die  Ordnungszahl  des  Quotienten: 

1 


ist,  80  kann  man  das  vorige  Resultat  auch  so  aussprechen: 

Die  Ordnungszahl  der  Wurzeln  höchster  Ordnung  in  der 
Umgebung  der  Stelle  (z  =  a)  ist  gleich  dem  grölsten  Werte, 
welchen  die  Ordnungszahl  der  n  Quotienten: 


an  jener  Stelle  besitzt,  und  jene  Gleichung  besitzt  genau  s 
solche  Wurzeln  höchster  Ordnung,  wenn  der  s^  jener  Quotienten 
der  letzte  ist,  dessen  Ordnungszahl  den  Maximalwert  hat. 

Genau  ebenso  kann  man  auch  unmittelbar  aus  den  Gleichungs- 
Icoeffizienten  die  Ordnungszahl  €q  der  Wurzeln  niedrigster  Ordnung 
erkennen  und  ihre  Anzahl  bestimmen.     In  der  That  entspricht  diesen 

die  erste  Begrenzungssehne  Sln^,.«  des  Diagramms  in  Fig.  4,  wenn 

fleatel  o.  Landtberg,  algebraische  Fanktionen  etc.  4 
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%,— t  der  letzte  Punkt  jener  Ponktreihe  ist,  welcher  von  %t  ans  ge- 
sehen am  tiefsten  erscheint;  es  ist  also  t  die  Anzahl  der  Worzehi 
niedrigster  Ordnung  und  ihre  gemeinsame  Ordnungszahl: 

®  n  — (n— t)  t 

WO  T  so  zu  wählen  ist,  dafs  dieser  Quotient  möglichst  klein  ausfallt. 
Da  aber  somit  €q  nichts  anderes  ist  als  die  Ordnungszahl  der  Quotienten 

(pLzl^y,  so  gut  der  Satz: 

Die  Ordnxmgszahl  Bq  der  Wurzeln  niedrigster  Ordnung  in 
der  Umgebung  der  Stelle  (e  =■  a)  ist  gleich  dem  kleinsten  Werte^ 
welchen  die  Ordnungszahl  der  n  Quotienten: 

£  i 


V   Ä(z)  )        \  A(z)  ) 


an  jener  Stelle  besitzt,  und  jene  Gleichung  besitzt  genau  x 
solche  Wurzeln,  wenn  der  t*®  jener  Quotienten  der  letzte  isi^ 
dessen  Ordnungszahl  den  Minimalwert  hat. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  sofort  die  Richtigkeit  des  auf  S.  27 
Mitte  ausgesprochenen  Theorems  für  die  ganzen  algebraischen  Funktionen, 
wenn  man  AJ^-^^X  und  alle  anderen  Koeffizienten  als  ganz  voraassetzL 

§3. 

Es  sei  nun  6q§^  das  Anfangsglied  einer  der  s  Wurzeln  höchste 
Ordnung  der  Gleichung  /*(u,  5)  ~  ^5  ^^  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe, 
alle  folgenden  Glieder  der  zugehörigen  Reihe 

zu  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  ersetzen  wir  in  der  vorgelegten 
Gleichung  u  durch  die  neue  abhängige  Variable  u',  welche  durch  die 
Gleichung 

1)  w  =  e^t  +  w' 

mit  u  zusammenhängt;  dann  ist  also: 

das  Aggregat  der  noch  unbekannten  folgenden  Glieder  unserer  Reihe. 
Diese  neue  Unbekannte  ist  ntm  die  Wurzel  der  Gleichung  id^  Grades: 


§  3.  Berechnung  einer  Gleichnngswurzel  höchster  Ordnnng.  51 


^  1-2. ..n 

ik  u!  genügt;  als  Funktion  von  i  betrachtet^  ebenfalls  einer  algebrai- 
schen Gleichung  n^^  Grades ^  nämlich  der  folgenden: 

2)  f,(H')  =  ^(g)  +  A[(t)u'  +  Ä',it)u''+  ..•  +  J!n{t)u!', 
in  welcher  allgemein: 

g^etzt  ist. 

Diese  neue  Gleichung  können  wir  nun  genau  ebenso  behandeln 
wie  die  ursprüngliche;  wir  mÜ8sen  die  Potenzreihe  ^(^  =  6^^**  +  •••  so 
zü  bestimmen  suchen^  daXs  in  der  Entwickelung  von 

nach  Potenzen  von  g  alle  Koeffizienten  Cq,  C/,  . . .  der  Potenzen  von  g 
der  Beihe  nach  verschwinden;  hierzu  mufs  zunächst  wieder  der  Exponent 
ij  mid  der  Koeffizient  e^  des  Anfangsgliedes  so  bestimmt  werden  ^  dafs 
sieh  das  Anferngsglied  Cq  in  der  obigen  Entwickelung  auf  Null  reduziert^ 
und  diese  Bestimmung  kann  offenbar  wörtlich  ebenso  gemacht  werden^ 
wie  dies  im  vorigen  Abschnitt  für  Cq  und  €q  angegeben  wurde. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen^  entwickeln  wir  jetzt  die  neuen  Gleichungs- 
koef&zienten  -4]^  (5)  wieder  nach  Potenzen  von  g,  was  offenbar  möglich 
ist,  da  dieselben  zwar  nicht  rationale  Funktionen  von  i,  wohl  aber 

von  5*  sind,  weil  in  f*°  der  Exponent  höchstens  den  Nenner  s  besitzen 
bmn.    Es  sei  abo  wieder: 

3)  ^r  (5)  =  ÄiJ  =  aig*  *  +  . . .  (A  =  o,i,...«) 

die  Entwickelung  jener  (w  +  1)  Gleichungskoeffizienten,  so  konstruieren 
wir  jetzt  das  neue  System  der  (n  +  1)  Punkte: 

welche  bzw.  die  Koordinaten: 

laben.  Der  einzige,  aber  unwesentliche  Unterschied  gegen  die  zur 
Bestimmung  von  Sq  gemachte  Konstruktion  ist  der,  dafs  die  Ordinaten 
^,  Pj, . . .  pj^  jener  (n  +  1)  Punkte  möglicherweise  Brüche  mit  dem 
ITenner  8  sein  können,  während  sie  vorher  ganze  Zahlen  waren. 

Begrenzt  man   nun  diese  Punkte  von  $U  ausgehend  nach  unten 
durch  ein  konvexes  Sehnenpolygon,   so  zeigt  man  genau   wie  vorher 
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H^—t  der  letzte  Punkt  , 
seheu  am  tiefeteo  ersc) 
uiedrigeter  Ordnaug  tind 


wo  t  80  KB  wählen  ist, 
Da  aber  somit  «„  nichts  a 


BO  gilt  der  i 


Die  Ordnnn 
der  tJmgebimg  dfa, 
welclien  die  Ord) 


au  jener  Stelle 
solche  Wurzeln, 
dessen  Ordnungsz 

Aus  dieeem  Satze  er^ 
Mitte  ausgesprochenen  The 
wenn  miuiÄ,(s)  =  l  und: 


Es  sei  nun  e^^  Uta 
Ordnung  der  Gleichung  /"( 
alle  folgenden  Glieder  der 

»*o 
zn  bestimmen.  Zu  diesen 
Gleichung  u  durch  die  ne 
Gleichung 

1) 

mit  tt  zuHsuunenhiingt;  dan' 

1') 

da«  Aggregat  der  noch  un'J 
Diese  neofl  Unbekannte  ist  J| 
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dafs  der  erste  Exponent  s^  von  Uq  notwendig  gleich  der  Steigung  von 
einer  unter  jenen  Begrenznngsselmen  sein  muiB.  Soll  ferner  die 
OrdnnngszaM  s^  jenes  zweiten  Gliedes  e^g'*  ebenfalls  möglichst  grols 
sein,  so  mnls  für  s^  wieder  die  Steigung  der  letzten  Begrenzungs- 
sehne gewählt  werden.  Wir  können  und  wollen  auch  hier  diese  letzte 
Forderung  stellen,  da  es  uns  ja  nur  auf  die  Bestimmung  einer  ein- 
zigen Potenzreihe  ankommt.  Nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  auf 
S.  48  bewiesenen  Satze  ergiebt  sich  dann  für  den  Exponenten  e^  die 
Bestimmung: 

g  = ?  ==  Max  I  — - — f  — - — f )  f 

wo  also  wieder  s^  so  zu  wählen  ist,  dafs  jener  Quotient  so  grolE  als 
möglich  ausfällt;  und  der  zugehörige  EntwickelungskoefQzient  e^  ist 
eine  der  s^  Wurzehi  der  Gleichung  Sj**"  Grades: 

q)^(e)  =  ai^C»  H +  aW -] f-  <  =  0, 

wo  <^, . . .  a', . . .  ag  die  Anfangsglieder  von  allen  und  nur  den  Koeffi- 
zienten -4Ij(J:), . . . -41(5), . . . -4(,(f)   sind,   fOr  welche    die   zugehörigen 

Punkte  Sl«, . . .  Sl; . . .  Sl{,  auf  der  letzten  Begrenzungssehne  2i^%Q  dieses 
zweiten  Diagramms  liegen. 

In  derselben  Weise  fortfahrend  kann  man  nun  beliebig  viele 
Glieder  jener  Reihe  Uq  berechnen.  Man  müiste  jetzt,  nachdem  das 
Glied  e^^'^  bestimmt  ist,   statt  u'  die  neue  Unbekannte  u"  durch  die 

Gleichung  «'  =  ^,5"  +  «" 

einfahren;  dann  genügt  u"  der  Gleichung  n^^  Grades: 

^,(«")=/i(eie"+«")=^'a)+^raK+--+^'aK", 

wenn  wieder  allgemein: 

^  CO  -  '^m 

gesetzt  ist;  das  Anfangsglied  62 1'*  von  u!'  kann  somit  aus  dieser 
Gleichung  genau  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher  das  von  u'  bestimmt 
werden. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  eine  Reihe: 

deren  Glieder  durch  ein  wohldefiniertes  Verfahren  beliebig  weit  be- 
rechnet werden  können.  Wir  werden  jetzt  beweisen,  daJjs  diese  Reihe 
nach  steigenden  ganzen  oder  gebrochenen  Potenzen  von  ^  fortschreitet^ 
dafs  sie  in  einer  endlichen  Umgebung  der  NullsteUe  konvergiert^  und 
hier  in  der  That  eine  Wurzel  der  vorgelegten  Gleichung  darstellt. 


Fünfte  Vorlesung. 

Die  Reihen  u^^Ug^ ,  .  .  u^  schreiten  nach  steigenden  Potenzen  des  Linearfaktors 
(z-a)  fort.  —  Der  irreguläre  und  der  reguläre  Teil  der  Reihen  u^.  —  Die 
R  Wurzeln  der  Kongruenz  f{u)  ^0.  —  Die  Reihen  u^  stellen  die  n  Gleichungs- 
wurzebi  in  der  Umgebung  der  Stelle  (z  =  a)  dar.  —  Untere  Grenze  fflr  den  Eon- 

Tergenzbereich  aller  Reihen  u..  —  Anwendungen. 

§1. 

Wir  zeigen  zunächst^  dalis  die  im  vorigen  Abschnitt  bestimmte  Reihe 
*'o  =  ^£'*  + ^iS^  +  •••  ^  ^ö^  That  nach  wachsenden  Potenzen  von  g 
fortschreitet,  daJb  also  stets  ^o  <  ^i  <  ^s  <  -  -  -  ^^^'  ^^  ^^^^  allgemein 
der  Exponent  «^^^  auf  genau  dieselbe  Art  aus  £^  hervorgeht,  wie  £| 

aus  fQ  bestimmt  wurde,  so  braucht  nur  der  Beweis  geführt  zu  werden, 
dais  £j  >  (q  ist  Hierzu  führt  nun  die  folgende  prinzipiell  wichtige 
Überlegung,  mit  deren  Hilfe  nicht  nur  diese  spezielle,  sondern  auch 
alle  anderen  hier  sich  darbietenden  Fragen  über  jene  Reihe  beantwortet 
werden  können,  mit  Ausnahme  der  Frage  nach  ihrer  Konvergenz, 
welche  dann  leicht  auf  die  in  der  dritten  Vorlesung  bewiesenen  Sätze 
reduziert  werden  kann. 

Der    Gleichmafsigkeit   wegen   werde  jetzt   die   auf  S.  49    in   der 

Gleichung  Sq  = eingeführte  Zahl  s  mit  Sq  bezeichnet;  es  sei  also: 


die  Ordnung  des  Anfangsgliedes  unserer  Reihe,  und 

VoCO  =  «*oß*°  + f-  »0 

die  linke  Seite  der  Gleichung  Sq^^  Grades,  deren  Wurzel  der  Anfangs- 
koefiBzient  e^  ist.  Setzt  man  dann  in  f(u)  u  =  ef^'*f  wo  e  eine  Un- 
bestimmte bedeutet,  so  beginnt  die  Entwickelung  von  f{e^°)  nach 
Potenzen  von  g,  wie  wir  sahen,  mit  q>o(e)^f  d.  h.  es  besteht  für  ein 
variables  e  die  Gleichung: 

I)  f{en  =  <Po(e)f  +  to(e,0^% 

wo  in  dem  zweiten  Summanden  alle  übrigen  Glieder  mit  Ausnahme 

des   An&ngsgliedes   zusammengefaiBt   sind,   und   wo   der  Exponent  (T^ 

des  gemeinsamen  Faktors  ^"^  grofser  als  Qq  ist. 
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Setzt  man  non  in  dieser  Identität: 

so  wird  ihre  linke  Seite: 

1')        fie,t  +  u')  =  A(u')  =  ^(g)  +  m>'  +  •••  +  ^(0«'", 

d.  h.  durch  jene  Substitution  geht  die  linke^  also  auch  die  rechte  Seite 

von  (1)  in  die  Gleichung  /i(u')  über,  deren  Wurzel  die  Reihe 

war.  Diese  Gleichung  liefert  daher  auch  eine  direkte  Bestimmung  der 
Ordnungszahlen  p]^,  welche  die  Gleichungskoeffizienten  -4^(0  ^  /i(**') 
besitzen;  entwickelt  man  nämlich  in  der  aus  (1)  und  (1')  folgenden 
Gleichung:  ,.         -  , 

die  rechte  Seite  mit  Hilfe  des  Taylorschen  Satzes  nach  Potenzen  von  ti, 
so  folgt: 

man  erhält  also  durch  Eoeffizientenvergleichung  für  die  (n+1)  Glei- 
chungskoeffizienten Ä'j^ii)  die  folgenden  Entwickelungen  nach  Potenzen 

von  f:  fj,.  __  f,. 

jf  m  ^  g?o--»«o5Pollfe)  ^  rfo-»«o^V_l(5 

*  Kl  fCl 

Da  aber  'qq  >  Qq  war,  so  folgt,  dafs  die  Ordnung  p]^  von  -4]^ (6)  stets 
und  nur  dann  gleich  Qq  —  Jcbq  ist,  wenn  yo^*^(0^0>  ^  entg^^n- 
gesetzten  Falle  aber  sicher  grofser  als  Qq  —  JcSq  ist.  Man  kann  also 
für  jeden  Werth  von  k: 

setzen,  wo  dk  nur  dann  verschwindet,  wenn  9>o^*^(0^0  ^^^7  sonst 
aber  stets  einen  positiven  Wert  hat. 

Der  Anfangskoeffizient  Cq  ist  nun  eine  der  Sq  Wurzeln  der  Glei- 
chung 9>o(^)  ==  ^9  ^^  gleich  die  allgemeinste  Annahme  zu  machen, 
werde  vorausgesetzt,  dafs  Cq  eine  mehrfache,  und  zwar  eine  A^-fache 
Wurzel  derselben,  dafs  also: 

ist,  wo  jetzt  9^0  (^o)  ^  0  ^s^-  Alsdann  verschwinden  bekanntlich  die  l^ 
ersten  Ableitungen: 


,ö 
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füre  =  60,  während  q>^^(e^  sicher  von  Null  verschieden  ist.    Darans 
folgt,  dafis  in  der  obigen  Gleichung  (2)  die  A^  ersten  Zahlen 

sidier  positiv^  dals  dagegen  dx^  sicher  Null  ist,  daJjs  also: 

9x^  =  Po  -  ^0*0 
ist 

Mit   Hilfe   dieses  fundamentalen  Resultates  kann  nun  leicht  be- 
wiesen werden ;  daJb  s^  >  Sq  ist.    In  der  That  war: 

Nun  ist  aber  allgemein  wegen  (2): 
also  ist: 

und  von  jenen  n  Brüchen  ist  mindestens  einer,  nämlich  -^ — -  =  ~ 

positiv,  weil  *o  >  0>  ^Xo  =  Q  ist.    Also  gilt  dasselbe  a  fortiori  von  dem 
grolsten  unter  jenen  Brüchen,  d.  h.  es  ist  sicher: 

und  hiermit  ist  der  angekündigte  Beweis  vollständig  erbracht,  d.  h.  es 
ist  erwiesen,  daCs  die  Reihe  Uq  nach  steigenden  Potenzen  von  g  fort- 
schreitet. 

§2. 

Aus  denselben  Betrachtungen  folgt  aber  jetzt  ein  weit  wichtigeres 
Resultat  für  unsere  Reihe  Uq,  Der  erste  Koeffizient  Cq  war  eine  Aq- fache 
Wurzel  der  ersten  Koeffizientengleichung  (pQ{e)  =  0  vom  Grrade  Sq. 
Ganz  ebenso  ist  die  zweite  Koeffizientengleichung: 

q>,ie)  =  0 

vom  Grade  s^  Wir  fahren  jetzt  den  Nachweis,  dafs  stets  s^  ^  Sq  ist, 
und  zwar  zeigen  wir  gleich  die  Richtigkeit  des  folgenden  sehr  viel 
tiefer  gehenden  Satzes: 
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Der  Grad  s^  der  zweiten  Eoeffizientengleichimg  q>^(e)  =  0 
ist  höchstens  gleich  der  Zahl  A^^  welche  den  Ghrad  der  Viel- 
fachheit  der  Wurzel  e^  in  der  ersten  Eoeffizientengleichung 
angiebt. 

Jener  Gfrad  s^  ist  nämlich  die  gröDste  Zahl  Je,  für  welche  der  Quotient: 

möglichst  grofs  ausfällt.    Hierans  folgt  aber  leicht^  dafs  s^  nicht  gröDser 
als  Aq  sein  kann.     Ist  nämlich  Jc^  Xq,  so  ist: 


^0  ■"  ^*         ^0  ■"  ^i    ^  ^0  ^0  ""  ^, 


<^v^*<;^= 


% 


K  Aq        —    Aq  Aq 

weil  Ä  >  Aq,  dt  ^  0  und  di^  =  0  ist;  es  ist  abo  stets: 

ä'      ä'       **'      a' 

d.  h.^  der  Grad  s^  der  zweiten  Eoefßzientengleichung  mufs   eine   der 
Zahlen  1^  2, . . .  Xq  sein^  was  zu  beweisen  war. 

Sind  jetzt  q>o{f^)  =  Of  fPi{e)  =  0,  q)^(e)  =  0, . . .  die  erste,  zweite), 
dritte, . . .  Eoeffizientengleichung  für  unsere  Reihe,  und  sind  6^,  e^, 
e^, . . .  bzw.  Xq-,  X^'f  X^-tsLche  Wurzeln  jener  Gleichungen  u.s.  w.,  so 
kann  man  ihre  linken  Seiten  folgendermafsen  schreiben: 


wo  allgemein  ^j^(e)  die  Wurzel  c  =  e^  nicht  mehr  enthält.  Sind  end- 
lich ^o;^i^^;---  ^^  Grade  jener  Gleichungen,  so  folgt  aus  dem 
soeben  bewiesenen  Satze,  dals: 

^1  ^  ^0  ^  ^09 

S^  ^  ^  ^  ^1} 


und   es   zeigt   sich   so,  dafs  für  eine  beliebige  (Je  + 1)***  Eoeffizienten- 
gleichung im  allgemeinen: 

^4  +  1  <Sk 

ist;  nur  dann  kann  s^  .  ^  «=  S;^  sein,  wenn  auch  X^  -=  s^  ist,  d.  h.  wenn 
die  nächstvorhergehende  Eoeffizientengleichung: 

ist,    also   nur   die   einzige   Wurzel  e^   besitzt.      Da   somit  die   Gbrade 
$0,  $1, 52,...   der  Eoeffizientengleichungen,  wie  weit  man  auch  gehen 
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mag,  immer  abnehmen,  oder  gleich  bleiben,  so  müssen  von  einem 
gewissen  Gliede  an  alle  folgenden  Gleichungen  von  einem  und  dem- 
selben Chrade  sein.    Es  sei  e^S**  jenes  Glied,  nnd: 


St  =  Sr+l  =  s*+8  =»...=.  s 


; 


d.  h.  s  der  gemeinsame  Grad  aller  jener  Eoef&zientengleichnngen.  Nach 
dem  soeben  bewiesenen  Satze  besitzt  dann  aber  jede  der  folgenden 
Gleichungen  q)^{e)  =  0  nur  je  eine  Wurzel,  d.  h.  es  ist,  wie  weit  man 
auch  in  der  Reihe  Uq  gehen  mag: 

g)t(e)     =(c  — e^y 


Im  folgenden  Paragraphen  wird  bewiesen  werden,  dafs  jene  Glei- 
chungen (1)  stets  linear  werden,  d.  h.  dafs  der  gemeinsame  Exponent  s 
notwendig  gleich  Eins  ist,  falls  nur  die  Gleichungsdiskriminante  DQf) 
nicht  identisch  verschwindet,  falls  also  f(u)  nicht  mit  der  Ableitung 
f{u)  einen  gemeinsamen  Teiler  hat.  Für  die  folgenden  Betrachtungen 
komien  wir  aber  auch  5^1  voraussetzen. 

Auf  das  in  (1)  angegebene  Resultat  gründet  sich  nun  eine  wichtige 

Einteilung  der  ganzen  Reihe  Wo^5'^*^***  ^^^  bezeichnen  nämlich 
das  Aggregat:  o 

der  r  vor  jenem  Elemente  er 5'*  stehenden  Glieder  von  w^  als  den 
irregulären  Teil  von  Uq,  und  die  ganze  übrigbleibende  unendliche 
Reihe 

als  den  regulären  Teil  von  Uq.  Nach  dem  soeben  Bewiesenen  be- 
steht dann  der  irreguläre  Teil  xIq  von  Kq  =  Uq  +  Mq  stets  aus  einer 
endlichen  Anzahl  von  Gliedern. 

Um  nun  die  Fundamentaleigenschaft  des  regulären  Teiles  Üq  zu 

finden,  bilden  wir  die  Gleichung  f(u),  der  Uq  genügt.  Dieselbe  kann 
folgendermalsen  geschrieben  werden: 
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Entwickelt  man  hier  alle  jene  Koeffizienten: 

nach  Potenzen  von  ^,  so  erhalt  man  offenbar  Reihen^  welche  im  all- 
gemeinen nach  gebrochenen  Potenzen  von  ^  fortschreiten,  denn  ihre 
Exponenten  setzen  sich  ganzzahlig  ans  den  Exponenten  Sq,  ^i^  •  •  •  ^«— i 

von  Uq^^  zusammen;  ist  also  a  der  Generalnenner  jener  t  Exponenten  c, 

so  schreiten  die  Entwickelnngen  aller  Koeffizienten  ^(0  i^^ch  ganzen 

Potenzen  von  ^^  fort.  Die  Ordnungszahlen  q^,  Qu  -  -  -  Q^  dieser  Glei- 
chungskoeffizienten A^{t)f  A(0^  -  -  *  ^»dO  ^^^  daher  ebenfEdls  Brüche 
mit  demselben  Nenner;  wir  bezeichnen  sie  durch: 

y  y    .    .    .    j 

a         a  a 

wo  tQ,  t^y . .  .tn  ganze  Zahlen  bedeuten.  Dann  besteht  der  folgende 
wichtige  Satz: 

Die  Exponenten  at,  £«+i>  ^t+i,  •  •  •  des  regulären  Teiles 
der  Reihe  Uq  sind  sämtlich  Brüche,  deren  gemeinsamer  Nenner 
der  Generalnenner  a  der  Exponenten  (jBq,  . . ,  £«— i)  ihres  irr^u- 
laren  Teiles  ist;  die  ganze  Reihe  Uq  schreitet  also  nach  ganzen 

Potenzen  von  f "  fort. 

Wir  brauchen  diesen  Satz  wieder  nur  für  das  erste  Glied  e«^  des 
regulären  Teiles  zu  beweisen,  da  er  für  alle  späteren  in  genau  der- 
selben Weise  folgt.  Nun  ergaben  sich  aber  für  Ct  und  6t  die  Be- 
Stimmungsgleichungen: 

2)  __  _ 


Zunächst  ist  hier  Bx  die  Steigung  der  letzten  Begrenzungssehne  9[«9o 
des  zugehörigen  in  Fig.  6  gezeichneten  Diagramms,  und  nach  dem  firüher 
Bewiesenen  müssen  in  ^(e)  die  Anfangsglieder  von  allen  imd  nur  den 

Koeffizienten  -4^(0,  -^^(J;), ...   auftreten,  für  welche  die  zugehörigen 

Punkte  %Qy  Sil, . . .  auf  und  nicht  über  ?l,Slo  liegen.  Nun  treten  aber 
in  ^(e)  in  (2)  alle  Glieder  mit  von  Null  verschiedenen  Koeffizienten 
auf;  es  liegen  also  alle  Punkte  Sl^,  Stj  .. . .  Ä,-_i  auf  jener  Begrenzungs- 
sehne, und  ihre  Steigung  St  stimmt  also  auch  mit  der  Steigung  i] 
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ersten  Stückes  ^%i  überein;  es  ergiebt  sich  somit  in  diesem  Falle  für 
jene  Steigung  Sx  der  einfachere  Ausdruck: 

Ct  —         z  —        -       f 

1  a 

ik  £«  ist  in  der  That   ein   Bruch   mit   dem   Nenner  a,   was   zu   be- 
weisen war. 

Ersetzen  wir  also  wieder  ^  durch  den  Linearfaktor  e  —  a,  so 
ergiebt  sich  in  jedem  Falle  für  Uq  eine  Reihe  ^  welche  wir  in  etwas 
yeräüderter  Bezeichnung  folgendermalsen  schreiben  können: 

iL  *  +  l  ft+2 

wo  h  wieder  eine  positive'  oder  negative  ganze  Zahl  oder  auch  Null 
sein  kann. 

Aus  der  in  der  dritten  Vorlesung  durchgefiihrten  Untersuchung  des 
sogenannten  regulären  Falles  folgt^  dalüs  für  alle  diejenigen  endlichen 
Punkte  (jß?  =  a),  welche 
nicht  Nullstellen  der  Glei- 


% 


ST. 


Fig.  6 


chnngsdiskriminante   oder 

Pole  der  Gleichungskoefß- 

zienten  sind,  der  Nenner  a 

stets  gleich  Eins  ist,  denn 

fb    alle     diese     Punkte 

schritten  ja  alle  nBeihen  für 

die  Wurzeln  von /*(w,jef)  =  0     

nach  ganzen  Potenzen  von 
(j—  a)  fort.  Für  jene  kri- 
tischen Stellen  können  dagegen  gewisse  von  den  zugehörigen  Reihen 
nach  gebrochenen  Potenzen  von  z  —  a  fortschreiten;  wann  dies  eintritt, 
wird  eine  genauere  Untersuchung  lehren. 

Die  soeben  gefundene  Reihe  (3)  befriedigt  nun  die  Gleichung 
f(Hy  z)  =  0  formal;  setzt  man  sie  nämlich  für  u  in  f(u,  z)  ein,  so 
erhalt  man  ebenfalls  eine  nach  ganzen  Potenzen  von  z  —  a  fort- 
schreitende Reihe,  deren  Zahlkoeffizienten  alle  identisch  verschwinden, 
wenn  man  si«h  die  Reihe  Uq  genügend  weit  berechnet  denkt.  In  der 
That  sei: 

h  A4-1  i 


<' 


e^(''-«y  +  e^+lie-«)  "  +  •■  +  e,(«-ß)" 


das  A^regat  der  (l-\-l)  —  h  ersten  Glieder  jener  Keilie,  dann  ist,  wie 
oben  bemerkt  wurde,  die  Ordnungszahl  von  /"(mW,  e)  gleich  q^'\  und  pW 
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ist  ebenfalls  ein  Bruch  —  mit   dem  Nenner   a.     Bildet  man  nun  in 

a 

dieser  Weise  der  Reihe  nach  die  Ordnungszahlen  q^^\  Q^q'^^\  C>q*"*'*^  •  •  • 
p^'> . . .  von  f(u^^\  z)y  fW'^^\  ^)  •  •  V  80  erhalt  man  eine  Reihe  von 
Brüchen  mit  dem  Nenner  a: 

—  y    ,     >••• 

a  a  a 

und  da  diese  nach  (2^)  auf  S.  55  eine  wachsende  Reihe  bilden,  so  gilt 

dasselbe  auch  von  ihren  ganzzahligen  Zahlern;  die  Ordnungszahlen  — 
von  f(u^S^)  wachsen  ako  mit  zunehmendem  l  über  jedes  Maus  hinauH, 
oder  die  Reihe  Uq  befriedigt  die  Gleichung  f(u,  jer)  =  0  wirklich  formal 

§3. 

Im  vorigen  Abschnitt  ist  bewiesen  worden,  dafs  für  jede  Gleichung 
f{Uf  ig)  =  0  und  eine  beliebige  Stelle  {g  =  a)  mindestens  eine  nach 
Potenzen  von  n  —  a  fortschreitende  Reihe  Wq  existiert,  durch  welche 
sie  formal  befriedigt  wird.  Wir  wollen  jetzt  zuerst  nachweisen,  dals 
die  Anzahl  der  Potenzreihen,  welche  die  gleiche  Eigenschaft  besitzen, 
stets  gleich  n,  d.  h.  gleich  dem  Ghrade  von  f{u,  d)  ist;  erst  dann  können 
wir  den  Beweis  erbringen,  dalüs  jene  n  Reihen  in  einer  endlichen  Um- 
gebung der  Stelle  {z  =  a)  konvergieren  und  hier  die  n  Wurzeln 
der  Gleichung  darstellen. 

Zu  diesem  Zwecke  sprechen  wir  die  Beziehung  der  vorher  gefun- 
denen Reihe  Wq  zu  der  Funktion  f{u,  z)  in  einer  arithmetischen  Form 
aus:  Substituiert  man  für  u  in  die  Funktion  /'(ti,  z)  das  Aggregat 

der  (I?  — /i  +  l)  ersten  Glieder  der  Reihe  Mq,  und  wählt  man  2J  grols 
genug,  so  beginnt  die  Entwickelung  von  /"(wq,  z)  mit  einer  beliebig 
hohen  Potenz  (z  —  a)^  des  zugehörigen  Linearfaktors,  wie  am  Schlüsse 
des  vorigen  Paragraphen  bewiesen  wurde,  d.  h.  es  wird: 


1)  /•K,^)  =  (^-«rG(x^), 


1^ 

a 


WO  G{z)  eine  Reihe  ist,  welche  ebenfalls  nach  Potenzen  von  {z  —  a) 
fortschreitet  und  fär  jßr  =  a  endlich  bleibt;  und  dasselbe  ist  a  fortiori  der 
Fall,  wenn  man  It  noch  weiter  vergrö&ert. 

Wir  wollen  auch  hier,  wie  im  §  2   der  ersten  Vorlesung,  zwei 
Funktionen  F{z)  und  F^{z)  von  z  kongruent  modulo  {z  —  a)^  neniM 


§  8.  Die  n  Wurzeln  der  Kongruenz  f{u)  =  0.  61 

wenn  ihre  Differenz  durch  den  Modul  (z  —  a)*'  teilbar  ist;  wenn  also 
der  Quotient  F(z)-FAz) 

fibr  0  =  a  endlich  bleibt.     Dann  können  wir  die  Gleichung  (1)  in  der 

Form  schreiben: 

f{u,,z)  =  0    (mod  (0~«)'O, 

und;  wir  wollen  sagen^  Uq  ist  eine  Wurzel  der  Kongruenz: 

la)  f{u,d)  =  0    (mod  (0-a)^); 

wir  können  auch  die  beliebig  weit  verlängerte  Reihe  Uq  selbst  an  Stelle 
von  Mj,  nehmen;  dann  ist  diese  fOr  jede  noch  so  hohe  Potenz  {s  —  a)^^ 
als  Modul  eine  Wurzel  jener  Kongruenz.  Wir  wollen  die  in  den 
vorigen  Abschnitten  gefondene  Reihe  u^  im  folgenden  durch  u^  be- 
zeichnen; dann  können  wir  das  bis  jetzt  gefundene  Hauptresultat 
folgendermalsen  aussprechen: 

Jede  Kongruenz  n^^  Gfrades: 

2)  /-(tt,  z)  =  Q    (mod  {z  -  a)*^«) 

fcLr   eine  beliebig  hohe  Potenz  von  0  —  a  als  Modul  besitzt 
mindestens  eine  Kongruenzwuizel: 

00  £ 

welche  man  fär  einen  gegebenen  Exponenten  M^  jedesmal  nur 

bis  zu  einem  Gliede  eg^iz  —  oL)^  zu  bilden  braucht^  um  sicher 
zu  sein,  dab  jenes  Aggregat  die  Kongruenz  befriedigt. 

Der  Beweis  nim,  daJs  jene  Kongruenz  genau  n  Wurzeln  besitzt, 
gründet  sich  auf  den  Hil&satz: 

Ist  u  =  u^  eine  Wurzel  der  Kongruenz  (2),  so  ist  ihre 
linke  Seite  modulo  {z  —  a)^^  durch  den  zugehörigen  Linear- 
fisiktor  teilbar,  d.  h.  es  ist: 

2')  f{u,d)  =  {u-u,)f,{u,z)    (mod(0-a)*.), 

wo  /'j  (tt,  z)  eine  ganze  FnnUdon  vom  (n  —  1)**°  Gh»de  in  u  ist. 

In  der  That,  ist  f(^  dnich  (0  — a)"*  teilbar,  so  ist: 

-  «1) -(«- Ml) /i  (»,«), 
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WO  in  der  That: 

3)  /i  (w,  z)  =.  üA^iz)  ^*  »  B^^r{z)u-'-^  +  . . .  +  j5o(^) 

eine  ganze  Funktion  des  (n  —  1)*®''  Grades  in  u  ist,  deren  Koeffizienten 
Bi{z)  offenbar  Potenzreihen  sind,  welche  nach  ganzen  Potenzen  von 

{z—ol)^  fortschreiten. 

Auch  fOr  diese  Funktion  f^  {u,  z)  kann  man  nun  durch  unsere 
Methode  eine  Reihe  ti^  bestimmen,  welche  nach  ganzen  oder  gebrochenen 
Potenzen  von  (z  —  a)  fortschreitet  und  die  Gleichung  /^  (u,  z)  ^0 
formal  befriedigt,  denn  hierzu  ist  ja  die  Bedingung  notwendig  und 
hinreichend,  dafs  die  Koeffizienten  Bi(e)  nach  Potenzen  von  (z  —  a) 
entwickelbar  sind.  Nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  ergiebt  sich  so 
für  ihre  linke  Seite  fi{u,z)  die  folgende  Kongruenz: 

/i(w,^)  =  (w-Wa)^(w,xr)     (mod  (0-aY-), 

wo  ^2  (w,  z)  eine  ganze  Funktion  (n  —  2)*®°  Grades  und  Jf,  wiederum 
einen  Exponenten  bedeutet,  der  beliebig  grofs  angenommen  werden 
kann,  wenn  nur  die  Reihe  ti^  genügend  weit  berechnet  wird.  Diese 
Kongruenz  vertritt  aber  eine  Gleichung  von  der  Form: 

A («*,  ^)  =  (^-'^)fi  K  ^)  +  (^-a)^*  G^2  K  z). 
Setzt  man  diesen  Wert  von  fj^  (u,  z)  in  (3)  ein,  so  folgt: 

f{u,z)  =  {u—u^){u—u^)f2{u,z)+{u—u^)(z—ay^Gi(u,z)  {mod {z —0)^1). 

Wählt  man  endlich  die  ganz  beliebige  Zahl  M2  so  grofs,  dafs  hier  das 
zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  durch  (z  —  a)^*  teilbar  ist,  so  ergiebt 
sich  endlich  die  Kongruenz: 

f(Uy  z)  =  {u  —  Wj)  (u  —  ti^)  /g  (u,  z)     (mod  (z  —  a)^»)- 

In  derselben  Weise  kann  man  weiter  schliefsen:  man  bestimme  jetzt 
eine  Wurzel  Wj  von  ^  (w, ;?)  =  0  u.  s.  w.,  und  gelangt  so  zuletzt  zu  der 
für  eine  beliebig  hohe  Potenz  (z  —  a)^  und  für  ein  variables  u  gültigen 
Kongruenz: 

4)  f{u,  £?)  =  -4  (w  —  Ml)  (m  —  Wg)  . .  .  (w  —  Un)    (mod  {z  —  a)^), 

wo  A  eine  ganze  Funktion  nullten  Grades  in  te,  d.  h.  eine  Funktion 
von  z  allein  ist,  welche  sich  durch  Koeffizientenvergleichung  gleich 
dem  Koeffizienten  An{z)  von  w"  in  f(Uf  z)  ergiebt. 

Aus  dieser  Kongruenz  folgt  zunächst,  dafs  z.  B.  Uj  nicht  blofs 
eine  Kongruenzwurzel  der  abgeleiteten  Funktion  /i  (w,  z),  sondern  auch 
eine  solche  von  f(u,  z)  selbst  ist,  denn  für  u  =  ^i^  ^^d  die  rechte 
Seite  von  (4),  also  auch  ihre  linke  durch  (;8f  — a)^  teilbar,  und  ganz 
ebenso  folgt,  dafs  alle  n  Reihen  Wj,  Wg, . . .  m„  Wurzeln  der  Kongruenz  (2) 
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sini  Ebenso  leicht  erkennt  man  aber  aus  (4),  daJs  keine  andere 
Potenzreibe  u^+i  eine  Wurzel  der  Kongruenz  (2)  sein  kann.  Sub- 
stituiert man  namlicb  u^Ut,^i  in  (4);  so  müiste: 

/•(«B,  e)  =  Än(un+i  —  tti)  (Um+1  —  ti^)  •  -  •  (w«+i  —  tt*)  EEE  0    mod  (is  —  a)^ 

sein,  und  zwar  fOr  eine  beliebig  hohe  Potenz  von  z  —  a,  wenn  man 
jene  (n  +  1)  Reihen  tii^  u^;  •  •  •  ^+i  genügend  weit  verlängert  denkt. 
Aber  jenes  Produkt  von  (n  + 1)  Faktoren  kann  nur  dann  durch  eine 
beliebig  hohe  Potenz  von  z  —  a  teilbar  sein^  wenn  mindestens  einer 
seiner  Faktoren  eine  beliebig  hohe  Potenz  dieses  Linearfaktors  enthalt^ 
and  dies  ist  wiederum  nur  dann  der  Fall,  wenn  entweder  An{z)  =  0 
ist^  oder  wenn  Um+i  einer  der  n  Reihen  ti^, , ,  .Un  gleich  ist.  Also 
ergiebt  sich  der  Satz: 

Jede  Funktion  n*®°  Grades  f(u,  z)  besitzt  fttr  eine  beliebig 
hohe  Potenz  {z  —  a)^  als  Modul  stets  genau  n  Kongruenz- 
wurzeln: 

welche   samtlich  in  Potenzreihen  entwickelt   werden  können^ 
die  nach  ganzzahligen  Potenzen  bzw.  von: 

L  L  Jl 

fortschreiten,  und  es  besteht  alsdann  für  variable  Werte  von  u 
und  z  die  Kongruenz: 

f{u,z)^An{z){u-u^),.  .{u  —  u^     (mod  (^  — a)^). 
Es  sei  nun  u^  eine  jener  n  Kongruenzwurzeln,  welche  nach  ganzen 

Potenzen  von  {z  —  aY  fortschreiten  möge.    Dann  besteht  die  identische 
Gleichung: 

ö)  f{u,,z)-{z^ayG\{z^ay)  =  0, 

wo  M  eine  beliebig  grolse  Zahl  und  6r  \(jef  — «)"/  nach  positiven 
Potenzen  von  {z  —  a)  fortschreitet,  und  welche  besagt,  dafs  f{u^,  z) 
mindestens  durch  {z  —  a)^  teilbar  ist.  Denkt  man  sich  auf  der  linken 
Seite  dieser  identischen  Gleichung  die  mit 

JL  1.  q— 1 

1,     (0-a)%     (Ä-a)-,. ..(;?-«)« 

multiplizierten  Glieder  zusammengefafst,  so  erhält  man  eine  neue 
identische  Gleichung: 
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5a)  StoW  +  Sli(^)(^~«r  +  ---  +  Sla-i(^)(^-a)"    =0, 

wo  die  Koeffizienten  Potenzreihen  sind^  welche  nach  ganzen  Potenzen 
von  (jsr  —  a)  fortschreiten.  Aber  diese  zweite  Gleichung  kann  nur 
identisch  erfüllt  werden  ^  wenn  die  a  Reihen  %kif^)  ebenfalls 
identisch  verschwinden;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  nnd  ist 
%hQs)  in  der  Iteihe  der  Funktionen  %(z),  %^(z),  . .  .  «a-iC^)  die 
erste^  deren  Ordnungszahl  Xk  möglichst  klein  ist,  so  beginnt  die  Ent- 

Wickelung  der   linken  Seite   mit  der  Potenz  (je?  — «)*     <»,  und  dieses 

Glied  kann  sich  weder   gegen  ein  früheres  noch  gegen  ein  spateres 

fortheben. 

Ersetzt  man  aber  auf  der  linken  Seite  der  ursprünglichen  Glei- 

—  i 

chung  (5  a)  (jg  —  ay  durch  den  konjugierten  Wert  o(j?  — «)**,  wo 

2«» 

■  Ä 

G)  =  e  "  (Ä  =  l,2,...a-1) 

eine  der  a^^  Wurzehi  der  Einheit  ist,  und  ordnet  wieder  in  derselben 
Weise,  wie  vorher,  so  geht  diese  linke  Seite  über  in: 

und  auch  diese  verschwindet,  da  die  a  Koeffizienten  ^h(/)f  wie   oben 

bewiesen,  identisch  Null  sind.     Also  bleibt  die   obige  Gleichung  be- 

i_ 

stehen,  wenn  man  statt  der  Wurzel  (je?  — a)"   alle  ihre  a  konjugierten 

1^ 

Werte  setzt,  welche  sich  von  (js  —  aY  durch  die  a^^  Wurzeln  der 
Einheit  unterscheiden.  Durch  diese  Substitution  erhält  man  aber  aus 
der  Reihe  m^  genau  a  konjugierte  Reihen  u^,  ti^, . .  .Ua,  und  aus  den  a 
durch  dieselbe  Substitution  aus  (5)  folgenden  Gleichungen: 

f(u,,z)  -  (^-ao)^(?U(^-a)V  =0 

geht  hervor,  dafs  diese  a  konjugierten  Reihen  sämtlich  ebenfalls 
Wurzeln  der  vorgelegten  Kongruenz,  also  unter  den  n  Kongruenz- 
wurzehi  enthalten  sind.  Andererseits  sind  sie  aber  auch  offenbar 
sämtlich  voneinander  verschieden.     Zu  jeder  Reihe   u^,   welche   nach 

ganzen  Potenzen  von  (je?  — «)"  fortschreitet,  gehört  also  stets  ein 
Gyklus    von    a    konjugierten    Reihen    u^,  ^,  ...Ua;    welche    aus    W| 
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dadurch  hervorgehen,  dafisi  man  (jer  —  a)'    durch  seine  a  konjugierten 
Werte  ersetzt. 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  wieder  mit  dem  Koeffizienten 
An{2)  von  M"  durchdividieren,  sodals  derselbe  gleich  Eins  wird.  Aus 
der  dann  sich  ergebenden  Kongruenz: 

t«»  +  a,-i(5)M"-i  +  •  •  •  +  «oC^)  =  (w  -  Wi)  (w  — Wa)  .  .  .  (f*  -  Un) 

(mod  (jsr  — a)^) 

folgen  dann  durch  Koefazientenvergleichung  genau   wie  im  §  1   der 
dritten  Vorlesung  die  n  Kongruenzen: 


tiiti8...u„i:£(— l)''ao(if), 


mod  (ß  —  ay 


d.L  die  elementaren  symmetrischen  Funktionen  jener  n  Kongruenz- 
wurzeln  sind  den  Gleichungskoeffizienten  mit  abwechselnden  Vorzeichen 
kongruent,  und  femer  folgt  genau  wie  a.  a.  0.  der  allgemeinere  Satz, 
dafis  jede  symmetrische  Funktion  jener  n  Kongruenzwurzeln  einer  be- 
stimmten rationalen  Funktion  von  ß  kongruent  wird  fOr  eine  beliebig 
hohe  Potenz  von  j?  —  a  als  Modul,  wenn  nur  jene  Reihen  Uk  genügend 
weit  verlängert  werden;  und  zwar  ist  jene  symmetrische  Funktion  der 
n  Kongruenz  wurzeln  derjenigen  rationalen  Funktion  von  e  kongruent, 
der  die  entsprechende  symmetrische  Funktion  der  Gleichungswurzeln 
gleich  ist.  Ist  speziell  D(/)  wieder  die  Gleichungsdiskriminante,  so 
ist  also: 

JJf  W  =  JJK  -  w*)  -  -D(-sr)     (mod  (z^a^). 

Aus  diesen  Thatsachen  ziehen  wir  zumchst  die  Folgerung,  dafs 
die  n  Reihen  u^,  Ug, . . .  u»  sicher  von  einander  verschieden  sind,  wenn 
nur  die  Gleichungsdiskriminante  D(z)  nicht  identisch  verschwindet. 
Wären  nämlich  zwei  von  jenen  Reihen  identisch,  so  wäre  ja  das 
Differenzenprodukt  jener  n  Reihen: 

D  (Mi,  tl,  ,  .  .  .  Un)  =YJi^0  -  «*) 

0^k 

identisch   Null;    nach    dem   soeben   bewiesenen   Satze    ist    aber    diese 
symmetrische  Funktion  von  u^,  u^, . .  »Un  für  eine  beliebig  hohe  Potenz 

Htntel  Q.  L»ndtberg,  Algebralsohe  FunktioBen  etc.  & 
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(js  —  a)^  der  Diskriminaiite  D{fs)  der  Gleichung  f{Uy  £r)  =  0  kongment^ 
welche  wir  auf  S.  26  betrachtet  haben.  Also  müCste  diese  letsstere 
Funktion  fär  jede  noch  so  hohe  Potenz  {z  —  a)^  der  Kongruenz  genügen: 

D{ßi)  =  0    (mod  (^-a)'0, 
was  offenbar  nur  dann  möglich  ist;  wenn  D(0)  =  0  ist,  und  'damit  ist 
unsere  Behauptung  bewiesen. 

Femer  wollen  wir  aus  diesem  Satze  ein  bereits  vorher  auf  S.  57 
angekündigtes  wichtiges  Resultat  ableiten.    Ist  wieder  g  =  ^er  —  a  imd 

die  Potenzreihe  für  eine  der  n  Wurzeln,  so  genügte  jeder  Koeffizient  et 
einer  Gleichung  g)^(e)  =  0;  die  Grade  dieser  Gleichungen  bildeten  eine 

abnehmende  Reihe,  und  von  einem  Gliede  Ct^*  an  sind  alle  folgenden 
Gleichungen  q>t{e)  =  0,  g)tJ^i(e)  =  0, . . .  von  gleichem  Grade  s,  und 
jede  ist  die  s^  Potenz  eines  Linear&ktors. 

Wir  zeigen  jetzt,  daJjs,  falls  die  Gleichung  f(u)  =  0  nicht  überall 
gleiche  Wurzeln  hat,  falls  ako  ihre  Diskriminante  nicht  identisch  ver- 
schwindet, stets  5  =  1  ist,  daJjs  also  alle  regulären  Koeffizienten  e«, . . . 
einfach  durch  lineare  Gleichungen  bestimmt  werden.    Ist  luLmlich: 

das  Aggregat  der  (r  —  h  +  1)  An&ngsglieder  von  ti^,  imd  wird  r  so  grols 
gewählt,  daJjs  f(u^\  ß)  bereits  eine  sehr  hohe  Ordnung  hat,  so  würd: 

xmd  ttj  ist  eine  Wurzel  der  Gleichung  n*®^  Grades: 


der  Exponent  £r+i  des  folgenden  Gliedes  ist  dann  durch  die  Gleichung 
bestimmt:  _     _     _    —  _    _ 

wenn  p^,  pi, . . .  Qn  die  Ordnungszahlen  von  f{u[^^),  f  (wf'))  . . .  /'^"^(uj*')) 
bedeuten.  Nun  kann  die  Ordnungszahl  q^  von  f{yl{^)  beliebig  grols 
gemacht  werden,  wenn  nur  r  genügend  grols  gewählt  wird;  dagegen 
bleibt  die  Ordnungszahl  "q^  von  f'(u^^)  unterhalb  einer  endlichen 
Grenze,  wie  grofs  auch  r  angenommen  ist,  denn  sonst  wäre  ja 
f  (tii)  selbst  von  beliebig  hoher  Ordnung,  und  das  Gleiche  wäre  für 
das  Produkt: 
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der  Fall^  wahrend  die  DisknmiBante  D(£r)  in  Bezug  auf  jede  Stelle 
Ton  bestinmiter  endliclier  Ordnung  ist^  es  sei  denn^  dafs  sie  identisch 
Terschwindet^  eine  Möglichkeit;  die  wir  oben  ausgeschlossen  haben. 
Ebenso  bleiben  die  Ordnungszahlen  ^2^  ^s;  •  •  •  ^n  offenbar  stets  ober- 
halb eiüer  endlichen  unteren  Ghrenze  Qj  sodass  für  i  =  2^  3; . . .  n 

Po  ~  9i  ^  Po  — P 


2 
ist  Wählt  man  also  nnr  r  so  groüs;  dals  Q(i>^Q\^  Q  wird;  so  ist  sicher 

?il!i  >  ^^"^  >  ^^7^'    d.  h.  es  ist  in  der  That  f^+i  «  ft,  -  9^  ™d 

5»1;  was  zu  beweisen  war. 

Wir  ziehen  aus  diesem  Resultat  noch  eine  Folgerung;  mit 
deren  Hilfe  wir  die  sämtlichen  regulären  Glieder  einer  Wurzel 
durch  ein  sehr  einfaches  rekurrierendes  Verfahren  finden  können.  Ist 
nämlich  ^+i(^  — «)*''+ ^  ein  beliebiges  Glied  des  regulären  Teiles  einer 
Wurzel;  und 

das  Aggregat  aller  yorhergehenden  Glieder ;  und  ist: 

80  wird  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  £r+i=  9o  ""  Pi;    während 
sich  der  Koeffizient  6r+i  &^^  der  linearen  Gleichung 

bestimmi    Also  ergiebt  sich  der  Satz: 

Ist  er+i(jef  — «)*'■+ ^  ein  reguläres  Glied  von  einer  der 
n  Wurzeln  der  Kongruenz  f{uy  z)~-0  und  u^''^  das  Aggregat 
aller  vorhergehenden  Glieder;  so  ist  dasselbe  gleich  dem 
Anfangsgliede  der  Entwickelung  von: 

_fm_ 

nach  Potenzen  von  {z  —  a). 

Dieser  Satz  liefert  ein  sehr  expedites  Verfahren  zur  Bestimmung 
jener  Reihen;  um  so  mehr;  als  von  einer  leicht  bestimmbaren  unteren 
Grenze  fOr  «r+i  an  das  Anfangsglied  von  /*'  (m^'"^)  ungeändert  bleibt, 
wie  weit  man  auch  in  der  Reihe  fortgehen  möge.     Dann  braucht  also 

jenes   Anfiongsglied  a^iz  —  af^   nur   ein   für   alle   Male    berechnet    zu 
werden;  und  man  findet  jedes  folgende  Glied  einfach  dadurch;  dafs  man 

—  f(u^^^)  stets  durch  dasselbe  Glied  a^iz  —  af^  dividiert. 

6* 
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§4. 

Es  soll  jetzt  bewiesen  werden^  dafs  die  n  Reihen  u^,  a^, , .  .Un, 
welche  die  Gleichung  f(uy  g)  =  0  formal  befriedigen^  samtlich  inner- 
halb einer  endlichen  Umgebung  der  betrachteten  Stelle  (js  =  a)  konver- 
gieren und  dort  die  n  Gleichungswurzeln  darstellen«  Diesen  an  sich 
schwierigen  Beweis  können  wir  nim  fast  vollständig  auf  den  bereits  im 
§  3  der  dritten  Vorlesung  gefOhrten  Beweis  fCLr  den  regulären  Fall 
reduzieren^  weil  uns  die  soeben  durchgeführten  Untersuchungen  nicht 
nur  die  eine  Wurzel  u^,  sondern  alle  n  Eongruenzwurzeln  modulo 
(j^  — a)^  ergeben  haben. 

Die  Reihen  u^,  ü^,  , , .  tin  schreiten  alle  nach  ganzen  oder  ge- 
brochenen Potenzen  von  z  —  a  fort.  Es  sei  a*  der  Generalnenner  aller 
in  diesen  Reihen  auftretenden  gebrochenen  Exponenten.  Setzen  wir 
dann:  ^ 

SO  entspricht  der  Umgebung  der  Stelle  (z  =^  a)  die  Umgebung  der  Null- 
stelle fiir  die  neue  Variable  g;  und  fi^;  ti^^ . . .  ti»  gehen  in  Potenzreihen 
über^  welche  nach  ganzen  Potenzen  von  g  fortschreiten  und  jetzt 
folgendermalsen  geschrieben  sein  mögen: 

Es  soll  dann  allgemein  r«-  die  Ordnung  oder  die  Ordnungszahl  der 
Wurzel  Ui  genannt  werden. 

Wir  brauchen  den  angekündigten  Beweis  nur  für  irgend  eine  jener 
n  Reihen  zu  führen;  es  sei  die  Bezeichnung  von  vomherein  so  gewählt^ 
dals  u^  diejenige  Reihe  ist^  deren  Konvergenz  bewiesen  werden  solL 

Wir  werden  zeigen^  dafs  diese  allgemeine  Aufgabe  auf  den  Eon- 
vergenzbeweis  für  den  regulären  Fall  vollständig  reduziert  werden  kann, 
wenn  man  voraussetzen  darf,  daJB  die  Ordnungszahl  r^  der  zu  unter- 
suchenden Reihe  u^  positiv  ist;  während  die  Ordnungszahlen  r^,  ^s^  •  •  •  ^m 
sämtlich  negativ  oder  höchstens  Null  sind.  Offenbar  ist  diese  Voraus- 
setzung im  allgemeinen  nicht  erfüllt;  aber  man  kann  die  vorgelegte 
Gleichung  durch  eine  sehr  einfache  Transformation  so  umformen,  daüs 
ihre  Wurzehi  die  verengte  Eigenschaft  erhalten. 

Es  sei  nämlich  jene  Voraussetzung  nicht  erfüllt;  und  es  möge: 

2)  u,  =  e'^X'+-  +  e'^'^  +  ^U+'  +  - 

die  Entwickelung  der  zu  untersuchenden  Wurzel  t^  bedeuten;  wir  be- 
trachten dann  das  Aggregat: 
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der  (5  + 1)  --  r^  ersten  Glieder  von  w^,  und  wählen  8  beliebig,  jeden- 
Ms    aber    so    grols,    daJjsi    die    Aggregate    der    An&ngsglieder    von 

tt,,  ti), .  • .  ti»  bis  zn  derselben  Potenz  ^  hin  alle  Yon  u^^^  verschieden  sind. 

Dieser  Bedingung  kann  stets  genügt  werden,  da,  wie  oben  bewiesen 
wurde,  die  n  Reihen  Ui  samtlich  von  einander  verschieden  sind. 

Jetzt  führen  wir  in  der  ursprünglichen  Gleichung  f(u, ;?)  =  0  an 
SteUe  von  u  die  neue  Variable: 

0)  U=  TT"}  W  =  Ml    +  g   U 

ein;  dieselbe  genügt  dann  offenbar  der  algebraischen  Gleichung: 

f{ü) = /•«) + r«) = /•«)) + f  «))  r « + •  •  • + ^^^^  r  • «" 

=  Ä(Ö  +  ÄCÖ«  +  •  •  •  +  Ä(Ö«"  =  0, 

imd  für  ihre   n  Eongraenzwnrzeln   Wj,  w,, . . .  u«   fo^en  aas  (3)   un- 
mittelbar die  Werte: 


«.-«W 


Also  erhalt  man  aus  (2)  speziell  für  die  erste  Wurzel  t^  die  Gleichung: 

Wi  =  ^^^-^  =  eilig +  ci4-2f «  +  .-.; 

Uj  ist  also  von  positiver  Ordnung,  und  zwar  ist  diese  Wurzel,  abgesehen 
von  dem  Faktor  g',  gleich  der  zu  untersuchenden  Reihe  u^  nach  Weg- 
lassmig  ihrer  (s  +  1)  —  r^  AnfiEUigsglieder.  Von  den  übrigen  Wurzeln 
ttj,  Mj, . . .  M„  ist  aber  keine  einzige  von  positiver  Ordnung,  denn 
wäre  dies  etwa  für:  .q. 

der  Fall,  so  müfiste  ja  w,  —  wf^^  mindestens  durch  g*"^^  teilbar  sein, 
d.  h.  es  wäre  u!^^  auch  das  Aggregat  der  Anfangsglieder  von  t^,  was 
doch  nach  der  oben  gemachten  Voraussetzung  nicht  der  Fall  ist. 

Ersetzt  man  also   die  ursprüngliche  Gleichung  /*(w,  5")  =  0  durch 

die  transformierte  /  (ti,  g)  =  0,  so  besitzt  diese  die  Eigenschaft,  dafs 
eine  und  nur  eine  ihrer  Wurzeln  ü^  von  positiver  Ordnung  ist;  hat 
man  aber  bewiesen,  dafs  diese  Reihe  ü^  in  endlicher  Umgebung  der 
Nullstelle  konvergiert,  so  gilt  dasselbe  auch  von  der  ursprünglich 
zu  untersuchenden  Reihe 

da  sie  sich  von  jener  nur  um  die  Summe  u^^  einer  endlichen  Anzahl 
von    Gliedern   4^^g*  unterscheidet.     Auch   hier    haben   wir   aber,    wie 
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nochmals  ausdrücklicli  herrorgehoben  werden  mag,  den  Nullpunkt 
selbst  nicht  der  Umgebung  der  Stelle  (S  =  0)  hinzuzurechnen;  fidls 
nämlich  das  Aggregat  uf^^  der  Anfangsglieder  mit  negativen  Potenzen 
von  ^  beginnt;  so  wird  die  Reihe  u^  im  Nullpunkte  selbst  unendlich^ 
konvergiert  aber  f^  jeden  noch  so  benachbarten  Punkt  seiner  Um- 
gebung. 

Wir  können  und  wollen  daher  jetzt  voraussetzen,  dafis  schon  in 
der  ursprünglichen  Gleichung  die  zu  untersuchende  Wurzel  ti^  die 
einzige  von  positiver  Ordnung  ist;  dafs  also  die  n  Wurzeln  folgender- 
mafsen  geschrieben  werden  können: 

wo  allgemein  JP<(f)  eine  Einheitsfunktion  für  die  Stelle  (5  =  0),  d.L 
eine  Potenzreihe  von  der  Ordnung  Null,  und  wo  Pi  =  ri  eine  positive 
ganze  Zahl  ist,  während  —  Q^,  —  p,, . . .  —  Qn  negative  ganze  Zahlen 
oder  Null  bedeuten. 

Es  sei  jetzt: 

5)  f(u,  g)  =  A,(0  +  Ä,{t)u  +  --'  +  ^»a)ti"  =  0 

die  zu  untersuchende  Gleichung,  und  zwar  mögen  die  Koeffizienten  Äi{i) 
bereits  nach  Potenzen  von  g  entwickelt,  und  die  gröfste  in  allen  ent- 
haltene Potenz  von  g  durch  Division  beseitigt  sein,  so  dafs  keine  jener 
(n  + 1)  Potenzreihen  von  negativer  Ordnung,  und  mindestens  eine  unter 
ihnen  von  der  Ordnung  Null  ist.  Dann  lehrt  schon  die  einfache  Betrach- 
tung des  zugehörigen  Diagramms  in  Fig.  7,  dafs  ihr  erster  Koeffizient  ^(() 
mindestens  mit  der  ersten,  der  zweite  Ä^(X)  aber  genau  mit  der  nullten 
Potenz  von  g  beginnt.  In  der  That  liegt  nach  der  soeben  gemachten 
Annahme  keiner  der  (n  +  1)  Punkte' 9^  unter  der  Horizontalachse,  weil 
der  bzw.  die  tiefstliegenden  unter  ihnen  sich  auf  jener  Achse  befinden. 

Da    femer    diese 
Kongruenz      nur 

eine  einzige 
Wurzel  von  posi- 
5j  ^^  /  tiver  Ordnung  hat, 


% 


^s 


n. 


während  die  Ord- 
nungszahl aller 
übrigen  negativ 
oder  Null  ist,  so 
folgt,  dals  nur  die 

letzte  Begrenzungssehne,  nämlich  %i%q  positive  Steigung  hat,  während 
alle  übrigen  Sehnen  des  Begrenzungspoljgons  negative  Steigung  besitzen, 
oder  horizontal  verlaufen.     Zieht  man  also  durch  %^  eine  Horizontale, 


Fig.  7. 
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80  mÜBBen  alle  übrigen  Punkte  ^, . .  ,^n  a^  oder  über  ihr  liegen, 
iL  8^  ist  der  tie&tliegende  oder  einer  der  tiefistliegenden  Punkte  des 
Diagramms,  und  mols  daher  anf  der  Horizontalachse  liegen,  es  ist 
daher  in  der  That  g^  ^  0,Qi  =  0,  während  alle  folgenden  Ordnungszahlen 
^0  dnd. 

Ohne  Benutzung  des  Diagramms  beweist  man  denselben  Satz  ein- 
bch  so:  Da  die  zu  untersuchende  Kongruenz  die  n  Wurzeln  (4)  hat, 
so  besteht  für  eine  beliebig  hohe  Potenz  g^  als  Modul  die  Zerlegung: 

f{z)  =  Mi)  (^  -  S^-^i)  (^  -  r ^-Ei)  , . .  (ti  -  r'^'E.)     (mod  g^) ; 

die  Ordnung  des  Faktors  An(J^)  ist  dadurch  eindeutig  bestimmt,  dals 
nach  Ausführung  der  Multiplikation  alle  Koeffizienten  von  nicht  nega- 
tiver Ordnung  in  ^  sind,  und  mindestens  einer  von  ihnen  die  Ordnung 
Null  hat.     Dieser  Bedingung  wird  dann  und  nur  dann  genügt,   wenn 

gesetzt  wird,  denn  dann  ergiebt  sich: 

f{u,  0  =  -Ei  («  -  S^'-Bi)  («5**  -  E,)  . . .  (ut"' -  En)    (mod  t" ) • 

In  dem  entwickelten  Produkte  sind  dann  nämlich  alle  Koeffizienten 
Ton  nicht  negativer  Ordnung,  und  das  von  u  freie  Glied  wird 

±  5^  EqE^E^  . . .  En, 

ist  also  Yon  positiver   Ordnung,  während  sich  der  Koeffizient  von  u 
f8r  ( =  0  offenbar  auf 

T  EqE^E^  . . .  En 

reduziert,  also  in  der  That  von  der  nullten  Ordnung  ist,  und  hiermit 
ist  die  aufgestellte  Behauptung  vollständig  bewiesen. 

Denken  wir  uns  also  jetzt  die  Gleichung  (5)  nach  Potenzen  von  u 
und  i  geordnet,  so  erhält  man  ein  Aggregat  aus  einer  endlichen  Au  zahl 
von  GUeden»,  welches  folgendermafsen  geschrieben  werden  kann: 

«lo5  +  %«  +^0.*g'M*  =  0, 
•  +  ib  =  2, 8, . . . 

wo  der  Koeffizient  a^^  von  u,  —  das  Anfangsglied  der  Entwickelung  von 
JLj(g)  —  sicher  von  Null  verschieden  ist,  und  ein  konstantes  Glied  a^Q 
gar  nicht  auftritt,  da  Äq{Q  von  positiver  Ordnung  in  g  ist.  Durch 
Auflösung  dieser  Gleichung  nach  u  erhält  man  also  eine  Gleichung: 

I  -|-  i  «B  2,  S, .  . . 
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in  welcher 


«iL    • 


9hi  ===  —  -- 


«Ol 


zn  setzen  ist^  und  welche  YoUstandig  mit  der  auf  S.  31  in  Nr.  7  an- 
gegebenen fOr  den  regulären  Fall  übereinfitimmt.  Es  gelten  somit  auch 
alle  Folgerungen^  welche  wir  damals  aus  ihr  gezogen  hatten.  Wir  zeigten 
dort;  dals  diese  Gleichung  stets  eine  und  auch  nur  eine  Losung: 

von  positiver  Ordnung  besitzt;  und  dafs  diese  stets  innerhalb  eines 
endlichen  Bereiches  konvergiert,  welcher  von  der  absoluten  Grofse  der 
Koeffizienten  g^i  abhängt.  Ist  nämlich  g  nicht  kleiner  als  der  Maximal- 
wert der  absoluten  Beträge  aller  (^r^o  ^^  ^^^  ^^^  Radius  des  Konvergenz- 

kreises  mindestens  gleich 

1 

liegt  also  stets  oberhalb  einer  endlichen  angebbaren  (Frenze. 

Hieraus  folgt  also,  daCs  die  Reihe  u^  und  ebenso  auch  die  übrigen 
Reihen  u^y  t«,; . .  .  ti«  sämtlich  innerhalb  einer  endlichen  Umgebung 
der  Stelle  {z «  a)  konvergieren.  Substituiert  man  aber  irgend  eine 
dieser  konvergenten  Reihen  u,-  für  u  in  die  ganze  rationale  Funk- 
tion f{uj  z)y  so  ergiebt  sich  wieder  eine  für  denselben  Bereich 
konvergente  Reihe,  welche  nach  Potenzen  von  z  ^  a  fortschreitet, 
und  deren  Koeffizienten  alle  identisch  verschwinden,  weil  jene  Reihe 
die  Gleichung  /*(««,  z)  =  0  formal  befriedigt.  Also  verschwindet  /"(w/,  z) 
für  jenen  Bereich  ebenfaUs  identisch,  d.  h.  Ui  stellt  für  jenen  Bereich 
eine  der  n  Wurzeln  der  Gleichung  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  dar, 
und  dasselbe  gilt  für  alle  jene  n  Reihen. 

Ist  jß  der  Radius  desjenigen  endlichen  Kreises,  innerhalb  dessen 
alle  jene  n  Reihen  ti^,  u^y .  .  .  Un  konvergieren,  so  besteht  für  diesen 
die  Gleichung: 

6)  f{Uy  z)  =  Aa{z)  (u  —  Ml)  (U  —  Ui)...{u  —  Un)] 

denn  die  Differenz  der  linken  und  rechten  Seite  ist  eine  ganze  Funk- 
tion von  u,  deren  Koeffizienten  konvergente  Reihen  sind,  welche  nach 
Potenzen  von  z  —  a  fortschreiten  und  deren  Koeffizienten  sämtlich 
identisch  verschwinden,  weil  für  eine  beliebig  hohe  Potenz  (js  —  a)^ 
als  Modul  die  Kongruenz: 

f(u,  z)  —  Än(z)  (w  —  Wi)  . . .  (m  —  Un)  ~  0     (mod  (z  —  a)^) 

besteht.  Also  besteht  die  Gleichung  (6)  für  jene  ganze  Umgebung 
der  Stelle  (^  »  a),  und  aus  ihr  folgt,  dafs  für  einen  beliebigen  Punkt 
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[1  =  ^0)  jöner  ümgebimg  die  Werte  Ui{g^y  welche  diese  Reihen  fiir  e^z^ 
amiehinen^  die  n  Wurzeln  sind,  welche  die  Gleichung  f{uy  z^)  =  0  in 
jenem  Punkte  besitzt 

Genau  ebenso  folgte  daüs  jede  symmetrische  Funktion 

jener  n  Potenzreihen  innerhalb  ihres  gemeinsamen  Eonvergenzbereiches 
gleich  der  betreffenden  rationalen  Funktion  von  z  ist. 

Wir  hatten  nun  im  §  4  der  dritten  Vorlesung  gezeigt^  dals  der 
Eonvergenzradius  für  alle  n  Reihen  u^,  u^, , .  >u^  in  der  Umgebung 
jeder  Stelle  p  des  regulären  Gebietes  fi  Yon  unserer  Kugelfläche  ^ 
oberhalb  einer  und  derselben  positiven  Gröfse  Qq  liegte  also  niemals 

unendlich  klein  werden  kann.  Dieses  Gebiet  ^  umfafste  alle  Punkte 
der  Kugelfläche  Ä  mit  Ausnahme  von  (Ä  + 1)  beUebig  klein  anzu- 
nehmenden  Kreisen,  welche  mit  den  (h  +  1)  kritischen  Punkten 

®i, . . .  S3a,    83« 

als  Mittelpunkten  auf  ^  beschrieben  waren.    Die  jetzt  durchgeführte 

Untersuchung  hat  gezeigt,  dals  der  obige  Satz  richtig  bleibt,  wenn  wir 

anch  jene  kritischen  Punkte  93  dem  regulären  Gebiete  ^  hinzurechnen; 

denn  auch  für  sie  besitzen  ja  die  n  zugehörigen  Reihen  einen  von  Null 

Terschiedenen  Konvergenzradius.    Dagegen  müssen  wir  nach  wie  vor 

alle  Punkte  einer  beliebig  kleinen  Umgebung  jener  Punkte  93  von  dem 

Gebiete  fi  ausschlieüsen,  denn  wenn  sich  der  Punkt  p(js  =  a)  auf  der 

Xngelfläche  einem  jener  Punkte  93  unbegrenzt  annähert,   so  kann  in 

der  That  fOr  eine  oder  mehrere  Reihen  Ui  der  Konvergenzradius  unter 

jede  noch  so  kleine  Grenze  herabsinken.     Andererseits  kann  aber  der 

Radius  jener  (Ä  + 1)  Kreise  von  vornherein  so  klein  gewählt  werden, 

daCs  jeder  noch  so  nahe  an  einem  der  Mittelpunkte  93  liegende  Punkt  p 

dem  regulären  Gebiete  ^  angehört,  nur  wird  dann  die  untere  Grenze  Qq 

für   den   Konvergenzbereich   innerhalb  Ä   entsprechend    kleiner.     Wir 

sprechen  dieses  wichtige  Resultat  in  dem  folgenden  Satze  aus: 

Für  jeden  regulären  oder  kritischen  Punkt  (z  =  a) 
bzw.  {z  =  00)  konvergieren  alle  n  zugehörigen  Potenzreihen 
u^y  u^, . , .  Un  innerhalb  eines  Ej*eises 

k-«l<(>     bzw.       -     <(). 

dessen  Radius  p  für  alle  Punkte  der  Kugelfläche  oberhalb  einer 
von  Null  verschiedenen  unteren  Grenze  Qq  liegt.  Jedoch  mufs 
man  dann  die  Punkte  ausschliefsen,  welche  innerhalb  einer  beliebig 
klein  anzunehmenden  Umgebung  der  kritischen  Punkte  liegen. 
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§5. 

Als  eine  einfache  Anwendung  des  soeben  erhaltenen  Resultates 
nntersnchen  wir  noch  etwas  genauer  die  Werte  der  Gleichungswnrzeln 
in  den  kritischen  Stellen  und  zeigen,  wie  man  dieselben  unmittelbar 
aus  den  Gleichungskoeffizienten  finden  kann.  Man  erhält  die  zu  einer 
Stelle  |)  (jgr  =  a)  gehörigen  Wurzeln  f/ff\  t4%  . . .  wi^  indem  man  in  den 
zugehörigen  Potenzreihen  Ui,  tA^, . ,  .Un  einfEich  {g  =  a)  setzt.  Hieraus 
folgt,  dab  z.  B,  wf>)  in  p  den  Wert  (wf»)  -  0)  oder  (u^)  =  oo)  hat,  je 
nachdem  die  zugehörige  Reihe  u^  mit  einer  positiven  oder  einer  nega- 
tiven Potenz  Yon  0  ^  a  beginnt,  je  nachdem  also  die  zugehörige 
Begrenzungssehne  eine  positive  oder  negative  Steigung  besitzt;  dagegen 
hat  u^^  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Wert,  wenn  die  Reihe 
Ui  mit  der  nullten  Potenz  von  z  —  a  beginnt,  d.  h.  wenn  die  zugehörige 
Begrenzungssehne  horizontal  verlauft. 

Hieraus  ergiebt  sich  ein  einfaches  Mittel,  un^  aus  den  Koeffizienten 
der  Gleichung: 

unmittelbar  die  Anzahl  der  Wurzelu  zu  bestimmen,  welche  fElr  eine 
beliebige  Stelle  (js==a)  Null  bzw.  unendlich  grols  werden.  In  der 
That  seien 

wie  früher  die  Ordnungszahlen  der  Koeffizienten  ÄhQf)  fOx  jene  Stelle, 
also   die   Exponenten   der   in  ihnen   enthaltenen  Potenzen  von  0  —  a, 

und  seien  Qg  und  q^  hzw.  der  erste  und  der 
^»  letzte  Exponent  jener  Reihe,   welche   den 
kleinsten  Wert  besitzen,  so  lehrt  ein  Blick 
auf  das  zugehörige  Diagramm  in  Fig.  8,  dab 


Fig.  8. 


%k^g  die  horizontale  Begrenzungssehne  f&r 
das  zugehörige  Diagramm  ist,  und  dalB  die 
Begrenzungssehnen  von  9»  bis  %k  negative^ 
die  von  %k  bis  V.q  positive  Steigung  haben.  Mit  Hilfe  der  Ergebnisse 
unserer  früheren  Untersuchungen  folgt  aber  hieraus  der  Satz: 

Sind  in  der  Reihe  der  Gleichungskoeffizienten  Äg(£i)  und 
Äk{z)  der  erste  und  der  letzte,  deren  Ordnungszahl  für  die 
Stelle  (js  =  a)  den  kleinsten  Wert  hat  (wobei  auch  %  —  ^  sein 
kann),  so  haben  an  jener  Stelle  von  den  n  Wurzeln  (u^^\  uf\ . . .  wj*^) 
genau  (n  —  Je)  den  Wert  (u  =  00),  und  g  den  Wert  Null, 
während  die  (k  —  g)  übrigen  endliche  und  von  Null  verschie- 
dene Werte  besitzen;  diese  Werte  sind  die  k  —  g  von  Null 
verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung: 

«*e*  H h  öaC*  H h  a^e^  =  0, 
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wenn  Oi^ . . .  a«  . . .  a^  die  Anfangsglieder  derjenigen  Koeffizienten 
bedeuten,  deren  Ordnungszahlen  den  kleinsten  Wert  haben. 

Beachten  wir,  dals  f&r  die  Stelle  {z  =  oo)  die  Ordnungszahl  einer 
rationalen  Funktion  Ä(jg)  gleich  dem  negativ  genommenen  Grade 
ist,  BO  erhalten  wir  speziell  für  die  Stelle  (z  =  oo)  den  Satz: 

Sind  in  der  Reihe  der  Oleichungskoeffizienten^o(jer),...^(0) 
die  beiden  Funktionen  Äg(ßi)  und  ^k(^)  die  erste  und  die  letzte, 
deren  Gfrad  den  grölisten  Wert  besitzt,  so  werden  för  (js  =  oo) 
genau  (n  —  k)  Wurzeln  unendlich  grols  und  genau  g  Wurzeln 
unendlich  klein,  während  die  Ä; — 5^  übrigen  Wurzeln  für  (z  =  (x>) 
endliche  und  Yon  Null  verschiedene  Werte  erhalten. 

Wir  denken  uns  die  Gleichung  (1)  so  geschrieben,  dafs  alle 
Koeffizienten  Äh{z)  ganze  Funktionen  von  z  ohne  gemeinsamen  Teiler 
sind.  Dann  sind  alle  Koeffizienten  ^h(^)  in  Bezug  auf  jede  endliche 
Stelle  {g  =  a)  von  nicht  negativer  Ordnung  und  mindestens  einer  besitzt 
die  niedrigste  Ordnung  NulL  Dann  können  wir  den  folgenden  Satz 
anssprechen,  welcher  die  Ähnlichkeit  zwischen  den  algebraischen  und 
den  froher  betrachteten  rationalen  Funktionen  von  z  deutlich  hervor- 
treten laij9t: 

Es  giebt  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Stellen  (js  =  a), 
für  welche  eine  der  Wurzeln  ti^, . . .  ti«,  verschwindet  oder  un- 
endlich grob  wird,  und  zwar  geschieht  dies  für  alle  und  nur 
für  die  Nullstellen  von  Äq(is)  bzw.  von  A„{z)  und  auüserdem 
eventuell  für  die  Stelle  (;ef  =  oo). 

Ist  nämlich  z.  B.  An(a)  =  0,  also  Qn  >  0,  so  ist  nach  dem  soeben 
bewiesenen  Satze  mindestens  eine  Wurzel  unendlich  groüs,  und  das 
Entsprechende  gilt,  wenn  ÄQ{a)  =  0,  also  Qq>  0  ist. 

Aus  diesen  Sätzen  ziehen  wir  gleich  eine  für  das  Weitere  sehr 
widitige  Folgerung,  welche  ebenfalls  die  nahe  Verwandtschaft  der 
rationalen  imd  der  algebraischen  Funktionen  erkennen  läfst: 

Eine  algebraische  Gleichung,  deren  Wurzeln  für  keinen 
(endlichen  oder  unendlichen)  Wert  der  Variablen  Null  oder 
unendlich  werden,  besitzt  lauter  konstante  Koeffizienten,  ihre 
Wurzeln  sind  also  n  konstante  Zahlen. 

Denken  wir  uns  nämlich  die  Koeffizienten  wie  vorher  als  ganze  Funk- 
tionen von  z  ohne  gemeinsamen  Teiler  geschrieben,  so  können  zunächst 
Aq(/)  und  A^(g)  keine  einzige  NuUstelle  besitzen,  da  ja  sonst  für  sie 
mindestens  eine  der  n  Wurzeln  Null  oder  unendlich  wäre.  Also  sind 
diese  äulsersten  Koeffizienten  sicher  von  z  unabhängig.  Femer  müssen 
aber   auch   die   übrigen   ganzen   Fxmkiionen  A^^z),  A^(z), . . .  A„^i(js) 
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i^LmÜich  in  Bezug  anf  z  vom  nullten  Ghrade;  also  eben&IIs  Konstanten 
sein;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall;  und  wären  Äg{e)  und  A^{b)  die- 
jenigen unter  ihnen,  deren  Ghrad  den  gröisten  Wert  hat,  so  waren  ja 
nach  dem  vorigen  Satz  genau  n  —  i  Wurzeln  fOr  {e  =  oo)  unendlich 
grois  und  g  Wurzeln  NuU.  Also  ist  in  diesem  Falle  die  definierende 
Gleichung: 

wo  alle  Koeffizienten  Ai  konstant  sind;  ihre  Wurzeln  sind  demnach  n 
gleiche  oder  verschiedene  Konstanten  {ß^j  ß^, . . .  ß^). 

Ist  speziell  Än{z)  =  1,  also  u  eine  ganze  algebraische  Funktion 
von  0,  so  wird  keine  der  n  Wurzeln  fQr  eine  im  Endlichen  liegende 
Stelle  unendlich  groIs,  weil  dann  An(e)  keine  Nullstelle  besitzt.  Soll 
umgekehrt  u  för  ein  endliches  z  nicht  unendlich  werden,  so  muis  An(0) 
eine  Konstante  sein,  denn  enthielte  ^z)  auch  nur  einen  Linearfiiktor 
z  —  Uy  SO  würde  ja  f&r  £r  =  a  mindestens  eine  der  n  Wurzeln  unendlich 
grols  sein.  Für  z=^  oo  dagegen  wird  in  diesem  Falle  mindestens  eine 
der  n  Wurzehi  unendUch  grois,  falls  nicht  alle  anderen  Koeffizienten 
Äh{z)  m  z  vom  nullten  Grade,  also  von  z  ganz  unabluLngig  sind.  Ist 
nämlich  Äk(z)  der  letzte  Koeffizient,  dessen  Grad  den  gröisten  Wert 
besitzt,  so  werden  genau  (n  —  Je)  von  jenen  Wurzeln  für  jgr  =  oo  eben- 
falls unendlich  grois,  was  zu  beweisen  war. 

Hieraus  folgt  sofort  der  wichtige  Satz: 

Eine  algebraische  Funktion  u  besitzt  dann  und  nur  dann 
keine  ünendlichkeitsstelle,  wenn  sie   eine  Konstante  ist.     Die 
Konstanten  sind  also  die   einzigen  algebraischen  Funktionen, 
welche  überall  endlich  sind. 
Denn  damit  keine  Wurzel  für  eine   endliche  Stelle  unendlich  werde, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  u  eine  ganze  algebraische  Funktion 
von  z  ist,  und  damit  keine  einzige  Wurzel  für  (z  =«  (x>)  unendlich  wird, 
müssen  alle   ganzen  Funktionen  Äf,(z)   vom   nullten  Grade,  also  Kon- 
stanten sein. 

Eine  Stelle  (z  «=  a)  wurde  eine  kritische  Stelle  der  algebrai- 
schen Funktion  u  genannt,  wenn  fär  sie  entweder  eine  Wurzel  der 
zugehörigen  Gleichung  f(u,  a^) «» 0  unendlich  grofs  ist,  oder  wenn 
mindestens  zwei  jener  Wurzeln  einander  gleich  werden,  die  ent- 
sprechenden Entwickelungen  also  genau  dasselbe  Anfangsglied  besitzen. 
Zu  diesen  kritischen  Stellen  gehören  also  zuerst  alle  Nullstellen  der 
ganzen  Funktion  Än{z),  weil  für  sie  und  für  sie  allein  mindestens  eine 
der  Wurzeln  uf^  unendlich   grofs   wird;   zweitens   folgte  aber  aus  der 
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dals  ffir  jede  andere  im  EndlicheD  liegende  Stelle  {z «  a)  dann  nnd 
nur  dann  Yon  den  n  endlichen  ZaUen  uf^  zwei  einander  gleich  sind, 
wenn  D(a)  —  0,  Ah.  wenn  {g  =  a)  eine  Nnllstelle  der  Gleichungs- 
dukriminante  ist. 

Ist  u  eine  ganze  algebraische  Funktion^  aber  keine  Eonstante, 
also  ^«(j?)  =  1,  so  ist  die  unendlich  ferne  Stelle  sicher  ein  kritischer 
Punkt,  und  zu  ihm  treten  nur  noch  die  Nullstellen  der  Diskriminante 
hinza.  Unter  dem  Begriff  der  kritischen  Stelle  sind  vorläufig  alle 
Punkte  zusammengefEkist,  für  welche  sich  die  Wurzeln  überhaupt 
nicht  regulär  yerhalten.  Erst  spater  werden  wir  die  verschiedenen 
möglichen  YSile  vollständig  scheiden  können;  und  dann  wird  dieser 
fnr  das  folgende  noch  bequeme  Sammelbegriff  von  selbst  entbehrlich 
werden. 

Zu  den  kritischen  Stellen  gehören  sicher  auch  diejenigen,  für 
welche  eine  der  Reihen  Ui  nach  gebrochenen  Potenzen  von  {z  —  a) 
fortschreitet.  Dies  folgt  bereits  aus  der  Thatsache,  dals  für  alle 
regulären  Punkte  (z  =  a)  alle  n  Reihen  Ut  nach  ganzen  Potenzen  von 
g  —  a  fortschreiten;  jetzt  können  wir  dasselbe  aber  auch  direkt  ein- 
sehen. In  der  That,  soll  die  Stelle  (z  —  a)  keine  kritische  Stelle  sein, 
80  darf  keine  der  n  Reihen  Uh  mit  negativen  Potenzen  von  (z  —  a) 

beginnen.  Schreitet  nun  etwa  u^  nach  ganzen  Potenzen  von  (z  —  a)^ 
fort,  80  gehört  zu  u^  ein  Cyklus  konjugierter  Reihen: 

i.  A 

JL                        — 
u^=:J)q  +  bi(o{z  —  ay  +  b^co^iz  —  aY  -\ 


welche  für  (z  »  a)  alle  einander  gleich,  nämlich  gleich  h^  werden.  Da 
die  Anzahl  aller  kritischen  Punkte  endlich  ist,  so  gilt  dasselbe  a  fortiori 
fiir  diese  speziellen  Punkte;  wir  erhalten  so  als  einfache  Folgerung 
den  wichtigen  Satz: 

Die  Anzahl  der  Stellen  (z  «=  a),  für  welche  nicht  alle 
Wurzeln  Uk  nach  ganzen  Potenzen  von  z  —  a  fortschreiten,  ist 
stets  endlicL 


Sechste  Vorlesimg. 

Abhängigkeit  der  Potenzreihen  u{p)  von  der  Stelle  p,  —  Fortsetzung  eines 
Fnnktionenelements  u{p)  über  das  regoläre  Gebiet  der  Eogelfläche.  —  Abhängig- 
keit des  Endwertes  von  dem  durchlaufenen  Wege.  —  Änderung  eines  Elementes 

u{p)  beim  Umlauf  um  einen  kritischen  Punkt. 

§1. 

Dnrch  die  Gleichung  f{u,  0)  =  0  werden  in  der  Umgebung  jedes 
Ponktes  p(ßf=^a)  der  Eugelfläche  genau  n  Funktionenelemente 

definiert^  welche  die  n  Gleichungswurzeln  in  einer  endlichen  Umgebung 
•  von  p  darstellen;  und  hier  stetige  und  differenzierbare  Funktionen 
von  0  sind. 

Der  Konvergenzbereich  jener  n  Reihen  bleibt  stets  oberhalb  einer 
endlichen  Grenze,  es  sei  denn,  daJjsi  p  unendlich  nahe  an  eine  der 
kritischen  Stellen  93i;  SSg^ . . .  93a  bzw.  auch  an  den  unendlich  fernen 
Punkt  heranrückt,  falls  nämlich  dieser  zu  den  kritischen  Stellen  gehörig 
was  jetzt  stets  direkt  entschieden  werden  kann. 

Es  sei  nun  pQ  eine  beliebige  reguläre  Stelle,  u{Pq)  eines  der  n  zu- 
gehörigen Funktionenelemente,  so  kann  dasselbe  auf  eindeutig  bestimmte 
Weise  fortgesetzt  werden,  wenn  man  vorläufig  die  kritischen  Punkte  und 
gewisse  beliebig  klein  zu  wählende  Umgebungen  derselben  ausschlieJst 
Ist  nämlich  p,  irgend  ein  im  Innern  des  Eonvergenzbereiches  Yon  u{p^) 
liegender  Punkt,  und  bildet  man  die  zu  p^  gehörige  Fortsetzung  yon 
ti(po);  80  erhält  man  ein  eindeutig  bestimmtes  Funktionenelement  u(p^ 
welches  nach  einem  bekannten  Satze  der  Funktionentheorie*)  ebenfaOs 
die  Gleichung  f(u,  je?)  =  0  innerhalb  eines  endlichen  Bereiches  von  pj 
befriedigt,  und  welches,  da  es  für  p^  nur  n  solche  Funktionenelemente 
giebt,  mit  einem  und  nur  einem  dieser  direkt  bestimmten  Potenz- 
reihen identisch  ist;  auf  dieselbe  Weise  kann  man  ein  Element  beliebig 
weit  fortsetzen,  da  f&r  alle  regulären  Stellen  p  der  Eonvei^enz- 
radius  eines  jeden  Funktionenelementes  u{p)  oberhalb  einer  positivmi 
unteren  Grenze  Qq  liegt.  Hieraus  folgt,  dafs  fOr  die  Funktionen- 
elemente u(p)  die  kritischen  Punkte  ^t  die  einzigen  singulären  Punkte 
sind,  da  nur  bei  der  Annäherung  an  sie  der  Konvergenzbereich  eines 
Elementes  unter  jede  noch  so  kleine  Grenze  herabsinken  kann.  Da 
nun  nach  dem  auf  S.  23  erwähnten  Satze  der  Funktionentheorie  der 
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Eonvergenzkreis  eines  Fnnktionenelementes  durch  die  nächste  singulare 
Stelle  desselben  hindurchgeht;  so  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Die  n  zu  einer  Stelle  p  gehörigen  Elemente  Ui(p),  ...Un(p) 
konvergieren  sicher  innerhalb  eines  Kreises^  dessen  Peripherie 
durch  den  p  zunächst  liegenden  kritischen  Punkt  hindurch- 
geht;  mi^  nun  p  ein  endlicher  oder  der  unendlich  ferne  Punkt 
der  Eugelfläche  sein.  Im  letzteren  Falle  entspricht  dem  Innern 
des  Eonvergenzkreises  von  p^  auf  der  Eugelfläche  ^  das 
Äuüsere  desjenigen  um  den  Anfangspunkt  der  Horizontalebene 
beschriebenen  Ereises^  dessen  Peripherie  durch  den  entferntesten 
im  Endlichen  gelegenen  kritischen  Punkt  hindurchgeht. 

Wir  werden  diesen  präziseren  Satz  im  folgenden  nie  gebrauchen, 
denn  zur  Losung  der  Aufgabe^  ein  Element  u{p)  über  die  ganze  Eugel- 
fläche hin  auf  beliebigem  Wege  fortzusetzen^  genügt  der  vorher  vollständig 
bewiesene  Satz,  dals  für  das  ganze  reguläre  Gebiet  der  Gleichung  der 
Eonrergenzradius  der  zugehörigen  Reihe  niemals  unendlich  klein  werden 
kann.  Schlieüsen  wir  nämlich  jetzt  wieder  die  kritischen  Punkte  durch 
beliebig  kleine  Ereise  aus,  und  bezeichnen  den  übrig  bleibenden  Theil 
der  Eugelfläche  durch  R,  so  kann  man  das  Element  u(Pq)  auf  einem 

beliebigen  ganz  innerhalb  St  verlaufenden  Wege  s  nach  einem  anderen 
Pankte  p  fortsetzen,  und  nach  dem  obigen  Satze  ist  man  sicher,  dals 
man  nach  einer  endlichen  Zahl  von  Fortsetzungsschritten  wirklich 
p  erreicht  Man  erhalt  so  ein  zu  p  gehöriges  Element  u(p)y  von 
welchem  man  aber  nur  weiJüsi,  dab  es  eine  der  n  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  für  die  Endstelle  p  ist.  Dagegen  sind  wir  vorläufig  noch 
nicht  im  stände,  zu  entscheiden,  welche  von  diesen  bei  einem  gegebenen 
Wege  8  sich  ei^ebi  Diese  wichtige  Frage  wollen  wir  in  dieser  Vor- 
ksung  zu  losen  versuchen. 

§2. 

Eb   sei  also  jetzt  pQ  eine   beliebige    reguläre  Stelle   (z  =  Oq)  des 
Bereiches  fi,  und 

t*(Po)  =  6g^>  +  6f(^-«o)  +  -- 
eine  der  n  zugehörigen  regulären  Potenzreihen  für  u.  Da  diese  inner- 
halb einer  endlichen  Umgebung  von  pQ  konvergiert  und  p^  einen  be- 
liebigen Punkt  von  ^  bedeuten  kann,  so  kann  u{Pq)  auf  einem  beliebigen 
Wege  $  von  pQ  aus  zu  einer  beliebigen  anderen  Stelle  p(z  =  a)  fortgesetzt 
werden,  und  es  ergiebt  sich  dort  eine  eindeutig  bestimmte  Potenzreihe 

nämlich  eine  der  n  zu  dieser  Stelle  gehörigen  Potenzreihen  für  u. 
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Setzt  man  nun  die  Reihe  u())o)  auf  einem  anderen  Wege  s'  Yon 
pQ  nach  p  fort,  so  erhält  man  in  p  eine  Entwickelung 

welche  wieder  eine  der  n  dort  vorhandenen  Potenzreihen  sein  muÜB, 
also  mit  u{p)  identisch,  oder  aber  auch  von  u(p)  verschieden  sein  kann; 
es  ist  somit  der  Endwert  u(p)  nicht  allein  von  jener  Stelle  p,  sondem 
auch  von  dem  Wege  abhängig,  auf  welchem  die  Fortsetzung  geschieht 
Wir  betrachten  jetzt  speziell  den  Fall,  dafis  der  Weg  s  geschlossen 
ist,  dafs  also  sein  Endpunkt  p  mit  dem  Anfangspunkte  pQ  zusammen- 
fällt. Ein  solcher  Weg  soll  ein  Umlauf  genannt  werden.  Nach 
einem  Umlaufe  kann  nun  die  Potenzreihe  u(pf^  in  ihren  Ausgangsweit 
zurückkehren,  d.  h.  durch  den  Umlauf  ungeändert  bleiben,  oder  aber 
sie  kann  sich  ändern,  nämlich  in  eine  der  übrigen  n  —  1  zu  u(p^ 
konjugierten  Potenzreihen,  etwa  in  u'(po),  übergehen.  Wir  beweisen 
jetzt  zuerst  den  folgenden  Fundamentalsatz,  durch  welchen  das  Ver- 
halten einer  Reihe  u(Pq)  einem  derartigen  Umlaufe  gegenüber  be- 
stimmt wird: 

Umschliefst    die    Umlaufskurve    s    keinen    einzigen    der 

kritischen  Punkte,  so  bleibt  bei  einem  Umlaufe  längs  derselben 

jede  der  n  Potenzreihen  u{Pq)  ungeändert. 

Zum  Beweise  dieses  wichtigen  Satzes  nehmen  wir  an,  eine  jenar 
Reihen,  etwa  u{p^,  ändere  sich  bei  einem  Umlaufe  der  Kurve  8,  d.  h. 
man  erhalte  nach  diesem  Umlaufe  von  pQ  über  p  nach  p^  zurück  eine 

von  dem  AnfEuigswerte  verschiedene 
Potenzreihe  m'(Po)-  Denkt  man  sich 
jene  Kurve  nun  durch  eine  beliebige 
Verbindungslinie  t)^))^,  welche  aber  eben- 
falls innerhalb  ^  verläuft,  also  nicht 
durch  einen  der  kritischen  Punkte  hin- 
durchgeht, in  die  beiden  geschlossenen 
Kurven 

zerlegt,  so  folgt  unmittelbar,  dafs  sich 
dann  eins  der  n  Funktionenelemente  u(p) 

auch  bei  mindestens  einem  jener  kleineren  Umläufe  s^,  s^  ändern  muJb. 

Angenommen  nämlich,  dies  sei  nicht  der  Fall.     Setzt  man  dann  u(p^ 

auf  dem  geschlossenen  Wege 

PoPlP2p2pl*>p2pO 

fort,  so  erhält  man  genau  denselben  Wert  ti'  (po)  wie  vorher,  weil  ja 
der  neu  hinzutretende  Weg  Pip2p2)'i  ^^^  ^^^  zurück  in  gleicher  Weise 
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durchlanfen  wird,  so  daJjsi  die  Beihe  u(pi)  nach  jenem  Zwischenwege 
in  }fi  denselben  Wert  erhalt,  welchen  sie  vorher  hatte.  Jener  Weg 
kann  aber  auch  folgendermafisen  geschrieben  werden: 

Nimmt  man  also  an,  das  durch  Fortsetzung  auf  dem  Wege  poPit's 
ans  u{Pq)  hervorgehende  Element  uip^)  ändere  sich  bei  dem  Umlaufe  $^ 
nicht,  so  erhalt  es  nach  diesem  Umlaufe  s,  in  f),  denselben  Wert  u(p2) 
wie  vorher,  der  Umlauf  s,  kann  daher  einfach  fortgelassen  werden.  Dann 
aber  reduziert  sich  der  ganze  ursprüngliche  Umlauf  s  auf  ))oPip2Po'^  ^i) 
änderte  sich  also  die  Potenzreihe  u(Pq)  auch  bei  diesem  Umlaufe  Si 
nicht,  so  mülste  sie  auch  bei  dem  ganzen  Umlaufe  gegen  die  Yoraus- 
Betzimg  ungeandert  bleiben. 

Wenn   sich   also   eine  Beihe  u(po)   bei  irgend  einem  Umlaufe  s 
indert  und  man  zerlegt  die  Umlaufiskurve  s  in  zwei  kleinere  Kurven  s^ 
ond  j^,  so  mufis  sich  mindestens  eins  der  n  Elemente  u  bei  einem  der 
beiden  kleineren  Umlaufe  ^,  s^  ebenfalls  ändern.    Ist  dies  etwa  fOr  Si 
der  Fall,   so  zerlege  man  ^i  wieder  in  derselben  Weise  und  fahre  so 
▼eiter  fort    Da  durch  eine  jede  solche  Teilung  der  durch  die  Kurve 
eingeschlossene   Bereich   verkleinert   wird    und    der    kleinere    Bereich 
jedesmal  innerhalb   des  vorhergehenden  grölseren  liegt,  so  kann  man 
jene  Teilung  so  einrichten  und  so  weit  führen,  dals  schlielslich  der 
durch   die   letzte  Umlaufiskurve  ö  eingeschlossene   Bereich  nach  Um- 
fimg  und  Inhalt  so  klein  wird,  wie   man  nur   immer  will,  d.h.  dafis 
sich  die  Kurve  ö  in  allen  ihren  Punkten  einem  ganz  bestimmten  inner- 
halb 8   gelegenen  Punkte  p   beliebig  nahe   anschliefst,  und  dalis  sich 
trotzdem   mindestens   eins  der  n  Elemente  u  beim  Umlaufe    um  jene 
kleine  Kurve  ö  ändert.    Ist  nun  zunächst  p  ein  regulärer  Punkt  und  die 
Kurve  ö  genügend  klein,  so  unterscheiden  sich  die  Funktionswerte  t«(p), 
welche  irgend  ein  Funktionenelement  u  auf  jener  Kurve  besitzt,  wegen 
der  Stetigkeit  desselben  imi  so  wenig,  wie  man  nur  immer  will,  von 
dem  Werte  u  (p),  den  ti(p)  in  p  selbst  annimmt   Andererseits  sind  aber 
die  n  zu  p*  gehörigen  konjugierten  Werte  von  u  unter  der  soeben  ge 
machten  Voraussetzung  sämtlich   endlich,  und  sie  unterscheiden  sidi 
um  endliche  Grolsen  von  einander.    Es  kann  daher  ti(p)  bei  dem  Um- 
laufe ö  um  jenen  Punkt  p  in  keinen  dieser  konjugierten  Werte  über- 
gdien,  d.  L  es  muls  u{p)  bei  jenem  Umlaufe  ungeandert  bleiben,  falls 
p  ein  regulärer  Punkt  ist.     SoU  sich  also  u(p)  bei  dem  Umlaufe  imi 
die  Kurve  6  ändern,  so  muls  jener  innerhalb  ö  gelegene  Punkt  p,  wie 
behauptet  wurde,  notwendig  einer  der  kritischen  Punkte  93»*  sein,  für 
weldie  entweder  eine  Wurzel  unendlich  grols  ist  oder  zwei  Wurzeln 
einander  gleich  sind. 

H«Bi«l  «.  Lftndtberg,  Algebraiiche  Funktionen  etc.  6 
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Der   obige   Satz  kann    nnnmelir  auch    in    folgender    Form    aus- 
gesprochen werden: 

Setzt  man  eine  beliebige  Potenzreihe  u  von  einem  Punkte 
pQ  zu  einem  anderen  p  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  $  und  ^ 
fort,  welche  keinen  kritischen  Punkt  einschlielsen,  so  gelangt 
man  beide  Male  zu  demselben  Elemente  u(p). 

Denn  setzt  man  u{p)  von  dem  Endpunkte  p  aus  zuerst  auf  dem  Wege  8 
rückwärts  nach  ^q  und  alHdaun  von  p^  aus  auf  dem  Wege  $'  wieder 
nach  p  fort,  so  erhält  man  einen  Umlauf,  welcher  u^p)  notwendig  in 
sich  selbst  zurückführen  muis,  da  der  von  s  und  s'  gebildete  W^ 
keinen  kritischen  Punkt  einschliefst.  Wären  aber  u{p)  und  u' (p)  die 
verschiedenen  Potenzreihen,  welche  man,  von  pQ  ausgehend,  auf  den 
beiden  Wegen  s  und  5'  in  ^  erhält,  so  würde  der  Umlauf  von  p  über 
pQ  nach  p  zurück  u(p)  über  u(Pq)  in  u'  (p)  überführen.  Jene  beiden 
Elemente  u{p)  und  u'(p)  müssen  demnach  identisch  sein. 

§3. 

Es  braucht  jetzt  nur  noch  weiter  untersucht  zu  werden,  ob  und 
in  welcher  Weise  sich  eine  Reihe  t«(f)o)  ändert,  wenn  der  Punkt  p^ 
um  einen  kritischen  Punkt  p  einen  Umlauf  macht.  Wir  können 
und  wollen  uns  bei  dieser  Untersuchung  darauf  beschränken,  die 
ÄBdenmg  von  u^p,)  zu  nntersnchen,  wenn  p,  die  Peripherie  eines 
um  p  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreises  durchläuft,  welcher  sich 
ganz  innerhalb  des  zu  u{p)  gehörenden  Konvergenzkreises  befindet 
Ein  solcher  cyklischer  Umlauf  um  einen  Punkt  p  soll  eine  Um- 
kreisung desselben  genannt  werden.  Jeder  andere  Umlauf  kann 
dann,  wie  sich  ergeben  wird,  durch  eine  solche  Umkreisung  ersetzt 
werden. 

Wir  wollen  den  Punkt  p  zunächst  als  einen  ganz  beliebigen 
regulären  oder  kritischen  Punkt  annehmen.  Alsdann  schreitet  die  zu- 
gehörige Potenzreihe  tt(p)  in  jedem  Falle  nach  ganzen  oder  nach  ge- 
brochenen Potenzen  des  Linearfaktors  0  —  ä  fort  und  konvergierti 
selbst  wenn  sie  eine  Anzahl  Anfangsglieder  mit  negativen  Exponenten 
enthalten  sollte,  wenn  also  u(p)  in  p  selbst  unendlich  grols  wird,  stets 
innerhalb  einer  endlichen  Umgebung  von  p  gleichmälsig  und  stellt  die 
zugehörigen  Werte  von  u{p)  mit  jeder  vorgegebenen  Genauigkeit  dar. 

Wir  denken  uns  nun  um  p  als  Mittelpunkt  einen  Ereis  k  beschrieben, 
dessen  Radius  'q  kleiner  ist  als  der  Radius  des  zu  u{p)  gehörenden 
Konvergenzkreises,  nehmen  sodann  den  Ausgangspunkt  pQ  für  die  Um- 
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kreisimg  irgendwo  auf  der  Peripherie  von  Je  an  und  untersuchen  nun, 
in  welcher  Weise  sich  die  zugehörende  Reihe  u(po)  ändert,  wenn  wir 
sie  auf  der  Peripherie  jenes  Kreises  in  positiver  Umlaufsrichtung  um  p 
fortsetzen. 

Da  die  Stelle  pQ  nach  der  Voraussetzung  innerhalb  des  Kon- 
reigenzbereiches  von  u  (p)  liegt,  so  ist  sie  regulär^  d.  h.  die  n  zu  der 
Stelle  Po  gehörenden  Po- 
tenzreihen für  u  verhalten 
sich  alle  regulär,  und  ihre 
An&ng8glieder  sind  samt- 
lich um  endliche  Grölsen 
Toneinander  verschieden. 
Es  giebt  also  eine  und 
auch  nur  eine  Reihe  u(po)y 
welche  mit  der  Entwicke- 
lung  von  u(p)  an  dieser 

Stelle  zusammenfallt. 
Denkt  man  sich  nun  jene 
Beihe  längs  der  Peripherie 

Ton     k     fortgesetzt,     so 

koincidieren     auch    diese 

Fortsetzungen  mit  u  (p) 
fBr  den  ihnen  gemein- 
samen Konvergenzbereich, 
und  man  erkennt  so,  daCs 

die  Reihe  u(po)  nach  einer  Umkreisung  des  Punktes  p-sich  ändern 
oder  ung^ndert  bleiben  wird,  je  nachdem  dasselbe  für  die  Reihe  u  (p ) 
der  Fall  ist  oder  nicht.  Wir  untersuchen  daher  nur  die  Änderung, 
welche  die  Reihe  ti(p)  selbst  bei  einer  Umkreisung  erleidet,  und 
unterscheiden  dabei  die  beiden  Fälle,  daCs  sie  nach  ganzen  oder  nach 
gebrochenen  Potenzen  des  zugehörigen  Linearfaktors  z  —  ä  fort- 
schreitet. 

Eb  sei  also  im  ersten  Falle 


Flg.  10. 


die  Entwickelung  von  ti(p).  Ist  dann  p  irgend  ein  Punkt  der  Peri- 
pherie des  mit  dem  Radius  "q  um  p^  beschriebenen  Kreises  k,  so  ist 
für  ihn 

—  —      CD» 

6* 
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wo  q>  das  zugehörige  Argument  ist^  und  für  ihn  ist  also  der  Wert 
jener  Reihe  durch  den  Ausdruck 

dargestellt.     Ist  nun   (p^   das   zu   dem   Ausgangspunkte  p^   gehörende 

Argument,  so  umlauft  der  Punkt  p,  von  pQ  ausgehend,  den  Kreis  k 
YoUstandig  in  positivem  ünüaufssinne,  wenn  man  das  Argument  <p 
von  (Pq  aus  alle  Werte  bis  (p^  +  2%  durchlaufen  la&t.  Da  aber  all- 
gemein _  _ 

ist,  so  kehren  nach  jener  Umkreisung  alle  Glieder  &«(0  — a)'  in  ihre 
Anfangswerte  zurück,  d.  h.  der  Wert  von  u(p)  wird  durch  eine  solche 
Umkreisung  in  keiner  Weise  geändert.  Schreitet  also  die  Potenzreihe 
w(p)  nach  ganzen  Potenzen  von  e  —  a  fort,  so  wird  die  Reihe  u(p^ 
durch  eine  Umkreisung  des  Punktes  p  nicht  geändert,  mag  dieser 
Punkt  ein  regulärer  oder  ein  kritischer  Punkt  sein. 

Es  möge  nun  die  Entwickelung  von  u(^)  in  der  Umgebung  der 
Stelle  {z  —  «)  nach  gebrochenen  Potenzen  von  ^er  —  «  fortschreiten,  und 
zwar  sei 

r_                                   r+l 
U  (p)  =»  6r  (^  —  «)**  +  6r+l  (^  —  «)  *     H 

Alsdann  existieren  aufser  dieser  noch  genau  a  ->  1  konjugierte  Ent- 
Wickelungen: 

r_  r+l 

welche  aus  jener  ersten  dadurch  hervorgehen,  dals  die  Wurzel 

der  Reihe  nach  durch  ihre  a  konjugierten  Werte 

{z  —  aYj     m{z  —  ay, . . .,  ca«-i(0  —  «)" 
ersetzt  wird,  wenn 


w  •=  e 


a 


die   erste   unter   den  a^^  Wurzeln   der  Einheit   bedeutet     Setzt 
nun  wieder 
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und  laust  dann  das  Argument  (p  alle  Werte  von  (p^  bis  g)Q+27C,  oder 
lalBt  man  den  Punkt  p  von  p^  aus  die  ganze  Peripherie  von  k 
durcUaufeU;  so  geht  hierbei  jedes  Glied 


t 

a 


h. 

Q' 

e 

9o* 
a 

9(po 

i 

6,(0  — a) 
über  in 

h.'qFe      "       -6,p'c"    c'  "  -cD'6,^'e"    -cD'6,(0-a)% 

d.  k  bei  jener  Umkreisung  geht  der  Wert  von  u  (p)  für  die  Stelle  po 
in  denjenigen  über,  welchen  die  erste  konjugierte  Reihe  ti,(p)  in 
demselben  Funkte  annimmt.  In  genau  derselben  Weise  zeigt  man, 
daüs  bei  dieser  Umkreisung  u^  (p)  in  v^  (p),  u^  (p)  in  t^  (p)  u.  s.  w., 
und  dalB  die  letzte  der  a  konjugierten  Reihen  Ua—i  (p)  wieder  in  ti(p) 
übergeht.  In  diesem  Falle  ändern  sich  also  alle  a  konjugierten  Reihen 
ii{(p)  bei  einer  Umkreisung  von  p,  und  zwar  in  der  Weise,  dals  sie 
sich  einfEkch  in  der  angegebenen  Reihenfolge  cyklisch  vertauschen. 
Lalst  man  den  Punkt  p^  den  Punkt  p  zweimal  hintereinander  um- 
kreisen, so  geht  m(p)  über  Wi(p)  in  u^{Jfi)  über,  und  man  überzeugt 
sich  genau  ebenso,  daCs  u(p)  der  Reihe  nach  in  u^  (p),  u^(^)j . . ., 
tia_i(p)  übergeht,  wenn  man  den  Punkt  p^  den  Punkt  p  einmal, 
zweimal,...,  (a-l)mal  in  positiver  Richtung  umkreisen  lä&t;  erst 
bei  der  a***  ümkreisimg  kehrt  dann  jene  Reihe  wieder  in  ihren 
An&ngswert  zurück.    Es  ergiebt  sich  somit  der  folgende  allgemeine 

Satz: 

Ist  u(p)  eine  in  der  Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  p 

giltige  Entwickelung  von  u,  so  bleibt  sie  bei  einer  Umkreisung 

derselben   dann   und  nur   dann    ungeändert,    wenn    sie    nach 

ganzen  Potenzen  des  zugehörigen  Linearfaktors  fortschreitet 

Schreitet  jene  Potenzreihe  dagegen  nach  ganzen  Potenzen  von 

(0  — «)*  fort,  so  geht  sie  bei  einer  Umkreisung  in  die  erste 
ihr  konjugierte  Reihe  über  und  kehrt  erst  nach  einer  a- maligen 
Umkreisung  in  ihren  Anfangswert  zurück. 

Es  ist  hierbei  noch  zu  bemerken,  da[s  man  genau  dasselbe  Resultat 
^^lalt,  wenn  der  Punkt  p,  von  pQ  ausgehend,  den  Punkt  p  auf  einer 
^^liebigen  geschlossenen  Kurve  s  umläuft,  falls  diese  nur  ganz  inner- 
*^^b  des  zu  p  gehörenden  Konvergenzkreises  bleibt.  Denn  setzt  man 
^xieh  in  diesem  Falle 
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80  durchlauft  wieder  das  Argument  die  Werte  von  q>Q  bis  g^Q  +  2», 
während  der  Radiusvektor  g,  von  Qq  ausgehend,  die  Reihe  der  zu- 
gehörigen Radienvektoren  durchlauft  und  zuletzt  wiederum  in  seinen 
Anfangswert  zurückkehrt. 

Genau  die  gleichen  Betrachtungen  gelten  auch  ftLr  die  Stelle  a  » c», 
d.  h.  ftLr  den  Südpol  0'  auf  der  Eugelflache.  Schreitet  für  diese 
Stelle    die    Entwickelung    des    zugehörigen    Elementes    nach    ganzen 

Potenzen  von  —  fort,  so  bleibt   sie  bei  der  Umkreisung  von  0'  un- 

z 

geändert;  im  anderen  Falle  geht  sie  in  die  erste  ihr  konjugierte  über. 
Es  ist  dabei  zu  beachten,  dais  auch  hier  die  Umkreisung  dann  in 
positivem  Sinne  erfolgt,  wenn  der  Mittelpunkt,  d.  h.  der  Südpol  0\ 
links  bleibt  Bildet  man  also  jenen  ümlaufskreis  um  0'  als  einen  um 
den  Anfangspunkt  der  Horizontal- Ebene  mit  sehr  grolsem  Radius  be- 
schriebenen Kreis  ab,  so  ist  dieser  abgebildete  Ereis  offenbar  so  zu 
durchlaufen,  daJj9  der  NuUpunkt  in  negativem  Sinne  umkreist  wird,  so 
abo,  daCs  derselbe  rechts  liegt 


Siebente  Vorlesung. 

Foitsetaimg  eines  FanktionenelementeB  u(p)  auf  der  zeTSclmitienen  Horizontal- 
ebene ^  nnd  auf  der  zersclmittenen  Engelfläche  ft.  —  Eindeutigkeit  und  Stetig- 
keit der  Funktionen  u  för  diese  Bereiche.  —  Fortsetzung  der  n  koig'ugierten 
Elemente  u^($)  auf  den  n  zerschnittenen  Kugelflächen  ß^.  —  Die  zugehörigen 
Elemente  in  den  kritischen  Punkten.  —  Über  den  Wert  der  n  Funktionen  Uj^(^) 
im  Bande  der  Eugelflächen  ft^.  —  Vereinigung  der  n  Flächen  ft^  zu  einer 
Eiemannschen  Eugelfläche.  —  Die  regulären  und   die  Yerzweigungspunkte  der 

Biemannschen  Eugelfläche. 

§  1. 

Die  in  der  Yorigen  Yorlesnng  gefundenen  Resultate  benutzen  wir 
jetzt  dazu^  ein  zu  einer  regulären  Stelle  p  der  Horizontalebene  ge- 
liöriges  Funktionenelement  u(p)  über  die  ganze  Horizontalebene  ^ 
oder^  was  dasselbe  ist^  über  die  ganze  Eugelfläche  R  auszubreiten. 
Dabei  sollen  aber  die  für  die  Fortsetzung  gestatteten  Wege  so  be- 
scbinkt  werden^  daCs  wir  sicher  sind,  nunmehr  bei  jedem  der  ge- 
statteten Wege  in  einem  beliebigen  Punkte  ~p'  nur  ein  einziges  zu- 
gehöriges Funktionenelement  uCp')  zu  erhalten,  so  dafs  also  bei  dieser 
Einschränkung  ti(p)  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  ist.  Diese 
Überlegungen  wollen  wir  der  Anschaulichkeit  wegen  zunächst  für  die 
onendhch  ausgedehnte  Horizontalebene  durchfuhren;  die  so  erlangten 
Kesoltate  können  dann  durch  Abbildung  sofort  auf  die  Kugelfläche 
übertragen  werden. 

Es  sei  p  eine  beliebige  reguläre  Stelle  der  Horizontalebene,  u(Jp) 
eine  der  zugehörigen  Potenzreihen.  Beschränken  wir  nun  für  die  Fort- 
Betzung  den  Bereich  der  unabhängigen  Variabein  oder  also  die  Wege 
für  den  Punkt  "p  so,  dafs  eine  Umkreisung  einer  kritischen  Stelle 
durch  ihn  unmöglich  gemacht  wird  und  bezeichnen  wir  mit  w(p')  das 
dorch  Fortsetzung  sich  ergebende  Element  in  einem  beliebigen  Punkte  p', 
so  ist  innerhalb  des  so  sich  ergebenden  beschränkten  Gebietes  u(p') 
eine  eindeutige  Funktion  der  Stelle  p';  denn  zwei  verschiedene  Fort- 
setzungen jener  Reihe  von  dem  Punkte  p  zu  einem  anderen  beliebigen 
Pankte  p'  müssen  immer  denselben  Endwert  w(p')  ergeben,  weil  ihre 
Wege  zusammengenommen  niemals  einen  der  singulären  Punkte  um- 
schlielBen  können. 
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Wir  können  nun  jene  Beschränkung  für  den  Bereicli  der  un- 
abhängigen Yariabehi  leicht  folgendermafsen  ausführen.  Wir  umgeben^ 
falls  der  unendlich  ferne  Punkt  ein  kritischer  sein  sollte^  zunächst  den 
Nullpunkt  durch  einen  Ereis  k^  von  beliebig  grolsem  Badius  B,  und 
umschlielsen  alsdann  die   sämtlichen  noch  übrigen  kritischen  Punkte 

®i;  ^i9  •  •  •;  S3a  durch  beliebig  klein  gewählte  Kreise  h^y  Jc^f.,,, hk* 
Wir  wählen  alsdann  einen  anderen  ganz  beliebigen,  aber  ein  für  alle- 
mal fest  angenommenen  regulären  Punkt  83o;  umgeben  auch  ihn  mit 
einem  beliebig  kleinen  Kreise  Jc^  und  yerbinden  diesen  mit  allen  jenen 
Kreisen 

Kl,      K^)  .  •  »}  Kj^}      k^ 

durch  A  + 1  beliebig  geführte,  unendlich  dünne  Schnitte 


s 


ij 


Sj; 


A> 


8 


9>y 


welche  einander  nicht  durchsetzen  sollen.    Wir  betrachten  alsdann  nur 

denjenigen  auf  allen  Seiten  begrenzten  Teil  Sq  der  Ebene  ^,  welcher 

, .,,  nach     aulsen     durch     den 

Kreis  To^j  nach  innen  durch 
die  Kreise  X^,  ft^,  . . .,  i«, 
sowie  durch  die  zugehörigen 
Yerbindungsschnitte 


S^y  s^, 


•  •>  ^Ä'    ^«0 


\ 


\ 


xA 


begrenzt  wird. 

Beschränken  wir  den 
Lauf  des  Punktes  'p  auf 
diesen  Teil  $  der  Ebene  $, 
so  erkennen  wir  ohne 
weiteres,  dafe  irgend  eine 
dem  zu  p  gehörenden  Potenz- 
reihen Wi  (p), . . .,  t*«  (p)  nebst 
allen  ihren  Fortsetzungen 
innerhalb  ^  eine  eindeutige  Funktion  von  z  ist.    Denn  irgend  zwei  von 

p  aus  nach  einem  anderen  Punkte  p'  innerhalb  ^  gezogene  Wege  8 
und  s'  können  niemals  einen  der  kritischen  Punkte  einschlieisen;  ee 
sind  daher  die  Fortsetzungen  etwa  von  u^(p)  längs  eines  beliebigen 
Weges  s   von  diesem  Wege   vollständig   unabhängig,   und    zu   jedem 

Punkte  p'  von  $  gehört  eine  und  nur  eine  Fortsetzung  Mi(p')  von 
Ui  (p).  Dies  gilt,  wie  grofs  auch  der  Kreis  Jc^  und  wie  klein  die 
Begrenzungskreise  Jcq,  \y ,,  .,kh   gewählt  sein  mögen. 
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Ist  der  unendlich  ferne  Punkt  dagegen  regulär,  liegen  abo   alle 
bitischen  Punkte    fÖ^  fÖ^,  • . .,  83a  im  Endlichen,  so  umgeben  wir  alle 

diese  und  den  im  Endlichen  liegenden  Punkt  83o  wiederum  mit  kleinen 
Kreisen  h^fJ^f  .,Jck  und  verbinden  die  h  letzteren  mit  Jcq  durch  die  h 
nch  nicht  durchsetzenden  Yer- 
bindimgBSchnitte  s^  s^,  . . .,  Sk] 
dflon  gelten  die  Yorher  ge- 
machten Bemerkungen  wörtlich 
ebenso  fKr  den  jetzt  sich  er- 
gebenden unendlich  ausgedehn- 
ten Bereich  ^,  welcher  durch 
die  Kreise  %b>  ^7  *  •  -y  ^a  ^md  die 
Schnitte  ^>  ^, . . .,  Sk  begrenzt 
wild. 

Denken  wir  uns  nun  die 
Werte,  welche  eine  der  n  Reihen,  ^*-  **• 

z.B.t(j  (p  ),  nebst  allen  ihren  Fortsetzungen  innerhalb  ^  in  allen  Punkten  p 

des  Bereiches  ^  besitzt,  jenen  Punkten  "p  zugeordnet,  so  erhalten  wir  zu 
jedem  Punkte  einen  eindeutig  bestimmten  Wert,  und  alle  so  sich  er- 
gebenden Werte  sind  dann  in  der  Weise  auf  dem  Bereiche  ^  aus- 
gebreitet, daJs  sie  stetig  miteinander  zusammenhängen,  d.  h.  dals  die  zu 
benachbarten  Punkten  p  und  p'  gehörenden  Funktionenwerte  u^^  (p)  und 
iii(p^  sich  um  so  wenig  Yoneinander  unterscheiden,  wie  man  nur 
immer  will,  wenn  nur  p  und  p'  einander  genügend  nahe  liegen.  Hierbei 

sind  aber  zwei  durch  einen  Schnitt  s  getrennte  Punkte  fttr  den  Bereich  ^ 
nicht  als  benachbart  anzusehen,  weil  es  innerhalb  jenes  Bereiches  ^ 
nicht  möglich  ist,  sie  durch  eine  unendlich  kleine  Kurve  zu  verbinden. 

Wir  können  endlich  noch  leicht  angeben,  welche  der  n  zu  dem 
Ponkte  "p  gehörenden  Potenzreihen  f&r  ti^  (p)  zu  wählen  ist,  wenn  p 

mit  einer  der  im  Endlichen  liegenden  kritischen  Stellen,  etwa  mit  S3i, 
koincidiert  Wählen  wir  nämlich,  was  stets  möglich  ist,  den  Ereis  k^ 
M)  klein,  daJs  die  Konvergenzkreise  der  n  zu  S3i  gehörenden  Potenz- 
leihen  ti^ (S3i ),...,  u«  (83i)  sämtlich  grö&er  sind  als  X:^,  so  giebt  es 
eine  und  auch  nur  eine  unter  jenen  Reihen,  deren  Werte  innerhalb 
des  durch  k^  einerseits  und  durch  ihren  Konvergenzkreis  Q  anderer- 
Kits  begrenzten  Ereisringes  mit  den  zu  u^  (S3i)  innerhalb  ^  gehören- 
im  Funktionswerten  übereinstimmen.  Bezeichnen  wir  diese  Potenz- 
reihe eben&lls  mit  Ui(S3i),  so  ist  damit  die  Funktion  tii(p)  jetzt  für 
aUe  regulären  Stellen  ausser  89o  ^md  auch  für  die  im  Endlichen  liegen- 


9) 


mmt  &  101  andi  nir  Ffgfarfrihmg 
YeriUncB^    vddie    n   dem   biriicr   sod 

PuBkie  i^  gdiort 

§2 
Um   die   entsprechende  Bestimminig  andi   fftr  £e  SMIe  i-- 
bequem  dnrehf&hrai  za  können,  denken  wir  ■■■  n—ilii  die  { 
immdlirh  ansgedelmte  Ebene  ^  zn^idi  mit  dem  mmt  ikr  Begc 

hegreoxien  Gebiete  ^  in  der  im  AnCuige  mgcgebeaen  Werne  waf 
Kogel  St  mit  dem  Dnrchmeeser  1  so  abgebildet,  difa  wiedenmi 
Nordpol  0  der  Stelle  r  =  0,  der  Südpol  O'  der  Steife  jr=  sc 

iprieht     AMann  geboren,  fiJk  die  kritiadien  Stdka  9iy9»9-- 

aamtlicb  im  Endlichen  liegen,  za  dem  Punkte  9^  und  jenoi  k  kritb 
Stellen  h  +  1  Punkte  der  Kugel  R, 

Diese  werden  durch  kleine  Kreise  ^,  %,?  -  -  -j^a,  die  BQder 
1;^,  i^, . . .,  kk,  umschlossen,  von  denen  lif%f  — ,  d  äaiA  die 
nicht  durchsetzenden  Schnitte  d^,  Sj, . . .,  ISa  mit  ^ 
Ist  dagegen  der  Südpol  selbst  ein  kritischer  Punkt,  ao  irt 
des  um  den  Anfangspunkt  beschriebenen,  beliebig  grob» 
«rin  beliebig  kleiner,  0'  umgebender  Kreis,  welcher  ebcnfidb  mit 
Kn^ise  um  0o  durch  den  Schnitt  d^,  das  Bild  ron  s.,  zonrnmcnlü 
Wir  kennen  nun  den  zu  0'  gehörenden  Kreis  {.  andi  hier  so  1 
it/^$Um,  da&  die  endlichen  Konvergenzbereiche  Cf">,  Qf\ . . .,  C^^  aD 
Xfi  (^  gehörenden  Potenzreihen  Ui(pJ,  . . .,  «««(pj  grober  ab  ^,  i 
X^mm  gieht  es  wieder  ein  und  auch  nur  ein  Element,  etwa  HiCpJ^ 
^  Alt,  rJafs  dasselbe  innerhalb  des  durch  f.  und  6^^  beg« 
f(^/«r>4rrrfig^  mit  Wi(p)  koincidiert  Wird  nun  diese  Beihe  für  % 
^^iU%,  «K/  sind  nunmehr  die  Werte  von  Ui{p)  für  alle  Punkte  der  K 
k^^M*^  Inf  3J<^  wohl  definiert,  und  es  lassen  sich  die  Werte  von  m^ijf) 
W  Kf¥^f^\filJ*\iH  St  stetig  ausbreiten,  mit  einziger  Ausnahme  natfii 
^^'/^^/tf$  t'rtnkih,  für  welche  u^ip)  unendlich  grob  wird.  Vera 
<twA*/^  t ^^^cftfH^uu^  auf  die  Kugel  verschwindet  also  bei  der  Behandl 
de*  oiMv^/TK/ii  f^fniffi  Punktes  jede  Besonderheit,  und  wir  können  i 
imh  ytiyA^  wtcr^n  wir  uns  von  vornherein  auf  die  Kugelfliche  beaic 
folgeüd«  k:mtM^)$H  VorH<!hrift  für  die  eindeutige  Ausbreitung  da 
Wi(p)  gehom^/li^i  Wirrti?  geben: 

iim  k^m\   i8i,  83«, . . .,  85*   die  den  Amtlichen  kiitiai 
BtelLffU  eiiUtirecheuden  Punkte  der  Kugelfliehe  ft«  Ton  di 
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auch  einer  mit  dem  Südpole  0'  ziusammeiifallen  kann,  und  es 
bedeute  SBq  ^üi^i^  beliebigen,  aber  ein  für  allemale  fest  an- 
genommenen regulären  Punkt.  Jeden  von  diesen  h+1  Punkten 
denken  wir  uns  durch  einen  beUebig  klein  zu  wählenden  Kreis 
tQ,lif...,th  umgeben  und  jeden  der  h  letzteren  Kreise  durch 
einen  solchen  Schnitt  i^,  i^,  • . .;  Sa  mit  %  verbunden,  dafs  keiner 
von  ihnen  sich  selbst  oder  einen  anderen  durchschneidet.  Wird 

die  so  yeränderte  und  begrenzte  Kugelfläche  mit  A  bezeichnet, 
ist  femer  p  ein  beliebiger  Punkt  von  ^  und  tii(f))  eine  der  n  zu- 
gehörigen Potenzreihen  für  u,  so  kann  Ui(p)  auf  ^  in  yoII- 
ständig  eindeutig  bestimmter  Weise  fortgesetzt  werden,  in  der 

Art,  daJj9  Ui(p)  in  jedem  Punkte  Yon  A  einen  und  nur  einen 

Wert  besitzt  und  dafs  alle  diese  Werte  innerhalb  A  stetig 
zusammenMngen,  während  die  zu  einem  und  demselben 
Punkte  p  gehörenden  Werte  von  Wj(p), . . .,  u^Qf)  untereinander 
und  von  i^(p)  um  eine  endliche  Gröise  verschieden  sind.  Für 
die  ausgeschlossenen  kritischen  Punkte  93i, . . .,  93a  giebt  es 
dann  je  eine  Potenzreihe  Wi(S5i), . . .,  Mj  (S5a),  durch  welche 
aUe  Werte  jener  Funktion  innerhalb  der  zugehörigen 
Kreise    Ii, . .  •>  Ia    geliefert    werden,    und    auch    diese    setzen 

sich  aus  den  Werten  für  die  Punkte  innerhalb  des  Bereiches  R 
stetig  fort. 

§3. 

In  genau  derselben  Weise,  wie  wir  soeben  die  Potenzreihe  w^  auf 

er  ganzen  zerschnittenen  Horizontalebene  ^  oder  auf  der  ganzen  zer- 

ihnittenen  Kugelfläche  A  eindeutig  fortgesetzt  und  ihre  Werte  in 
etiger  Folge  aneinander  gereiht  haben,  wollen  wir  jetzt  mit  den 
ideren  Potenzreihen  verfahren. 

Wir  denken  uns  also  n  in  unendlich  kleinem  Abstände  übereinander 
Agende  Zahlenebenen, 

Vif    V2f ' ' ')  V»; 
gegeben,  daCs  ihre  Anfangspunkte  und   ihre  Achsen  übereinander 
Qen  und  dafs  jede  folgende   Ebene  unter  der  vorhergehenden  liegt, 
üf  allen  diesen  Ebenen  denken  wir  uns  die  Bereiche 

vif      V2t  •  •  V  V« 

oau  wie  vorher  abgegrenzt,  so  dafs  die  beliebig  kleinen  Kreise 
fj, . . .,  Ia  und  die  Schnitte  «i,  «2, . . .,  Sa  einander  ebenfalls  decken, 
jedem  Werte  «  —  5  -j-  i^i  der  komplexen  Variabein  z  gehören  dann  n 

tereinander  liegende  Punkte  ?Pi,  $Pg, . . .,  ^n,  welche  in  den  verschie- 
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denen  Ebenen  die  Koordinaten  $^  17  besitzen  und  welche  die  zu  a  ge- 
hörenden n  Punkte  jener  n  Ebenen  genannt  werden  können.  Es 
sei  nun  (0  ^  a^j  eine  beliebige  reguläre  Stelle,  welcher  die  n  Punkte 
Wi\  Wi\  •  •  •  ^n^  ^  ^®^  ^  Horizontalebenen  §,•  entsprechen.  Wir 
ordnen  diesen  dann  in  einer  beliebigen,  aber  ein  fKr  allemale 
bestimmten    Weise   die   n    zugehörigen   Funktionenelemente    zu,    und 

bezeichnen  sie  dann  durch  u(^f)),  w(f  jf^)),  . . .  m  (^«)).  Auf  diese 
Weise  erhalten  wir  zu  jedem  der  n  zu  (j?  =  ao)  gehörigen  regu- 
lären Punkte  ^f^  in  der  i^^  Horizontalebene  ^.  ein  eindeutig  be- 
stimmtes Funktionenelement  ti(^(^))  und  diese  sind  sämtlich  von  einander 
verschieden.  Wir  denken  uns  nun  jedes  der  n  Funktionen- 
elemente u{^^^),  . . .  u(^^^))    auf    den    zugehörigen    Horizontalebenen 

$1; . . .  $»  fortgesetzt;  dann  erhalten  wir  auf  jeder  dieser  Ebenen  ein 
eindeutig  bestimmtes  System  von  Funktionszweigen;  in  jeder  Ebene 
^i  hängen  die  Funktionswerte  ti(^,)  stetig  zusammen.  Sind  femer 
?ßi,  ?ß2, . . ,  ^ß,  die  zu  irgend  einem  Werte  (js  =  a)  gehörigen  Punkte  der 
n  Ebenen  ^i, . . .,  $«,  und  sind  ti(^i), . . .;  ti(^»)  die  n  durch  Fortsetzung 
von  u{^^^), . . .,  w($pw)  hervorgehenden  Funktionenelemente,  so  sind  diese 
ebenfalls  sämtlich  von  einander  verschiedene  reguläre  Potenzreihen,  und 
jede  von  ihnen  stellt  je  eine  der  n  von  einander  verschiedenen  Wurzehi 
der  Gleichung  f(u,  je?)  «  0  in  der  Umgebung  der  Stelle  (z  =  a)  der  un- 
abhängigen Yariabeln  dar.  Dafs  nämlich  z.B.  (i($i)  und  u{^^)  zwei 
von  jenen  Wurzeln  in  der  Umgebung  der  Stelle  (e  =  a)  darstellen, 
folgt  daraus,  dafs  jene  Elemente  aus  den  Wurzeln  M(?ß[®^)  und  u(^2^) 
derselben  Gleichung  für  die  Stelle  (z  ^=  a^)  hervorgehen.  I^ahme  man 
aber  an,  dals  beide  Reihen  nunmehr  gleich  seien,  so  würde  man,  in- 
dem nun  beide  identische  Reihen  auf  demselben  Wege  nach  ^^  und 
^^^  zurückgingen,  notwendig  auch  hier  zu  gleichen  Anfangselementen 

ti(?ß^®)),  M(?ßJ*))  gelangen,  während  diese  nach  der  Voraussetzung  ver- 
schieden sind.  —  In  genau  derselben  Weise  sind  auch  jedem  der  h 
kritischen  Punkte  die  je  n  zugehörigen  Funktionenelemente  eindeutig 
zugeordnet. 

Auch  hier  ziehen  wir  es  nun  vor,  jene  Ausbreitung  nicht  auf 
n  unendlich  ausgedehnten  Horizontalebenen,  sondern  auf  n  ineinander 
liegenden  Kugelflächen  zu  machen.    Wir  denken  uns  abo  n  Kugeln 

&       &  & 

von  denen  jede  folgende  in  unendlich  kleinem  Abstände  von  der  vor- 
hergeheuden   innerhalb   derselben   gelegen  ist.    Da  der   Abstand    der 
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Eageln  wieder  unendlicli  klein  angenommen  wird,  so  können  ihre 
Durchmesser  als  gleicli  angesehen  werden,  und  zwar  möge  die  Länge 
derselben  =1  sein.  Jedem  Punkte  ^^  der  obersten  Kugelfläche  A^ 
ordnen  wir  dann  eben&Us  wieder  die  auf  den  anderen  Engelflächen 
entsprechenden,  also  genau  unter  ihm  auf  demselben  Kugelradius  ge- 
legenen Punkte  ^,  ^, . .  .,^n  der  übrigen  Kugeln  ebenso  zu,  wie  dies 
Torher  bei  den  Punkten  der  Ebene  geschah;  und  nun  setzen  wir  die 
Punkte  der  Kugel  R^  zu  den  Punkten  der  Ebene  ^^  durch  die  schon 
mehrfach  angewandte  Konstruktion  in  Beziehung.  Dann  entsprechen 
jedem  endlichen  oder  unendlichen  Werte  a^=i  -\-  rji  von  z  stets  genau 
%  untereinander  liegende  Punkte  ^i;  $2;  •  -  -^  $"  j^i^^^  ^  Kugeln;  be- 
schreibt der  zu  js  gehörende  Punkt  $  in  der  Horizontalebene  eine  be- 
liebige Kurve,  so  entsprechen  dieser  genau  n  übereinander  liegende 
und  einander  kongruente  Kurven  auf  jenen  n  KugehL 

Wir  fixieren  nun  auf  jeder  der  n  Kugelschalen  die  h  kritischen 
Stellen  ®^*>,  83^'^, . . .,  83^*^,  den  regulären  Punkt  83^®)  sowie  die  sie  um- 
gebenden unbegrenzt  kleinen  Kreise  I^,  %,...,  U  und  f^  und  verbinden 
die  ersteren  mit  f^  durch  die  jedesmal  durch  alle  Kugeln  geführten 
Schnitte  8],  i^;  •  • -^  Sa«  Dann  erhalten  wir  genau  n  kongruente  zer- 
schnittene Kugelschalen 

tof  denen  wir  nunmehr  die  Werte  der  n  zu  einem  beliebigen  regulären 
Punkte  ^  gehörenden  Potenzreihen, 

thm,  «,(^),...,«.(5P), 

in  genau  derselben  Weise  eindeutig  ausbreiten  können,  wie  dies  vorher 
mit  dem  einen  Elemente  Ui($)  auf  der  einen  Kugelfläche  ^  geschah. 
Auch  hier  woUen  wir  die  n  zu  einem  regulären  Werte  (js  =  a^)  der 
unabhängigen  Yariabelu  zugehörigen  untereinander  liegenden  Punkte 
der  Kugelflache  durch  ?ßf»,  ?ß^%  . . .,  ?ßW  und  die  willkürlich  aber  fest 
xogeordneten  Funktionenelemente  durch 

bezeichnen,  und  t«(^[^))  z.B.  das  zu  dem  Punkt  ^^^)  gehörige  Funktionen- 
element nennen;   denken  wir   uns   dann  diese  Elemente  sämtlich  über 

alle  jene  einzelnen  zerschnittenen  Kugelflächen  A^, . . .,  ^n  fortgesetzt, 
BD  entspricht  jedem  regulären  Punkte  ^  auf  einer  bestimmten  Kugel- 
flache  eine  eindeutig  bestimmte  Potenzreihe  u(^)  für  u,  so  dafs 
mm  der  ganze  Wertevorrat  der  w- deutigen  Funktion  u  für  alle  end- 
lidien  und  unendlichen  regulären  Werte  von  z  eindeutig  und  in  stetiger 
Aufeinanderfolge  auf  jenen  n  zerschnittenen  Kugelflächen  ft^  ^>  * .  •>  ^» 
ausgebreitet  ist 
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EndUch  können  wir  aber  anch  die  n  Reihen 

in  einem  der  kritischen  Punkte  83^^^, . . .,  83^*^  von  Tomherein  so 
bezeichnen ;   dafs   allgemein  U/(93)   in  einer  endlichen  Umgebung  von 

83  mit  den  entsprechenden  Werten  von  u  in  A|  koincidiert.  Diesen 
kritischen  Punkten  (js^=ßi)  selbst  entsprechen  vorläufig   noch  keine 

Punkte  der  Kugelflächen  ^^,  weil  diese  bis  jetzt  noch  ausgeschlossen 
waren.    Im  folgenden  Abschnitte  werden  wir  auch  sie  mit  hineinzieheiL 

§4. 

Wir  haben  schon  hervorgehoben ,  dais  sich  die  Funktionen  u  auf 

jeder  der  n  zerschnittenen  Eugelflächen  ^,  ^, . .  .,Stn  stetig  änderUy 
dafs  dies  aber  im  allgemeinen  nicht  der  Fall  zu  sein  braucht,  wenn 
die  Schnitte  8^,  8,, . . .,  8a  überschritten  werden.  Wir  wollen  jetst 
untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  sich  u(^)  auch  bei  einem 
solchen  Übergange  über  einen  Schnitt  8  stetig  ändert. 

Es  sei  also  ^g  irgend  eine  jener  n  zerschnittenen  Eugelflächen 
und  8/  =  SS^**)  85^^^  einer  der  h  auf  ihr  ausgeführten  Schnitte.  Im  fol- 
genden wollen  wir  uns  jeden  solchen  Schnitt  von  83^^  als  An- 
fangspunkt nach  83^  als  dem  gemeinsamen  Endpunkte  hin  gezogoi 
denken,  so  daJDs  auch  seine  positive  Richtung  durch  83^^  83^^^  be- 
zeichnet wird,  imd  wollen  als  rechtes  bzw.  linkes  Ufer  dieses 
Schnittes  dasjenige  bezeichnen,  welches  sich  beim  Fortgange  in 
positiver  Richtung  auf  der  rechten  bzw.  linken  Seite  befindet.  Wir 
wollen  dann,  genauer  gesprochen,  untersuchen,  ob  bzw.  wie  sich  die 
Funktion  w^(^)  auf  dem  g*^^  Blatte  ändert,  wenn  der  Punkt  ^  den 
Schnitt  8i  in  der  Richtung  vom  linken  nach  dem  rechten  Ufer  über- 
schreitet. 

Es  sei  nun  zunächst  83('^  so  gewählt,  dafs  die  zugehörige  Potenz- 
reihe i^p(83^'))  nach  ganzen  Potenzen  des  zugehörigen  LinearfSaktors 
fortschreitet.  Ist  dann  (S,-  der  Konvergenzkreis  von  m^(S3(''^),  1/  der  um 
83^**)  beschriebene,  innerhalb  6,-  liegende  beliebig  kleine  Begrenzungs- 
kreis, und  bezeichnet  man  zunächst  mit  l  und  g  irgend  zwei  auf  dem 
linken  und  rechten  Ufer  von  8/  einander  gegenüber  liegende  Punkte 
von  ^g  innerhalb  des  durch  (S/  und  f^  begrenzten  Kreisringes,  so  ist 
Ug{X)  =  %((>),  weil  ja  nach  dem  oben  geführten  Beweise  die  Potenz- 
reihe  Ug(^)  nach  einem  Umlaufe  um  den  Punkt  83^'^  in  ihren  An&ngB- 
wert  zurückkehrt.  Also  gehören  zu  allen  links  und  rechts  von  it  ein- 
ander gegenüberliegenden  Punkten  A  und  q  stets  die  gleichen  Werte 


f 
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Toii  Ug(^)j  d.  h.  innerhalb  jenes  Ereisringes  (I/,  S/)  ändert  sich  Ug(^) 
auch  beim  Übergänge  über  8j  ebenfalls  stetig. 

Sind  also  Up(A)  und  Ug{Q)  die  den  beiden  benachbarten  Punkten  A 
und  p  zngehorigen  Funktionenelemente  von  Ug^  so  sind  diese  beiden 
legoliren  Potenzreihen  identisch,  wenn  X  xmA  q  einander  nnendUch 
nahe  angenommen  werden. 

Es  seien  nun  X^  nnd  q^  irgend  zwei  andere  unendlich  benachbarte 
6q[enpunkte^  welche  irgendwo  aulserhalb  von  (S^  auf  der  linken  und 
rechten  Seite  des- 
selben Schnittes  8^ 
liegen.  Setzt  man 
dum     die    ein- 

»ader  gleichen/        /  \  ^  \  A 

PotenzreihenUp(>l) 
und  Uf{fi)  längs 
der  Ufer  von  8^ 
nach  il|  bzw.  q^ 
fort,  so  bleiben 
jenebeidenBeihen  Fig.  is. 

bei     der      Fort- 
setzung immer  gleich,  d.  h.  es  ist  für  je  zwei  solche  Gegenpunkte  von  8.- 
%(ilj  =  u,((»i),  und  hieraus  folgt,  dals  sich  Ug{^)  stetig  ändert,  wenn 

der  Punkt  $  den  Schnitt  8^  in  dem  Blatte  A^  an  irgend  einer  beliebigen 
Stelle  überschreitet.    Wir  können  also  diesen  Schnitt  8^  in  dem  Blatte 

ttg  ein&ch  wieder  scUie&en  und  den  zugehörigen  Begrenzungskreis  I, 
unendlich  klein  werden  lassen,  und  das  Gleiche  können  wir  mit  allen 

denjenigen  Schnitten  83^^  93^^)  in  einem  Blatte  A^,  thun,  für  welche  das 
mgehörige  Element  ^^(93^'^)  nach  ganzen  Potenzen  des  zugehörigen 
Lmear&ktors  fortschreitet,  mag  die  Entwickelung  nur  positive  Potenzen 
desselben  enthalten  oder  mag  sie  mit  negativen  Potenzen  beginnen. 

Ist  S9  der  Anfangspunkt  eines  solchen  nachher  geschlossenen  Schnittes 
889^,  so  wird  SB  nachher  ein  gewöhnlicher  Punkt  einer  der  n  Kugel- 
flichen,  und  er  besitzt  höchstens  die  Besonderheit,  dafs  das  zugehörige 
Fonktionenelement: 

«(»)  =  r^*+ •••+ ^  +  A  +  ^iC'^'-«)  +  ••• 

{Jo  —  U)  " 

von  negatiyer  Ordnung  ist,  d.  h.  mit  einer  endlichen  Anzahl  negativer 
Potenzen  beginnt. 

Ist  femer  ^  ein  innerer  Punkt  des  nachher  geschlossenen  Schnittes, 
80  wird    er   nachher  ebenfalls    ein   gewöhnlicher   Punkt    einer  jener 
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n  Kngelfiächen^  und  die  Umgebung  des  zugehörigen  regulären  Fnnk- 
tionenelementes  u(^)  liegt  zur  einen  Hälfte  auf  der  linken,  zur  anderen 
Hälfte  auf  der  rechten  Seite  jenes  nunmehr  geschlossenen  Schnittes. 
Wir  denken  uns   die   SchUe&ung  eines   solchen  Schnittes  8i  in 

einem  Blatte  ^g  der  Kugelfläche   ein  für  allemal  so  ausgeführt,  dal& 
wir  jeden  Punkt  X   desselben   mit   seinem   Gegenpunkte  q  durdm^ 
einen  unendlich  dünnen  Faden  yerbinden  und  festsetzen,  daJj9  der  Über — 
gang  von  X  nach   q  oder  umgekehrt  auf  diesem  Faden  zu  geschehecx. 
habe.    Wir  erhalten  auf  diese  Weise  ein  neues  System  von  n  Kugel- 
schalen,  in  welchen  alle   und    nur   die    Schnitte   SB^'^SS^^^   noch    offen 
sind,  für  welche  die  zugehörigen  Entwickelungen  Ug{W^)  nicht  nach 
ganzen,  sondern  nach  gebrochenen  Potenzen  des  zugehörigen  Linear 
faktors  fortschreiten. 

Es  sei  nun  etwa  die  kritische  Stelle  W^^js  =  a^^  so  beschaffen,  dab 
zu  ihr  a  konjugierte  Entwickelungen  gehören,  welche  nach  Potenzen  Yon 

(ß  —  OqY  fortschreiten,  und  der  Einfachheit  halber  sei  die  Zuordnung 
der  Reihen  fii,  t^, . .  .,Un  zu  den  Blättern  ^,  ^,  • . .;  ^  so  gemacht^ 
dals  die  a  ersten  Potenzreihen  Wi(95^^^),  «^(SS^^O^  •  •  •;  **«(®^^0  J®^®  * 
konjugierten  Reihen  sind,   und   daJj9  von  ihnen  allgemein  tii(83^^))  in 

tii-{.i(95(*))  übergeht,  wenn  (0  —  a^Y  durch  ©(jet  —  a^Y  ersetzt  wird,  Ist 
dann  wieder  t^  die  zu  93^^)  f&r  alle  n  Blätter  gehörende  beliebig  klein 
anzunehmende  Begrenzung  und  S^  der  ihnen  allen  zugehörige  Schnitt 
S3(^)93(^),  so  ist  dieser  für  die  a  ersten  Blatter  noch  nicht  beseitigt^  da 
hier  die  Entwickelungen  nicht  nach  ganzen  Potenzen  von  z  —  a^  fort- 
schreiten, und  wir  wollen  untersuchen,  in  welcher  Weise  sich  jetzt 
Ui(^)  ändert,  wenn  der  Punkt  ^  im  ersten  Blatte  jenen  Schnitt  von 
einem  Punkte  X  auf  der  linken  Seite  desselben  nach  einem  gegenüber- 
liegenden Punkte  Q  auf  der  rechten  Seite  überschreitet. 

Es  sei  wieder  S^  ein  den  Punkt  93^^^  und  den  Begrenzungskreis  \ 
umgebender  Kreis,  innerhalb  dessen  alle  a  Reihen  Wi(95^^^), . . .,  fii(8S^^^) 
konvergieren.  Wählen  wir  dann  wieder  jene  beiden  Gegenpunkte 
iimerhalb  des  durch  (S^  und  f^  gebildeten  Ringes,  so  multipliziert  sich, 
wie   oben  bewiesen,   bei   einer  Umkreisung   des   Punktes   93^^)   von  l 

r 

nach  Qy  also  in  positivem  Sinne,  jedes  Glied  hrie  —  a^^  allgemein 
mit  (o^j  jene  Reihe  Uj^{X)  geht  daher  in  die  Reihe  u^{}^  über,  es  wird 
also  fiir  alle  innerhalb  jenes  Kreises  gelegenen  Gegenpunkte  ^((>)==»tis(it), 
und  genau  ebenso  wie  vorher  beweist  man,  daJj9  dasselbe  für  alle 
Punkte  des  ganzen  Schnittes  S^  =  93(^)93(<^)  der  Fall  ist    Ebenso  beweist 
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man,  dab  in  dem  zweiten  Blatte  ti^  ((»)  » tig  (A)  wird  u.  s.  w.,  und  daüs 
endlich  in  dem  af^  Blatte  die  Fmiktionswerte  Ua(Q)  für  alle  auf  der 
rechten  Seite  von  8^  liegenden  Punkte  identisch  sind  mit  den  Werten  u^{k), 
welche  %($)  anf  der  linken  Seite  jenes  Schnittes  annimmt.  Es  ist 
also  fBr  je  zwei  Gegenpunkte  A  und  q  an  den  a  kongruenten  Schnitten  8^ 

in  den  Blattern  fti,  fit>  •  •  •>  ^* 


tta-l(p)=Ua(A), 


Um  also  einen  stetigen  Zusammenhang  der  zu  u(^)  gehörenden 
Fmiktionswerte  beim  Übergange   über  diesen   Schnitt  8^   zu  erhalten, 
müssen  wir  jetzt  nicht  den  Schnitt  S^  im   ersten  Blatte  wieder  auf- 
heben, indem  wir  jeden  Punkt  q  desselben  mit  seinem  Gegenpunkte  l 
in  demselben  Blatte  durch  einen  unendlich  dünnen  Faden  verbinden, 
Bondem  wir  verbinden  jeden  Punkt   q  des  ersten  Blattes  mit  seinem 
ßegenpunkte  X    im   zweiten  Blatte   durch   einen    unendlich    dünnen 
Faden;  ebenso  verbinden  wir  jeden  Punkt  q  auf  der  rechten  Seite  von  8^ 
im  zweiten  Blatte   mit  seinem   Gegenpunkte   X   auf  der  linken  Seite 
Ton  B|  im  dritten  Blatte,  und  fahren  in  derselben  Weise  fort,  bis  wir 
aOe  Punkte  q  des  Schnittes  8^  im  (a  —  1)*^  Blatte  mit  ihren  Gegen- 
pimkten   l  im  a**^  Blatte   durch  Fäden  verbunden   haben.      AlHdann 
mfissen  wir  endlich  alle  Punkte  q  auf  dem  rechten  Ufer  von  8^  im 
letzten,  dem  a*^  Blatte,  mit  ihren   Gegenpunkten   X  auf  dem  linken 
Ufer  des  ersten  Blattes  durch  unendlich  dünne  Fäden  verbinden.    Diese 
letzte  Verbindung  durchsetzt  allerdings  die  früher  gemachten  Yerbin- 
dongsfaden  der  vorigen  Blätter;  wir  denken  uns  aber  jene  Verbindung 
ein  für  alle  Male  so  gemacht,  dals  eine  solche  Durchsetzung  immer 
mögiieh  ist,  dalis  also  jene  letzten  Fäden  an  den  vorher  gezogenen 
vorübergefBhrt  werden,  und  wir  setzen  auch  hier  fest,  dafs  ein  Über- 
gang von  einem  Punkte  q  des  einen  Blattes  zu  einem  Punkte  X  eines 
snderen  Blattes  nur  dann  möglich  ist,  wenn  man  sie  auf  einem  der 
Verbindungsfäden  bewerkstelligen  kann.    Alsdann  kann  man  von  jedem 

Punkte  Q  von  Sti  nur  zu  einem   Gegenpunkte  X  von  ^,4.1  und  ebenso 

von  jedem  Punkte  X  von  ß,-  zu  dem   Gegenpunkte  q  von  S,— 1  über- 
gdien,  während  in  gleicher  Weise  der  einzige  mögliche  Übergang  von 

dem  rechten  Ufer  von  8^  in  Jt«  nur  zu  dem  linken  Ufer  von  8^  in  ß^ 
möglich  ist    Denkt  man  sich  jene  a  Blätter  nun  in  dieser  Weise  zu- 
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sammengeheftet,  und  werden  die  Funktionswerte  von  Ui(^), . . .,  Wa(^) 
auf  ihnen  ausgebreitet,  so  erkennt  man,  dals  sich  nunmehr  diese 
Werte  auch  über  den  Schnitt  ^^  in  stetiger  Weise  fortsetzen,  dals 
man  jetzt  also  auch  diesen  Schnitt  wieder  beseitigen  kann,  nachdem 
man  die  n  Blatter  in  der  angegebenen  Weise  zusammengeheftet  hat 

Es    seien   nun  jene   n    wie    vorher    zerschnittenen    Eugelflachen 

SiifS^f  -">^n  gegeben;  dann  können  wir  jeden  der  h-n  Schnitte  8  in  jenen 
Blättern  fortlassen,  nachdem  wir  längs  derselben  die  Flachen  in  der 
richtigen  Weise  zusammengeheftet  haben.     In  der  That  gehört  jeder 

solche  Schnitt  8/  in  einem  Blatte  $^  zu  einer  Reihe  Ug(ß^*^)]  schreitet 
nun  diese  Reihe  nach  ganzen  Potenzen  fort,  so  heften  wir  jeden 
Punkt  Q  auf  der  rechten  Seite  jenes  Schnittes  mit  dem  Gegenpunkte  X 
auf  dem  linken  Ufer  desselben  Schnittes  durch  einen  unendlich 
dünnen  Faden  zusammen  und  lassen  alsdann  den  Schnitt  fort    Schreitet 

dagegen  Ug{^^^)  nach  Potenzen  von  (js  —  a^y  fort,  so  koincidieren  die 
f\mktionswerte  u^((>)  in  allen  Punkten  auf  der  rechten  Seite  des 
Schnittes  8,  mit  den  Werten  w/(A)  für  die  entsprechenden  Gegen- 
punkte auf  der  linken  Seite  jenes  Schnittes  in  einem  ganz  bestimmten 

anderen  Blatte  JK/,  und  alsdann  denken  wir  uns  jeden  Punkt  q  von  Stg 

mit  seinem  Gegenpunkte  k  von  S^  in  gleicher  Weise  unter  Durch- 
setzung der  die  dazwischen  liegenden  Kugelschalen  verbindenden  Faden 
durch  unendlich  dünne  Fäden  verbunden.  In  dieser  Weise  erhalten 
wir  für  jeden  Schnitt  in  jedem  Blatte  eine  Zusammenhefbung  längs 
desselben,  so  dafs  nun  über  ihn  hinaus  stets  ein  kontinuierlicher  Über- 
gang in  dasselbe  oder  in  ein  eindeutig  bestimmtes 
anderes  Blatt  sich  ergiebt,  mag  man  nun  jenen 
Übergang  vom  rechten  zum  linken  oder  vom 
linken  zum  rechten  Ufer  machen.  Die  Punkte  ^^ 
auf  einer   solchen   Übergangslinie,   längs   deren 

z.  B.  das   rechte  Ufer   von   S»  mit    dem   linken 

von  fii-i-i  zusammengeheftet  sein  möge,  unter-  - 
scheiden  sich  von  den  übrigen  Punkten  der  — 
einzelnen  Kugelflächen  nur  durch  den  unwesent — 
liehen  Umstand,  dafs  von  ihrer  Umgebung  die^ 
eine  Hälfte  zu  der  Kugelfläche  fi/,  die  andere  zu  der  darunter  liegen — 

den  Fläche  ^,-|-i  gehört. 

Sind  die  Blätter  dann  längs  der  nh  Übergangslinien  8  aneinander 
geheftet,  so  erhält  man  eine  kugelförmige,  aus  n  Blättern  bestehende 
Fläche,  deren  Blätter  nun  aber  nicht  mehr  getrennt  verlaufen^  sondern 


1'/  =: 
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eben  längs  jener  Übergangslinien  8  miteinander  zusammenhangen  können; 

und  zwar  hangen  fOr  jede  Potenzreihe  u(^),  welche  nach  Potenzen  Ton 
i_ 

(jf  —  a^y  fortschreitet,  genau  a  und  nur  a  jener  Blatter,  ft,-^,  Ä/^, . .  ,  Ä,-  , 
in  der  Weise  zusammen,  dals  man  bei  fortgesetzter  Umkreisung 
des  Punktes  ^  im  positiven  Sinne  der  Reihe  nach  aus  ^t^  nach  ^^ 
fij,; ' '  'j  ^a  ^^^  ^^^  üBdi  a-maliger  Umkreisung  wieder  nach  ß,-^  zurück- 
gelangt Ein  solches  Aggregat  Ton  n  Kugelflächen,  welche  nach  diesem 
durch  die  Natur  der  Funktion  u  und  in  zweiter  Linie  auch  durch  die 
Wahl  der  Schnitte  8  vollständig  bestimmten  Gesetze  zusammengeheftet 
sind,  nennt  man  eine  „Biemannsche  Kugelfläche%  und  sie  möge 
im  folgenden  einfach  mit  91  bezeichnet  werden.  Auf  ihr  läfst  sich, 
wie  eben  bewiesen  wurde,  die  analytische  Funktion  u  in  der  Weise 
fortsetzen,  daJs  die  sämtlichen  Werte,  die  u  für  alle  endlichen  oder 
unendlichen  Werte  von  e  annimmt,  eindeutig  ausgebreitet  sind  und 
sich  überall  stetig  aneinander  schlielsen,  mit  Ausnahme  derjenigen  in 
eadhcher  Anzahl  auftretenden  Punkte,  für  welche  u  unendlich  grofs  wird. 

§5. 

Im  vorigen  Abschnitte  haben  wir  gezeigt,  dals  alle  bis  jetzt  be- 
trachteten Punkte  ^  der  Biemannschen  Kugelfläche  91  in  Bezug  auf 
ihre  nächste  genügend  kleine  Umgebung  genau  denselben  Charakter 
baben,  wie  die  Punkte  einer  einfachen  Kugelfläche.  Dieselbe  besteht 
nämlich  stets  aus  allen  Punkten  einer  kleinen  Kugelcalotte,  deren 
Mittelpunkt  ^  ist,  und  welche  sich  im  allgemeinen  ganz  in  einem  der 
n  Blätter  befindet;  nur  für  die  Punkte  der  Übergangslinien  liegt  jene 
Calotte  zur  Hälfte  in  einem,  zur  Hälfte  in  dem  mit  ihm  verbundenen 
Blatte;  dies  ist  aber  für  das  Weitere  völlig  gleichgiltig. 

Etwas  anders  gestaltet  sich  aber  die  Umgebung  derjenigen  Punkte, 
welche  am  Anfang  und  am  Ende  einer  solchen  Übergangslinie  liegen, 
md  diese  müssen  wir  noch  etwas  genauer  betrachten.  Es  sei  3)SBo  =  8 
ein  solcher  Schnitt,  längs  dessen  Bändern  nach  der  Zusammenheftung 

a  Blätter,  etwa  ft^,  S^, .  . .,  Sa,  zusammenhängen.  Es  seien  von  vorn- 
herein die  beliebig  klein  zu  machenden  Begrenzungskreise  I  und  Iq  um 
8  und  iBo  in  allen  jenen  Blättern  unendlich  klein  gemacht,  und  dann 

das  rechte  Ufer  von  S^  mit  dem  linken  von  S^  ^^gs  ^^o  ganzen 
Schnittes  von  93  bis  iB^  zusammengeheftet,  und  das  Entsprechende  für 
die  übrigen  Blätter  durchgeführt.  Dann  sieht  man  leicht,  dafs  die 
Umgebung  von  93,  d.h.  die  Gesamtheit  aller  Punkte  von  91,  deren 
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auf  9t  gemeasene  Eutfemnng  von  S  beliebig  klein  iai,  in  diesem  Falle 
keinesw^  eine  einblättrige  einfacbe  Engelcalotte  ist  Sie  ist  nelm^ 
ofFenbar  eine  kleine  Schranbenfläcbe  von  sehr  kleiner  Steigang,  welche 
sich  in  a  vollen  Gängen  nm  SB  hemm  windet,  nnd  deren  Ende  dann 
anter  DnrchBetznng  aller  anderen  Windungen  in  den  A-nfjur'g  Earfl<^- 
kehrt 

Denken  wir  ans  aof  dem  kleinen  Ereiscylinder  in  Fig.  15  eine  Spirale 
gezogen,  welche  nach  a  Windungen  wieder  in  ihren  Anfang  snrackläofl^ 
nnd  projizieren  wir  sie  von  einem  Pnnkte  SB  der  Cylinder- 
achae  ans,  so  wird  durch  die  Bewegimg  des  Projektionfl- 
Btrables  eine  Fläche  beschrieben,  welche,  falls  der 
Gelinder  klein  ist  nnd  die  a  Windungen  einander  sehr 
nahe  liegen,  ein  Bild  der  Umgebung  eines  solchen 
Punktes  93  aof  der  Biemamuchen  Fläche  91  ei^ebt  Der 
einzige  Unterschied  besteht  darin,  dab  es  nicht  eine 
kleine  Spirale  Ton  a  Windungen,  sondern  ein  System 
von  a  sehr  nahen  Kreisen  ist,  Ton  denen  jeder  mit  dem 
folgenden  dorch  kleine  Ubergangslinien  rerbnnden  ia^ 
nnd  welche  Ton  einem  Funkte  EB  der  Achse  projiziert 
werden  (s.  d.  Fig.  16).  Jedoch  erkennt  man  sofort,  daGi  die  eiste  kleine 
Fläche  in  die  zweite  durch  eine  ganz  einfache  Deformation  ÜbergefOhrt 
werden  kann. 

Einen  solchen  Punkt  der  Eugelflsche  9t,  dessen  Umgebung  keine 
ein&che  Calotte,  sondern  eine  mehrblättrige  Schrsubenfläohe  ist,  woUa 
wir  einen  Windnngspnnkt  oder  Verzweigaugs- 
pnnkt  der  FUche  91  nennen  und  im  fönenden  durch  S! 
bezeichnen;  und  zwar  soll  £8  ein  a-blättriger  Yerzwei- 
gaugspunkt  oder  ein  Verzweigungspunkt  der 
(o  —  1)*"  Ordnung  heÜsen,  wenn  die  Umgebong  eine 
Schraubenfläche  von  a  Gängen  ist,  wenn  also  in  8}  a  onter 
den  »  Blättern  von  9t  zusammenhängen.  Bei  einem  Yer- 
zweigungaponkte  (a  —  1)*"  Ordnung  ÜB  kehrt  ein  Ponkt 
seiner  Umgebung  erst  nach  a-maüger  Umkreisung  von  8 
Fl«,  le.  in  seine  An&ngslage  zorQck.  Nach  dieser  Definition 
kann  ein  gewöhnlicher  Punkt  $g  der  Eugelfläche  aach 
als  ein  Terzweigungepunkt  noUter  Ordnung  angesehen  werden,  da  hi«' 
ein  Punkt  $  der  Umgebung  von  $„  schon  nach  einmaliger  Umkreisong 
von  $0  in  seine  Anfangslage  zurückkehrt. 

Wir  müssen  endlich  noch  die  Endpunkte  0°)  dieser  Schnitte  SBÜBt*) 
untersuchen,  welche  alle  dem  willkürlich  aber  fest  angenommenen 
regulären  Werte  (e  =  ß^)  entsprachen.     Ich  behaupte  nun,  data  i 
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Werte  n  einfache  reguläre  Punkte  ^f,  ^f >, . . .,  5ßW  von  91  entsprechen, 
deren  Umgebungen  sämtlich  kleine  Kugelcalotten  sind.    Der  einzige, 
aber   ganz   unwesentliche  unterschied   ist   der,   daüs   eine   solche  Um- 
gebung nicht  in  einem  einzigen  Blatte  oder  in  zwei  Blättern  zu  liegen 
braucht,  sondern  auch  sehr  wohl  mehreren  yerschiedenen  Blättern  an- 
gehören kann,  je  nach  der  Natur  der  Schnitte,  welche  ihren  gemein- 
Bamen  Endpunkt  gerade  in  diesem  Punkte  ^<^)  haben.    In  der  That, 
es  sei  85^®)  einer  der  zu  (z  =  ß^   gehörigen  regulären  Punkte  von  Jft, 
und  $  sei  ein  beliebiger  Punkt  seiner  Umgebung.    Da  (g  —  ß^)  eine 
reguläre   Stelle  ist,  so  ändern  sich   die  Werte  von  u(^)  in  der  Um- 
gebung von  S8^®^  stetig  und  sind  von  den  (n  —  1)  konjugierten  Werten 
um  endliche  GhroJsen  verschieden,  welche  den  genau  unter  bzw.  über  ^ 
liegenden  Punkten  entsprechen.   Denkt  man  sich  nun  den  Punkt  ^  auf  fSt 
einmal  um  ^^  herumgeführt,  so  tritt  jener  Punkt  jedesmal  in  ein  neues 
Blatt  ein,  wenn  er  einen  der  vorher  betrachteten  Schnitte  iBiBo  über- 
schreitet, welcher  seinen  Endpunkt  gerade  in  diesem  Punkte  SBq  hat. 
So  wird  $  bei   seiner  Umkreisung  im  allgemeinen  in  mehrere  Blätter 
ein-  und  wieder  aus  ihnen  heraustreten,  aber  bei  dem  ganzen  unendlich 
kleinen  Wege  um  85^®)  herum  unterscheidet  sich  m(^)  von  w(S8^®))  um 
onendUch  wenig,  d.  h.  bei  jener  ganzen  Umkreisung  ändert  sich  der 
Wert  von  u(^)  um  unendlich  wenig,  wahrend  er  sich  von  allen  (n—  1) 
konjugierten  Wurzeln  um  endliche  Ghrölsen  unterscheidet.    Nach  einer 
einmaligen  Umkreisung  von  93^^^  mufs  also  ^  notwendig  in  seine  An- 
&ngslage  zurückkehren,  denn  u(^)  kann  nur  einen  der  n  konjugierten 
Werte  annehmen,  darf  sich  aber  andererseits  nur  um  unendlich  wenig 
bei  jenem  Umlaufe  ändern,  und  dies  ist  dann  und  nur  dann  der  Fall, 
wenn  ^  nach  einem  einmaligen  Umlaufe  in  seine  Anfangslage  zurück- 
kehrt, wenn  also  S5<®^  ein  regulärer  Punkt  der  Fläche  SR  ist. 

So  hat  sich  gezeigt,  daCs  die  ganze  Fläche  91  aus  lauter  regulären 
Paukten  besteht,  mit  einziger  Ausnahme  einer  endlichen  Anzahl  von 
Yerzweigungspunkten 

in  deren  jedem  gewisse  Blätter  der  Kugelfläche  zusammenhängen.    Zu 

jeder  endlichen  oder  der  unendlich  fernen  Stelle  (z  =  a)  gehört  jetzt 

nicht  ein  Punkt,  sondern  im  allgemeinen  n  sogenannte  konjugierte 

Punkte 

nrif     Vif  •  '  '>  i^» 

der  Biemannschen  Fläche,  welche  genau  unter  einander  liegen,  und 
ebenso  wie  firüher  durch  Projektion  des  Punktes  {0  =  a)  auf  der 
Horizontalebene  vom  Südpole  der  Kugelfläche  aus  gefunden  werden. 
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Nur  in  dem  Falle  ist  die  Anzahl  der  untereinander  liegenden  kon- 
jugierten Punkte  kleiner  als  n,  wenn  einer  oder  mehrere  unter  ihnen 
Yerzweigungspunkte  sind.  Gehören ;  um  gleich  den  allgemeinsten  Fall 
zu  nehmen^  zu  einem  Werte  (g^a)v  verschiedene  Punkte  $u  ^;  •  •  .^  $y 
der  Kugelfläche,  in  denen  bzw.  iL^,  A^, . . .,  iL,  Blatter  derselben  zu- 
sammenMngen,  so  ist  stets 

^i  +  ^  +  -'  +  ^^n. 

Zu  jedem  regulären  Punkte  %  von  91  gehört  ein  eindeutig  be- 
stimmtes Funktionenelement 

welches  nach  ganzen  Potenzen  des  zugehörigen  Linearfaktors  (is  —  a^) 
fortschreitet  und  eine  der  Wurzeln  u  fEir  alle  Punkte  ^  von  91  in 
endlicher  Umgebung  von  ^q  darstellt.  Nur  für  gewisse  unter  diesen 
Punkten  beginnt  u($o)  ^^^  einer  endlichen  Anzahl  negativer  Potenzen 

von  (^  — ffo)- 

Ist  dagegen  SS  (;ef  =  /S)  ein  Verzweigungspunkt  der  (a  —  1)*^  Ord- 
nung oder  ein  a- blättriger  Yerzweigungspunkt,  so  gehört  zu  ihm  eine 
Potenzreihe: 

welche  nach  ganzen  Potenzen  von  (e  —  ß)'  fortschreitet,  und  ihr  ent- 
sprechen genau  a  konjugierte  Reihen 

«,(»),      U,(S8),...,«a(»), 

welche  aus  Wi(SS)  dadurch  hervorgehen,  daJs  man  {z  —  ßY  durch  seine 
a  konjugierten  Werte 


a 


{z-ß)\     to{z-ßy,    a,\e-ßy,...,a><'-^ig-ßy 

ersetzt;  oder  welche  aus  t«i(93)  dadurch  hervorgehen,  daCs  der  betrachtete 
Nachbarpunkt  den  Punkt  SS  einmal,  zweimal, . . .,  (a  —  1)  mal  umkreist 
Jene  a  Beihen  stellen  hier  also  zusammengenommen  die  a-bBttrige 
Umgebung  von  SS  in  genau  derselben  Weise  dar,  wie  für  einen  r^u- 
laren  Punkt  die  Funktionswerte  der  einblättrigen  Umgebung  durch  ein 
einziges  Funktionenelement  dargestellt  werden. 


Achte  Vorlesung. 

Die  rationalen  Funktionen  91  (Wj ,  .  .  • ,  t*^)  der  n  Gleichnngß wurzeln.  —  Umläufe 
und  Substitationen.  —  Die  Substitutionsgrappen.  —  Die  Bedingungen  dafür,  dafs 
eine  Funktion  12 (u^,  .  .  -,  u„)  eine  rationale  Funktion  von  e  ist.  —  Zusammen- 
hängende und  nicht  zusammenbängende  Riemannscbe  Eugelfläcben.  Irreduktible 
und  reduktible  Gleichungen.  —  Durch  eine  irreduktible  Gleichung  wird  eine 
einzige  analytische  Funktion  definiert.  —  Der  Körper  K{z,  u).  —  Die  auf  der 
Riemannschen   Fläche   regulären   analytischen   Funktionen   sind   die  Funktionen 

des  Körpers  K(z^  u)  und  keine  anderen. 

§  1. 

Die  Ergebnisse  der  siebenten  Vorlesung  zeigten,  dafs  die  Potenz- 
reihen 

welche  die  n  Wurzeln  der  Gleichung  /"(w,  jßr)  —  0  in  der  Umgebung 
einer  beliebigen  regulären  Stelle  (0  «=  a^)  darstellen,  bzw.  über  die 
n  Blatter  _       _ 

der  Riemannschen  Kugelfläche  fft  eindeutig  fortgesetzt  werden  können, 
80  dals  Ui,  u^, . ,  .,Un  für  jede  reguläre  und  kritische  Stelle  (z  «  a) 
eindeutig  bestimmte  Reihen  sind,  die  nach  ganzen  bzw.  nach  ge- 
brochenen Potenzen  von  z  —  a  fortschreiten,  und  alle  für  einen  end- 
liehen Bereich  ,    ^ 


tonvergieren.    Dasselbe  gilt  also  auch  von  jeder  beliebigen  rationalen 
Funktion  ^ ,  v 

der  n  Wurzeln.  Wir  haben  auf  S.  26  bereits  spezielle  Funktionen 
dieser  Art,  nämlich  die  symmetrischen  Funktionen  der  n  Wurzeln, 
antersucht  und  nachgewiesen,  dafs  sie  rationale  Funktionen  von  0  sind. 
Damit  aber  eine  rationale  Funktion  der  Gleichungs wurzeln  eine  rationale 
Funktion  von  e  sei,  ist  im .  allgemeinen  keineswegs  erforderlich,  da(s 
sie  symmetrisch  sei,  d.  h.  durch  keine  Permutation  der  Wurzeln  eine 
Änderung  erÜEihre;  es  ist  vielmehr  nur  nötig,  dafs  sie  bei  gewissen, 
von   der  Natur  der  Fläche  91  abhängigen  Permutationen   ungeändert 
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bleibe.    Zu  der  aUgemeinen  Losung  dieser  Aufgabe  fOhren  die  folgen- 
den Betrachtungen: 

Läfst  man  die  unabhängige  Variable  z  von  der  Stelle  (g  —  a^  zu 
einer  Stelle  {z  —  a)  einen  beliebigen  Weg  s  beschreiben,  welcher 
aber  durch  keinen  kritischen  Punkt  hindurchgehen  soll,  und  setzt  man 
auf  ihm  die  n  Funktionenelemente  u^^^y . . .,  u^^^  simultan  fort,  so  ent- 
sprechen dem  Wege  s  Ton  z  n  kongruente  ^  genau  untereinander  liegende 
Wege  s^y  s^, . . .,  Sn,  die  von  den  n  Anfangspunkten  ^^\  . . .,  ^^^  aus 
bis  zu  den  n  ebenfalls  genau  untereinander  liegenden  Endpimkten 
gehen^  welche  zu  dem  Endwerte  (js  =  a)  gehören,  um  die  Beziehung 
zwischen  den  (n  + 1)  Wegen  5,  5i,..., s»  deutlicher  zu  übersehen, 
umgeben  wir  die  Biemannsche  Flache  91  mit  einer  konzentrischen 
einblättrigen  Kugelfläche  St,  deren  Durchmesser  nur  wenig  groiser  ist, 
als  der  von  %  und  bUden  auf  ihr  die  sämüichen  Punkte  von  g  ab. 
Dann  liegen  die  zu  jedem  Punkte  p^^^  (e  »  o^)  von  St  gehörigen  konjugierten 
Punkte  ?ßf,  ^f^...,  ^2*^  von  SR  genau  unter  diesem  Punkte  p<»). 
LäCst  man  femer  z  einen  beliebigen  Weg  s  auf  R  beschreiben,  so 
entsprechen  ihm  die  n  zu  $  kongruenten,  genau  unter  8  liegenden 
Wege  Si,  s^f . , .,  Sn,  welche  in  den  n  Blättern  von  91  in  eindeutig 
bestimmter  Weise  verlaufen.  Betrachten  wir  speziell  einen,  etwa  den 
ersten  dieser  Wege  s^,  so  wird  dieser  zuerst  von  ^^'  aus  ein  Stück  in 

dem  ersten  Blatte  jt^  verlaufen,  kann  aber  dann  in  ein  bestimmtes 
anderes  Blatt  übergehen,  wenn  er  nämlich  im  ersten  Blatte  an  eine 
Übergangslinie  kommt.  Dann  kann  er,  eine  weitere  Übergangslinie 
überschreitend,  in  ein  drittes  Blatt  eintreten  u.  s.  w.,  bis  er  in  einem 
bestimmten  Punkte  ^,-^  des  ij^^  Blattes  endigt,  welcher  zu  dem  End- 
werte (e  «  a)  gehört,  so  daCs  also  bei  direkter  Fortsetzung  das  Anfenga- 
Clement  u^^  in  das  Endelement  Ui^  übergeführt  wird.  In  gleicher 
Weise  mögen  bei  dieser  Fortsetzung  die  zu  (js  =  a^  gehörenden  An- 
fancselemente 

<),      Hg»,...,«««) 

in  die  Endelemente 

übergehen,  welche  sämtlich  zu  (e  —  a)  gehören  und  alle  voneinander 
verschieden  sind,  da,  falls  z.  B.  Uf^  »  u,-^  wäre,  ein  und  dasselbe 
Endelement  Ui^  bei  Durchlaufung  des  umgekehrten  Weges  in  zwei 
verschiedene  Anfangselemente  u^^  und  u^^  überginge,  was  offenbar 
unmöglich  ist. 

Besteht    zwischen    den   n  Funktionenelementen  uf\  u^\  • . .,  u^^ 
irgend  eine  rationale  Gleichung 
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mit  rationalen  Funktionen  Ton  z  als  Koeffizienten^  so  bleibt  sie  erf&llt^ 
wenn  man  diese  n  Elemente  anf  irgend  einem  Wege  fortsetzt;  aus  ibr 
folgt  also  sofort  die  Ricbtigkeit  der  allgemeineren  Gleicbnng 

JS(u/„Ui„...,tt/J-0, 

wenn  dieses  wie  vorber  die  Endelemente  sind^  welcbe  zu  den  n  kon- 
gruenten Fortsetznngsbabnen  geboren. 

Es  sei  speziell  der  Weg  $  auf  Seine  gescblossene^  Ton  einer  beliebigen 
SteQe  (jf  =»  a)  ausgebende  und  wieder  dabin  zurücklaufende  Kurve. 
Dann  gehen  die  n  Elemente  Ui,  u^,-  -  >,  u»  in  die  Reiben  Uf^,  tii^j . .  .,Ui^ 
über,  welcbe^  abgesehen  von  der  Beibenfolge^  mit  jenen  überein- 
gtunmen.  Bei  jenem  Umlauf  s  der  unabhängigen  Yariabeln  erfahren 
also  die  n  Wurzeln  Ui,...,Un  eine  ganz  bestimmte  Substitution  8, 
welche  in  leicht  verständlicher  Bezeichnung  durch  die  Gleichung 

^  _  /l,  2, . . .,  n\     ^^^^  j^^^^  ^^^^^    ^ _  nc\ 

bezeichnet  werden  kann.  In  derselben  Weise  geht  offenbar  eine  be- 
liebige rationale   Funktion  R(ui,  i^, . .  ,,Un)    bei   jenem   umlaufe   in 

Umkreist  z.  B.  die  Variable  z  einen  Punkt  (e «»  ccq),  dem  auf  der 
Flache  91   ein   a-b^ttriger  Yerzweigungspunkt   SSa   und   sonst    lauter 

regolare  Punkte  entsprechen^  und  wo  etwa  die  a  ersten  Blatter  ^i; . . .;  ßa 
m  dieser  Reihenfolge  in  fßa  zusammenhängen^  so  geht  bei  dieser  Um- 
beisnng 

Ui,   Uf,.  .  .,  tta-l,  Ua      bzw.    in      tlj,   «3,  .  .  .,  tia,   Wj 

über,  während  alle  anderen  Wurzeln  ungeändert  bleiben;  die  zugehörige 
Permntation  ist  also  die  folgende: 

/l,  2,...,a— 1,  a,  a+l,...,n\ 
\2,  3, . . .,     a,     1,  a+1, . .  .,n/ ' 

solche   Yertauschung   ( ^'  q'  *     '  i  )   ^^^  ^  Elementen   wird  be- 

iamitlich  eine  cyklische  Substitution  derselben  genannt.  Jedem  von 
(ß  —  a)  ausgehenden  geschlossenen  Wege  s  entspricht  so  eine  eindeutig 
bestinimte  Substitution  5  für  die  n  Wurzeln,  welche  aus  der  Natur 
der  Eugelflache  91  unmittelbar  gefunden  werden  kann.  Stellt  man 
sich  also  vor,  dals  z  von  jenem  Anfangspunkte  aus  der  Reihe  nach 
alle  geschlossenen  Wege  beschreibt;  so  wird  nur  eine  endliche  Anzahl 


eine 
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Ton  ihnen  voneinander  yerschiedene  Substitutionen  der  n  Wnrzehi 
ergeben^  da  zwei  umlaufe^  zwischen  denen  kein  kritischer  Punkt  ent- 
halten ist,  dieselbe  Substitution  hervorbringen.    Es  seien 

1)  Si,     Sj,  . . .,  Sy 

alle    voneinander   verschiedenen   Substitutionen   der  Wurzeln ,   welche 

durch  die  Umläufe  von  e  hervorgebracht  werden  können,,  und 

die  zugehörigen  Wege  von  z  auf  der  einblättrigen  Eugelfläche  ft.  iSSsA 
man  dann  die  Variable  z  zuerst  den  Weg  $^  und  hierauf  den  Weg  ^  be- 
schreiben, so  erhält  man  einen  ebenfalls  geschlossenen  Weg,  der  durch  8^8^ 
bezeichnet  werde,  und  ihm  entspricht  eine  Substitution,  welche  eben- 
falls durch  8^8^  bezeichnet  und  das  Produkt  von  8^  und  8^  genannt 
werden  soU;  sie  entsteht  offenbar,  wenn  man  zuerst  die  Substitution  8^ 
und  nach  ihr  die  Substitution  8^  anwendet.     So  ist  z.  B.: 

^     ^       /l  2  3  4  5\    /l  2  3  4  5\       /l  2  3  4  5\ 
^^'^»'"U  4  1  3  5/    V5  4  3  2  1/       \4  2  5  3  1/' 

denn  es  geht  z.  B.  durch  5^  1  in  2,  durch  8^  2  in  4,  also  durch  8ßi 
1  in  4  über,  ebenso  geht  durch  /S^  2  in  4,  durch  5,  4  in  2  über, 
also  geht  durch  8^8^  2  in  2  über,  bleibt  also  ungeändert  u.b. w. 
Selbstverständlich  ist  bei  dem  hier  definierten  Produkte  zweier  oder 
mehrerer  Substitutionen  die  Reihenfolge  der  Faktoren  im  allgemeinen 
nicht  gleichgiltig,  wie  aus  der  Yergleichung  des  obigen  Produktes 
mit  dem  anderen: 

^   /l  2  3  4  5\/l  2  3  4  5\   /l  2  3  4  5\ 
^a-^^-Vö  4  3  2  l/\2  4  1  3  5/   \5  3  1  4  2/ 

hervorgeht.  Da  aber  zu  jedem  Umlaufe  s^s^  das  Produkt  8^8^  gehört^ 
so  mufs  dieses  auch  in  der  vollständigen  Tabelle  (1)  aller  zu  irgend 
einem  Umlaufe  gehörigen  Substitutionen  auftreten.  Man  erhalt  also 
den  folgenden,  für  die  Algebra  grundlegenden  Satz,  den  wir  hier 
wenigstens  kurz  hervorheben  wollen: 

Das  zu  allen  Umläufen  gehörige  vollständige  Substitutionen- 
system 8^yS^y,,.y8y  bildct  in  dem  Sinne  eine  sogenannte 
Gruppe,  daJjs  das  Produkt  von  zwei  oder  mehreren  unter  diesen 
Substitutionen  ebenfalls  in  der  Gruppe  enthalten  ist. 

Wir  beweisen  nun  den  folgenden  allgemeinen  Satz: 

Eine  rationale  Funktion  R  (u^y  u^y . .  -yUf)  der  n  Wurzeln  Ui 
gehört  dann  und  nur  dann  zu  dem  Körper  K{z)  der  rationalen 
Funktionen  von  Zy  wenn  sie  bei  jedem  Umlaufe  von  e  un- 
geändert bleibt. 
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Jede  lationale  Fnnktion  der  n  Wurzeln  kann  ja  in  endlicher  üm- 
gebnng  einer  beliebigen  Stelle  (xr  =  et)  in  eine  konvergente  Beihe  ent- 
wickelt werden,  welche  nach  Potenzen  von  z  ^  a  fortschreitet  nnd 
lidcIi8t0[iB  eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen  von  z  ^  a  enthält; 
endlich  kann  12  höchstens  eine  endlich  vieldeutige  Funktion  von  z  sein^ 
in  der  That  kommen  ja  dieselben  Eigenschaften  den  n  Wurzeln,  also 
ancli  jeder  rationalen  Funktion  derselben  zu.  Eine  solche  Funktion  12 
ist  aber  nach  einem  auf  S.  23  bewiesenen  allgemeinen  Satze  dann  und 
nur  dann  rational  in  z^  wenn  sie  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes 
ist,  deren  Entwickelung  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  (z  »  a)  nach 
ganzen  Potenzen  von  z  —  a  fortschreitet.  Damit  nun  diese  erste  Be- 
dingung erf&llt  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  sich  12  bei 
keinem  Umlaufe  von  z  andere.  Ist  diese  erste  Bedingung  erfüllt,  so 
gilt  aber  das  Gleiche  auch  von  der  zweiten;  in  der  That  kann  die 
Entwickelung  von  12  nur  dann  überhaupt  gebrochene  Potenzen  von 
i"  a  enthalten,  wenn  zu  dem  Werte  {z  ==  a)  mindestens  ein  Ver- 
zweigungspunkt der  Biemannschen  Flache  9t  gehört  Ist  das  aber  der 
Fall,  und  enthalt  die  Entwickelung  von  12  auch  nur  eine  gebrochene 
Potenz  i_ 

ei{z  —  ttfy 

deren  Exponent  —  ein  reduzierter  rationaler  Bruch  ist,  so  würde  bei 
einem  Umlaufe  um  den  Punkt  {is  »  a)  dieses  Glied  in  das  konjugierte 

-  (        ^—\ 

eifQ^iz  —  aY  \co=c  '*  / 

übergehen,  d.  h.  die  Beihe  12  würde  sich  gegen  unsere  Voraussetzung 
in  mindestens  einem  ihrer  Glieder  bei  jenem  umlaufe  andern.  Also 
müssen  bei  allen  jenen  Entwickelungen  alle  gebrochenen  Potenzen  von 
i—a  notwendig  fehlen;  ist  dies  aber  der  Fall,  so  ist  9i  wirklich 
rational  von  z  abhangig,  was  zu  beweisen  war. 

Eine  unmittelbare  Folge  dieses  allgemeinen  Satzes  ist  das  oben 
erwähnte  Theorem,  dafs  jede  symmetrische  Funktion  der  n  Gleichungs- 
worzeln  eine  rationale  Funktion  von  z  ist.  Dieser  Satz  geht  aber  viel 
weiter:  Da  jeder  Umlauf  um  eine  Stelle  {z  •=  cto),  der  einer  oder  mehrere 
der  Verzweigungspunkte  entsprechen,  nur  cyklische  Vertauschungen 
bei  denjenigen  Wurzeln  hervorbringt,  welche  dort  ineinander  über- 
gehen, 80  findet  man  leicht  ein  vollständiges  System  von  Substitutionen 

bei  welchen  eine  rationale  Funktion  B{u^y , ,  .,%i,)  ungeändert  bleiben 
mu£s,  damit  sie  rational  von  z  abhänge;  auch  dieses  System  bildet, 
wie  leicht  zu  sehen,  eine  Gruppe,  die  sogenannte  Gruppe  der  Gleichung 
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f{u^  z)  =>  0^  und  damit  ist  dann  eine  vollständige  Grundlage  f&r  die 
algebraische  Behandlung  dieser  Gleichung  gegeben.  Wir  wollen  jedoch 
auf  diese  Fragen  hier  nicht  naher  eingehen. 

§2. 

Wir  wollen  dieses  Resultat  benutzen^  um  auf  Ghrund  der  zugehörigen 
Eugelfläche  91  die  Frage  nach  der  Zerlegbarkeit  der  Funktion  f(u,  z) 
in  rationale  Faktoren  vollständig  zu  entscheiden.  Die  Flache  91  kann 
entweder  zusammenhängend^  d.  L  so  beschaffen  sein,  dals  man  auf  ihr 
fortgehend  von  jedem  ihrer  Punkte  $(^)  zu  jedem  anderen  Punkte  $ 
gelangen  kann^  oder  sie  kann  in  mehrere  zusammenhangende  Teile 
zerfallen^  welche  aber  untereinander  keine  Verbindung  haben.  Da  die 
einzelnen  Blatter  nur  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Yerzweigungs- 
schnitten  miteinander  verbunden  sind^  so  ist  die  Frage^  welche  Blatter 
miteinander  zusammenhangen^  welche  nicht^  in  jedem  Falle  leicht  zu 
entscheiden.  Zwei  solche  völlig  getrennte  Teile  können  aber  sehr  wohl 
so  ineinander  Uegen,  dafs  sie  nicht  voneinander  entfernt  werden  können. 
Besteht  z.B. die  ganze  Fische  aus  drei  Eugelschalen^  deren  erste  und  dritte 
längs  eines  oder  mehrerer  Yerzweigungsschnitte  aneinander  geheftet  sind, 
während  die  zweite  zwischen  beiden  liegt^  also  nicht  mit  ihnen  zusammen- 
hängty  so  durchsetzen  zwar  die  Schalen  ^  und  Stg  die  mittlere  Schale  St^ 
längs  jener  Schnitte;  aber  da  kein  Übergangsfaden  von  ^  bezw.  ^  zu  il| 
hinführt;   so   bilden   ^   und   (^  +  ^3)   zwei  getrennte  Teile  von  9L 

Es  möge  nun  9t  einen  zusammenhängenden  TeU  91^  besitzen, 
welcher  aus  ^  Kugelschalen  besteht,  und  es  sei  die  Bezeichnung  der 
Schalen  der  Einfachheit  wegen  so  gewählt,  daJs  dies  die  ft  ersten 
Schalen  ^,  ^, .  •  -^  ^/u  sind.  Sind  dann  t«^,  ti^, . . .,  ti^u  die  jenen  Schalen 
entsprechenden  ft  Wurzeln,  so  ist  jede  symmetrische  Funktion  derselben 

eine  Funktion  von  Zy  welche  bei  keinem  einzigen  Umlauf  der  Variablen 
geändert  wird.  Es  sei  nämlich  {z  =  a)  eine  beliebige  reguläre  Stelle 
auf  der  einblättrigen,  ^1, . . .,  ^^,  ^/i  +  i, .  • .,  $n  die  zugehörigen  Punkte 
der  n- blättrigen  Kugelfläche;  dann  entsprechen  jedem  Umlaufe  der 
Variablen  z  von  jener  Stelle  aus  auf  91^  ft  kongruente,  von  ^|, . . .,  $^ 
ausgehende  Wege,  welche  zu  ft  voneinander  verschiedenen  Punkten 
^ii> . . .,  ^i^.  zurückkehren,  die  auch  zu  5ßi, . . .,  ^/u,  •.•??«  gehören;  da 
aber  die  n  —  ft  letzten  Punkte  ^^4-1, . . .,  ^n  "^on  %^  aus  nicht  erreidi- 
bar  sind,  so  sind^,-^, . . .,  ^/  abgesehen  von  der  Ordnung  mit  ^i, . . .,  ^^ 
identisch.  Eine  symmetrische  Funktion  von  t^, . . .,  u^  bleibt  also  in  dar 
That  bei  jedem  Umlaufe  von  z  ungeändert  und  ist  demnach  notwendig 
eine  rationale  Funktion  von  z. 
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Bildet  man  nun  die  Gleichung: 

welcher  nur  diese  ersten  f»  Wurzeln  Ton  f(u,  0)  »  0  genügen,  so  sind 
auch  ihre  Eoeffiadenten  0.(0)  als  symmetrische  Funktionen  Ton 
Nj,it|y . .  .,Uft  rationale  Funktionen  von  e;  es  sind  also  diese  fi  ersten 
Wimehi;  welche  dem  zusammenhangenden  Teile  von  fSt  entsprechen, 
für  sieh  die  Wurzeln  einer  Gleichung  des  (i*^^  Grades  mit  rationalen 
Koeffizienten. 

Dies  ist  aber  auch  die  Gleichung  niedrigsten  Grades  mit  rationalen 
Koeffizienten,  der  eine  dieser  (i  Reihen  u^,  u^, . . .,  Uf^  genügen  kann. 
Es  besteht  nämlich  der  folgende  Satz: 

Eine  Gleichung  F(Uy  jer)  —  0  hat  dann  und  nur  dann  mit 
der  Gleichung  f  (u,  0)  —  0  eine  Wurzel  gemeinsam,  wenn  sie 
alle  anderen  Wurzeln  jener  Gleichung  ebenfalls  besitzt,  d.  h. 
wenn  jP(u,  e)  durch  f  (u,  0)  teilbar  ist. 

In  der  That,  ist  u  —  u^  eine  Wurzel  von  F(u,  z)  =  0,  so  ist  nach 
dem  auf  S.  61  bewiesenen  Satze 

F(u,  ^)  -  (u  -  mJ  J;(u,  Mj,  xr), 

wo  die  Koeffizienten  Ton  F^(ji)  ebenfiEdls  für  eine  endliche  Umgebung 
der  Stelle  [e  —  a^  konvergieren.  Setzt  man  nun  die  rechte  Seite 
auf  9l|  von  ^|  etwa  nach  ^^  fort,  so  bleibt  jene  Gleichung  giltig  und 
rie  geht  über  in  die  andere 

F{u,  z)  =  (ti-tij)  J;(m,  tij,  z), 

wdiche  zeigt,  dals  auch  die  von  u^  verschiedene  Beihe  u^  eine  Wurzel 
der  obigen  Gleichung  ist,  und  das  Gleiche  gilt  von  t«^, . . .,  u^.  Genau 
nach  der  auf  S.  62  benutzten  Methode  folgt  aber  daraus,  daGs  F{uy  z) 
durch  das  Produkt  der  ft  zugehörigen  Linearfaktoren  (u  —  U/)  teilbar, 
ih.  dals 

F{u,z)^{u-u;)...{u-u;)F{u,z)^]{u,z)F(u,z) 

ist,  und  der  zweite  Faktor  ist  notwendig  eine  rationale  Funktion  von  z^ 
weil  dasselbe  von  dem  ersten  gilt. 

Hieraus  ei^ebt  sich  sofort  der  wichtige  Satz: 

Eine  Gleichung  F{ui^jz)  -=  0,  welche  für  eine  Wurzel  u^ 
der  Gleichung  f  (t«,  xr)  »  0  erfüllt  ist,  bleibt  bestehen,  wenn  man 
fi^  durch  die  anderen  Wurzeln  U|,  t«^, . . .,  u^  jener  Gleichung 
ersetzt. 

bt  die  Funktion  jP(t«,  z)  von  niedrigerem  als  dem  ft^°  Grade,  so  kann 
sie  nicht  durch  f(u)  teilbar  sein,  wenn  sie  nicht  identisch  verschwindet; 
also  ergiebt  sich  als  EoroUar: 
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Ist  t«i  die  Wurzel  der  Gleichang  ft*^  Grades  f  (u)  =  0, 
so  genügt  sie  keiner  Gleichung  von  niedrigerem  als  dem 
fi*^  Grade  y  es  sei  denn^  dais  alle  ilire  Koeffizienten  identisch 
verschwinden. 

Eine  Funktion  von  u  heilst  irreduktibel  oder  unzerlegbar,  wemt 
sie,  wie  die  Funktion  f  (u,  z)  nicht  in  zwei  Faktoren  niedrigerer  Grad^ 
mit  rationalen  Funktionen  Ton  z  als  Koeffizienten  zerlegt  werden  kann^ 
sie  heilst  reduktibel  oder  zerlegbar,  wenn  sie  in  Faktoren  niedrigerer 
Grade  zerfällt.  Aus  unserer  Untersuchung  ergiebt  sich  also  der  Ton 
Puiseux  herrührende  Satz: 

Eine  Funktion  /*(u;  z)  ist  dann  und  nur  dann  irreduktibel, 
wenn  die  zugehörige  Riemannsche  Fläche  zusammenhängend  ist 

Diesem  stellt  sich  der  allgemeinere  Satz  an  die  Seite: 

Eine  Funktion  f(UyZ)  besitzt  genau  ebensoyiele  irreduk- 
tible  Faktoren,  wie  die  Anzahl  der  zusammenhängenden  Teüe 
beträgt,  aus  denen  die  zugehörige  Riemannsche  Fläche  besteht^ 
und  die  Blätterzahl  eines  jeden  solchen  Teiles  ist  gleich  dem 
Grade  des  zugehörigen  irreduktibeln  Faktors. 

Da  wir  nun  in  den  Stand  gesetzt  sind,  auf  rationalem  Wege  die  zu 
einer  Gleichung  f(u)  =  0  gehörende  Riemannsche  F^he  zu  konstruieren 
und  zu  bestimmen,  ob  sie  zusammenhängend  ist  oder  nicht,  so  sind 
wir  auch  imstande  zu  erkennen,  ob  eine  vorgelegte  Funktion  irreduktibel 
ist  oder  nicht,  und  im  letzteren  Falle  ihre  Zerlegung  in  irreduktible 
Faktoren  sofort  anzugeben.  Wir  können  daher  im  folgenden  auch 
stets  voraussetzen,  dafs  die  gegebene  Gleichung  f(u)  =  0  irreduktibel 
ist,  dafs  also  die  algebraische  Funktion  u  keiner  Gleichung  von 
niedrigerem  als  dem  n^°  Grade  mit  rationalen  Funktionen  von  z  als 
Koeffizienten  genügt,  und  diese  Voraussetzung  wollen  wir  für  die  Folge 
machen.  SoUte  sie  fQr  eine  vorgelegte  Gleichung  nicht  erfüllt  sein, 
so  wählen  wir  an  Stelle  der  letzteren  der  Reihe  nach  jeden  einzehten 
ihrer  irreduktibeln  Faktoren  und  fähren  für  diese  die  weiteren  Unter- 
suchungen durch. 

Wir  hatten  bis  jetzt  die  n  Wurzeln  w(?ßi),  u(^^), . . .,  w(^«)  einer 
Gleichung  n^^  Grades  als  Elemente  analytischer  Funktionen  betrachtet^ 
aber  noch  nicht  untersucht,  ob  sie  untereinander  zusammenhängende  ' 
Elemente  einer  einzigen  analytischen  Funktion  sind,  oder  ob  sie  etwa 
zu  verschiedenen  Funktionen  gehören,  ob  also  durch  eine  Gleichung 
f(u,  ;2r)  «=  0  eine  oder  mehrere  monogene  analytische  Funktionen 
dargestellt  werden.  Die  soeben  durchgeführten  Untersuchungen  beweisen  ' 
nun  die  Richtigkeit  des  folgenden  Puiseuxschen  Fundamentalsatzes: 
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Durch  eine  irreduktible  Gleichung  n*^^  Grades  f(Uy  ;ef)  =>  0 
wird  eine  einzige  analytische  Funktion  u  von  z  definiert^  und 
zwar  f&r  die  ganze  zugehörige  n- blättrige  Biemannsche  Kugel- 
flache  9t.  Durch  eine  reduktible  Gleichung  werden  so  viele 
verschiedene  analytische  Funktionen  definiert^  als  die  Anzahl 
ihrer  irreduktibeln  Faktoren  betragt. 

In  der  That  gehört  zu  einer  irreduktibeln  Gleichung  n^°  Grades  eine 
zusammenhängende  n-blättrige  Riemannsche  Eugelfläche^  in  der 
Weise,  dals  jedem  regulären  oder  Yerzweigungspunkte  ^  derselben  ein 
Fnnktionenelement  ti($)  eindeutig  entspricht.  Denkt  man  sich  also  fOr 
einen  beliebigen  regulären  Punkt  ^(^)  das  Element  u($(^))  gebildet ,  und 
daim  analytisch  fortgesetzt,  und  beachtet  man,  dafs  man  von  ^(^)  aus  jeden 
anderen  regulären  Punkt  ^  auf  91  erreichen  und  für  jeden  kritischen 
Punkt  ftlmlftTiTi  das  zugehörige  Element  eindeutig  bestimmen  kann,  so 
eigiebt  sich  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung. 

§3. 

Ist  die  Gleichung  n^°  Grades  f(u,  x?)  =  0  irreduktibel,  so  ist  die 
malytische  Funktion  u  auf  der  zugehörigen  Biemannschen  Eugel- 
fliche  St  eindeutig  und  bis  auf  eine  endliche  Anzahl  von  ünendlichkeits- 
itellen  auch  stetig.  An  diesen  Stellen  ^  beginnt  die  Entwickelung  des 
zugehörigen  Funktionenelementes  nach  ganzen  oder  (falls  ^  ein  Yer- 
zweigungspunkt  sein  sollte)  nach  gebrochenen  Potenzen  von  (is  —  a) 
wieder  nur  mit  einer  endlichen  Anzahl  negativer  Potenzen.  Wir 
wollen  daher  diese  Stellen  wieder  als  Pole  der  Funktion  u  bezeichnen. 

Zu  jeder  Stelle  ^^%   mag  sie  nun  eine  reguläre   oder  eine  Ver 
xweigongBstelle  sein,  gehört  ein  einziges  Funktionenelement: 

M(^(o))  =  ß,(;^-öror  +  CA+i(x?-ao)  "    +•••, 

welches  den  Wert  von  u  für  alle  Nachbarpunkte  ^  einer  genügend 
kleinen  Umgebung  von  ^^^^  eindeutig  definiert  Ist  ^(^^  regulär,  also 
die  Umgebung  ein  einblättriger  kleiner  Kreis,  so  ist  a  =  l,  die  Ent- 
wickelung schreitet  nach  ganzen  Potenzen  von  (js  —  ccq)  fort.  Ist  da- 
gi^en  ^^)  ein  a-blättriger  Yerzweigungspunkt,   so   schreitet  die  Ent- 

i_ 

Wickelung  nach  ganzen  Potenzen  von  (jsf  —  a)"  fort,  und  stellt  w(^) 
f&r  alle  Nachbarpunkte  ^  von  ^(^)  dar,  welche  auf  der  kleinen  a-  blättrigen 
Sehranbenflache  liegen,  die  in  diesem  Falle  die  Umgebung  von  ^^^) 
büdei.   Soll  femer  imigekehrt  ein  Element  v{^)  irgend  einer  analytischen 
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Fimktiont;  in  der  Umgebung  eines  a-blattrigen  YerzweigimgBpnnktes  ^^ 
eine  eindeuidge  Funktion  des  Ortes  ^  sein^  so  mnls  in  der  zagehSrigen 
Entwickelnng:  t  i^.i 

der  Generalnenner  h  aller  Exponenten  notwendig  gleich  a  oder  ein. 
Teiler  von  a  sein.  Läfst  man  nämlich  den  Punkt  ^  den  Mittelpunkt  ^^^ 
a-mal  umkreisen^  und  beachtet  dabei;  daüs  er  dadurch  wieder  in  seine 
Anfangslage  zurückkehrt^  so  folgt: 

r  r 

«(^0))  =  Zf.  (e  -  af  =  Zf.o«'-  (e  -  af, 
wenn  a^s^e  ^    ist;  also  muls  für  jeden  der  auftretenden  Exponenten  r 

also  wirklich  a  ein  Vielfaches  von  h  sein. 

Wir  steUen  uns  jetzt  die  umgekehrte  Aufgabe: 

Es  sei  u  eine  beliebig  gegebene  algebraische  Funktion, 
91  die  zugehörige  zusammenhangende  Eugelfläche.  Es  sollen 
alle  analytischen  Funktionen  gefunden  werden^  welche  auf  8t 
eindeutig  und  bis  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Polen  auch 
stetig  sind. 

Wir  fanden  früher^  dafs  die  Gesamtheit  aller  analytischen  Funktionen  Z^ 

welche    auf   der    einblättrigen    Eugelfläche    eindeutig  und  bis  auf 

endliche  Anzahl  von  Polen  auch   stetig  sind;  mit  dem  Körper  K(f) 

aller  rationalen  Funktionen  von  Z  identisch  ist.     Wir  werden  jetzt 

einen  Fundamentalsatz  beweisen^    welcher   eine    direkte    Erweiterung 

jenes  Theorems  auf  die  algebraischen  Funktionen  isi    Zu  dem  Zwecke 

erweitem  wir  den  früher  benutzten  Begriff  des   Körpers   folgender- 

malsen: 

Es  sei  u  eine   gegebene  algebraische   Funktion    von  i^ 

welche  durch  die  Gleichung 

/•(tt,  xr)  -  ti»  +  a„-i(^)M»-*  +  •  •  •  +  «0 W  —  0 

definiert  sein  möge.    Dann  bildet  die  Gesamtheit  aller  rationalen 

Funktionen  ^         ,      . 

c/  —  9  (u,  z) 

Yon  u  und  e  einen  Bereich^  welcher  der  zu  {z^  u)  gehörige 
Funktionenkörper  genannt  und  durch  j£'(jer;u)bezeichnetwerd€ii 
soll;  jede  solche  Funktion  {/soll  ein  Element  des  Körpers 
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heilseiL  Diese  Definition  und  alle  zunächst  zu  ziehenden 
Folgerangen  gelten  auch^  wenn  die  Definitionsgleichnng  für  u 
reduktibel  ist.  Wir  werden  aber  im  folgenden  nur  den  Fall 
einer  irreduktiblen  Gleichnng  in  Betracht  ziehen. 

Der  hier  definierte  Körper  K{gjU)  hat  wieder  die  Eigenschaft;  dafs 
man  ihn  niemals  yerlalst;  wenn  man  irgend  welche  von  seinen  Elementen 
durch  die  elementaren  Operationen  der  Addition,  Subtraktion,  Multi- 
plikation und  Division  yerbindet,  denn  die  Summe,  die  Differenz,  das 
Produkt  und  der  Quotient  Yon  zwei  rationalen  Funktionen 

Ton  u  und  g  ist  ja  wieder  eine  solche,  gehört  also  ebenfalls  dem 
Körper  K(0,  u)  an,  und  umgekehrt  kann  jedes  Element  des  Körpers 
aoB  den  beiden  Elementen  e  und  u  durch  genügend  oft  wiederholte 
Anwendung  jener  yier  Rechenoperationen  gebildet  werden. 

Alle  Elemente  des  Körpers  K(js,  u)  sind  auf  der  zu  u 
gehörigen  Riemannschen  Kngelfläche  eindeutige  und  bis  auf 
eine  endliche  Anzahl  yon  Polen  daselbst  stetige  analytische 
Funktionen. 

Dies  ist  für  u  bereits  bewiesen  und  für  z  selbstverständlich.  Nimmt 
man  aber  an,  daüs  zwei  Funktionen  ü  und  V  des  Körpers  jene  Eigen- 
schaften besitzen,  so  gilt  dasselbe  auch  yon  den  vier  analytischen 
Funktionen  i^ 

u+r,   u-v,  UV,  ^ 

(wobei  natürlich  der  Quotient  nur  dann  eingeführt  werden  darf,  wenn 
der  Nenner  nicht  identisch  Null  ist).  Da  nun  jede  Funktion  des 
Körpers  K(Uf  e)  auf  diesem  Wege  entsteht,  so  ist  unsere  Behauptung 
Tolls<»ndig  bewiesen. 

Die  soeben  gefundene  Eigenschaft  der  Funktionen  des  Körpers  ist 
aber  für  sie  charakteristisch;  es  besteht  nämlich  der  folgende  Fun- 
damentalsatz, durch  welchen  zugleich  die  oben  gestellte  Aufgabe  yoU- 
standig  gelöst  wird. 

Eine  analytische  Funktion  U  ist  dann  und  nur  dann  auf 
der  Kugelfläche  91  eindeutig  und  mit  Ausnahme  einer  end- 
lichen Anzahl  yon  Polen  auch  stetig,  wenn  sie  dem  Körper 
K{Zy  u)  angehört. 

Dab  diese  Bedingung  notwendig  ist,  damit  U  zu  K{z,  u)  gehöre,  folgt 
ans  der  soeben  bewiesenen  Eigenschaft  des  Körpers  K{0,u),  Um  zu 
zeigen,  dals  sie  auch  hinreichend  ist,  yerfahren  wir  folgendermafsen : 

Heni«!  n.  Landiberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  8 
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Es  sei  U  eine  auf  91  eindeutige  analytische  Funktion^  welche 
nur  eine  endliche  Anzahl  yon  Polen  besitzt;  dann  zeigen  wir  direkt, 
dafs  man  stets  n  solche  rationale  Funktionen 

bestimmen  kann^  daüs  identisch: 

ist;  damit  ist  offenbar  der  yerlangte  Beweis  vollständig  erbracht 

Es   seien   wieder  t^,  u^, , , ,,  Un  die  n  Reihen  für  u,   welche   zu. 
irgend  welchen  n  übereinander  liegenden  Punkten  $i;  $s;  •  -  -;  $«  ^^^  ^ 
gehören  und  die  dem  Werte  (js  —  a)  der  unabhängigen  Yariabeln  ent- 
sprechen mögen.     Soll  dann  die  angegebene  Darstellung  für  U  möglich 
sein^  und  sind  Ui,  Uf, . . .,  Un  die  n  Reihen,  die  CT  in  der  Umgebung 
jener  n  Punkte  darstellen;  so  müssen  die  zugehörigen  Werte  der  Eoe£S- 
zienten  Äi  den  n  Gleichungen  genügen: 

/jN  ?72  «  ^  +  Ä^u^  +  •  •  •  +  An-iu^-^ 

Un'=A^  +  ÄiUn  +  •  •  •  +  Än^iU^-^ 

da    sie    sich    als    rationale    Funktionen    nicht    ändern    dürfen,    wenn 

man  z.  B.  Ui  und  t^  simultan  in  U^  und  u^  überführt     Durch  diese 

n  Gleichungen  sind  die  Eoefüzienten  Äi(js)  eindeutig  bestimmt^  denn 

die  Determinante 

11     u.     w? . . .  W""^ 

ist  ja  gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  der  Gleichung 
f(u)  -"  0;  also  sicher  nicht  identisch  Null,  und  hieraus  folgt,  dab 
diese  Darstellung  auch  nur  auf  eine  einzige  Weise  möglich  ist  Die 
Grröfsen  jlj(jEr)  bestimmen  sich  aus  (1)  als  homogene,  lineare  Funktionen  yon 
üi,  U^,'",  Un,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  yon Ui,u^,...,Un 
sind;  sie  ergeben  sich  also  als  Funktionen  von  g,  welche  in  der 
Umgebung  jeder  Stelle  der  n- blättrigen  Eugelfläche  91  eindeutige  ana- 
lytische Funktionen  des  Ortes  $  sind  und  nur  eine  endliche  Anzahl 
yon  Polen  haben.  Man  zeigt  aber  leicht,  dafs  sie  auch  eindeutige 
Funktionen  yon  e  selbst  d.  h.  auch  auf  der  einblättrigen  Eugelfläche  $t 
eindeutig  sein  müssen.  Man  denke  sich  in  der  That  die  Koeffizienten  Ai 
aus  jenen  Gleichungen  bestimmt  und  lasse  hierauf  0  einen  beliebigen 
Umlauf  beschreiben.  Werden  durch  diesen  $1;  ^s;  *  •  •;  $«  ^^^-  ^ 
^h)  ^Hj ' ' '}  ^f'n  übergeführt,  so  stimmen  diese,  abgesehen  yon  der 
Reihenfolge,  mit  den  ursprünglichen  n  Punkten  überein;  dasselbe  gilt 
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auch  von  den  Reihen  «i,^,  W/,,  . . .,  w,-^  und  Z7/,,  U,-^, . . .,  Z7/^,  in 
welche  u^,  ti,, . . .,  w«  und  üi,  CTj, . , .,  Un  durch  jenen  Umlauf  über- 
gef&lirt  werden.  Angenommen  nun^  die  n  Koeffizienten  Aq,  ä^,  , . ,,  An 
gehen  bei  jenem  Umlaufe  in  A!q,  A[,  . , .,  An  über^  so  sind  diese  durch 
die  neuen  Gleichungen 

U,,^A^  +  A!,Uf,  + . . .  +  X-i<-', 
D;.  «  ^  +  A!,Uf,  +  '"  +  A!n-.iu7r\ 


-«—1 


ebenüalls  eindeuidg  bestimmt.  Da  diese  aber,  abgesehen  von  der 
Reihenfolge^  mit  den  vorigen  Gleichungen  für  A^,  A^, . . .,  An^i  über- 
emstimmen;  so  können  auch  die  aus  ihnen  sich  ergebenden  Werte 
ii;,ii;,...,^_i  von  den  vorigen  nicht  verschieden  sein.  Es  sind 
demnach  jene  Ghröfsen  eindeutige  analytische  Funktionen  von  g  allein, 
da  sie  durch  einen  beliebigen  Umlauf  dieser  Yariabeln  nicht  geändert 
werden,  und  da  sie  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Polen  besitzen,  so 
sind  sie  rationale  Funktionen  von  0,  was  zu  beweisen  war. 

Mit  denselben  Hilfsmitteln  können  wir^  wie  beiläufig  bemerkt 
werde,  eine  wesentliche  Erweiterung  unseres  Satzes  beweisen:  Es  sei 
K{Z)  die  Gesamtheit  oder  der  Körper  aller  analytischen  Funktionen, 
welche  auf  der  ganzen  einblättrigen  Kugelfläche  eindeutig  sind  und 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  aufserwesentlich  oder  wesentlich 
aingolären  Stellen  haben,  deren  Funktionenelemente  also  auch  für  eine 
endliche  Anzahl  von  Stellen  (js  =  a)  unendlich  viele  negative  Potenzen 
Ton  (z  —  a)  enthalten  können.  Dann  zeigt  man  genau  ebenso  wie 
Torher,  dab  alle  und  nur  die  analytischen  Funktionen 

U=A^  +  A^u  +  A^u^  +  '"  +  An-iu^-\ 

Ar  welche  die  n  Koeffizienten  At  dem  Körper  K(Z)  angehören,  auf 
der  n-blättrigen  Kugelfläche  91  eindeutig  sind  und  nur  eine  endliche 
Anzahl  wesentlich  oder  aufserwesentlich  singulare  Stellen  besitzen. 


8« 


Nennte  Vorlesnng. 

üntersnchnng  der  Gröfsen  des  Körpers  K(z^u).  —  Norm  und  Spur.  —  Darstellung 
aller  Gröfsen  von  K(ZyU)  durch  eine  Basis.  —  Die  zu  einem  Systeme  {rf^\...r}^^ 
gehörige  Matrix  und  ihre  Determinante.  —  Systeme  mit  der  Determinante  Null.  — 
Theorie  der  Matrizen;  Addition  und  Multiplikation  derselben.  —  Die  Elementar- 
systeme. —  Hauptsätze  über  die  reciproken,  die  koig^^^^  ^^^  ^®  komplemen- 
tären Systeme.  —  Beziehung  zwischen  zwei  Basissystemen  für  den  Körper  K{js^ «).  — 
Die  Unterkörper  von  K{z^u)^  die  zugehörigen  Biemannschen  Kugelflächen  und 

ihre  Yerzweigungspunkte. 

§  1. 

Nachdem  wir  uns  in  der  Yorigen  Yorlesimg  überzeugt  haben;  dals 
die  algebraischen  Funktionen  des  Körpers  K{Sy  u)  in  Bezug  auf  die  Bie- 
mannsche  Fläche  91  genau  dieselben  Eigenschaften  besitzen;  wie  die 
rationalen  Funktionen  des  Körpers  K{ß)  in  Bezug  auf-  die  einfoohe 
Kugelfläche  Jt;  wollen  wir  nun  die  Grröfsen  dieses  Körpers  K{ej  u) 
eingehend  untersuchen^  genau  ebenso,  wie  das  in  der  ersten  Vorlesung 
fdr  den  Körper  K{0)  geschah. 

Es  sei  U=  fpiSyU)  eine  beliebige  Gröfse  dieses  Körpers,  dann 
entsprechen  den  n  irgend  einer  regulären  Stelle  (je^  =  a)  zugehörigen  kon- 
jugierten Punkten  sr  sr  sr 

der  Biemannschen  Fläche  91  auch  hier  n  konjugierte  Funktionenelemente 

welche  den  Wert  von  TJ  für  eine  endliche  Umgebung  des  betreffenden 
Punktes  darstellen,  und  zwar  ist  allgemein: 

Wir  wollen  auch  diese  konjugierten  Funktionenelemente  kürzer  durch 

bezeichnen.  Dieselben  sind  wiederum  die  n  konjugierten  Wurzeh^  einer 
Gleichung  n^^  Grades: 

=  ?;''  +  An^,(z)  ü""-'  + . . .  +  M^)  -  0, 

deren  Koeffizienten  Äi(z)  offenbar  rationale  Funktionen  von  0  sind;  in 
der  That  sind  sie  ja  die  elementaren  symmetrischen  Funktionen  der 
n  konjugierten  Wurzehi  Ui  mit  abwechselnden  Zeichen,  also  symme- 
trische Funktionen  von  ti^, .  .  .,  w«. 
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unter  diesen  n  symmetrischen  Funktionen  heben  wir  besonders 
die  letzte,  das  Produkt  aller  Wurzeln  Ui  hervor,  welche  wir  die 
Norm  von  U  nennen  wollen;  wir  bezeichnen  sie  durch  N(U)  und 
definieren  sie  durch  die  Gleichung: 

Aus  dieser  Definition  der  Norm  ergeben  sich  sofort  für  zwei  Funk- 
tionen U  und  V  des  Körpers  die  Gleichungen: 


sowie  der  Satz,  dais  die  Funktion  0  die  einzige  Funktion  des  Körpers 
ist,  deren  Norm  verschwindet.  —  Femer  wollen  wir  die  Summe  der 
konjugierten  Wurzeln  Ui  die  Spur  von  U  nennen  und  durch  S(ü) 
bezeichnen,  so  daüs  also 

Jede  Funktion  U  des  Körpers  K(js,  u)  genügt  also  ebenso,  wie  u 
selbst  einer  Gleichung  n**"  Grades  mit  rationalen  Funktionen  von  z 
als  Koeffizienten.  Jedoch  braucht  diese  keineswegs  ebenfalls  irreduk- 
tibel  zu  sein.  Wählt  man  z.  B.  speziell  fiir  U  eine  rationale  Funktion 
Tonj?  allein,  setzt  also  TJ=q>{d),  so  sind  alle  konjugierten  Funktionen 
Pi,  C^, . . .,  Oi,  einander  gleich,  und  die  Gleichung  »**^  Grades  für  TT 

wird  einfach:  F{V,z)=^{ü -q>{z)y=0, 

d-h.  ihre  linke  Seite  ist  die  n^  Potenz  eines  Linearfaktors.  Ganz 
analog  zeigen  wir  allgemeiner,  dafs  diese  Gleichung  für  ein  beliebiges  U 
des  Körpers  sehr  wohl  in  Faktoren  niedrigeren  Grades  zerfallen  kann, 
dafs  diese  aber  immer  einander  gleich  sein  müssen. 

Es  sei  nämlich  TJ  eine  beliebige  Funktion  des  Körpers  K{Zy  w)  und 

F{U)  =  F,{V)F,{U)...F,{U)  =  0 

die   Gleichung   für    Z7,   in  ihre   irreduktibeln   Faktoren    zerlegt.     Wir 
können  diese  Zerlegung  immer  wirklich  ausführen,  da  wir  ja  die  Glei- 
chung F{Uj  e)  =  0  genau  ebenso  auflösen  können,  wie  die  ursprüngliche 
Gleichung  f(u,  z)  =  0,  und  da  wir  aus   dem  Zusammenhange  der  zu- 
gehörigen  Riemannschen  Kugelfläche  ^{U)  direkt  jene  irreduktibeln 
Faktoren  zu  finden  imstande  sind.    Die  n  konjugierten  Entwickelungen 
U^y  üf,...,  Uny   welche  U  für   eine   beliebige   Stelle  {z  =  a)  der  un- 
abhängigen Yariabeln  zukommen,   müssen  sich  dann  als  Wurzeln  auf 
jene  h   irreduktibeln    Faktoren    verteilen.     Es    sei    nun    die    zu    dem 
Punkte  ^1   der  Fläche  91(m)  gehörende  Wurzel  U^  eine   der  Wurzeln 
der  irreduktibeln   Gleichung  F^{U)  =  Oy   und   es   bedeute  U^   die    zu 
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irgend  einem  anderen  konjugierten  Punkte  ^  gehörige  Wurzel  der 
Gleichung  F{U)  =  0.  Dann  zeigt  man  leicht;  dab  auch  U^  eine 
Wurzel  derselben  Gleichung  i^^({7)  »  0  sein  mufis;  dab  also  jener  eine 
irreduktible  Faktor  durch  jede  der  n  Entwickelungen  Ui,  11^,...,  ü» 
befriedigt  wird.  In  der  That,  denkt  man  sich  den  Punkt  $^  mit  dem 
unter  ihm  liegenden  Punkte  $,  durch  einen  ganz  auf  der  Biemannschen 
Flache  verlaufenden  Weg  verbunden;  was  ja  stets  möglich  ist,  und 
führt  auf  diesem  u^  in  ti^;  ^^  s,xich  U^  in  TJ^  über^  so  bleiben  bei 
dieser  Fortsetzung  die  in  z  rationalen  Eoefßzienten  von  F^{V^  nn- 
geändert;  da  ja  die  unabhängige  Variable  z  einen  geschlossenen  Umlauf 
von  {z  =  a)  aus  ausfährt  Bei  jenem  Umkufe  geht  also  aus  der  Gleich- 
ung  JPi(?7i)  =  0  die  andere  F^{U^  =  0  hervor,  d.  L  CTj  ist  auch  eine 
Wurzel  jener  irreduktibeln  Gleichung.  Hieraus  folgt  aber,  dab  alle 
Wurzeln  irgend  eines  anderen  irreduktibeln  Faktors  F^(JJ)=^0  auch 
Wurzeln  von  F^(JJ)=^0  sind  und  umgekehrt,  d.  h.  dab  für  die  Funk- 
tion n^®'^  Grades  F(U),  wenn  sie  nicht  selbst  irreduktibel  ist,  stets  eine 
Zerlegung  von  folgender  Form  besteht: 

Fiü)  =  (F,{U)y, 

wo  F^{ü)  eine  irreduktible  Funktion  von  U  mit  rationalen  Eoefiizienten 
ist;  deren  Ghikd  e  mit  n  offenbar  durch  die  Gleichung 

ef=n 

verbunden  ist.     Es  ergiebt  sich  so  der  Satz: 

Jede  Grröfse  U  des  Körpers  K(z,  u)  genügt  einer  irreduk- 
tibeln Gleichung;  deren  Grad  entweder  gleich  n  oder  gleich 
einem  Teiler  e  von  n  ist. 

§2. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  Darstellung  aller  Groben  rj  des  Körpers 
K(Zf  u)  über.  Wir  hatten  bereits  auf  S.  114  gezeigt;  dab  jede  dieser 
Grröben  auf  eine  einzige  Weise  in  der  Form 

dargestellt  werden  kanU;  in  welcher  Cq^c^,..,,  Ch^i  rationale  Funktionen 
von  z  sind.  Die  Koeffizienten  hatten  wir  damals  durch  die  Auflösung 
von  n  linearen  Gleichungen  bestimmt  Durch  Anwendung  der  Lagrange- 
schen Interpolationsformel  kann  man  aber  auch  jene  Darstellung  direkt 
hinschreiben.  Ist  nämlich  rj  in  (1)  eine  ganze  Funktion  des  (n  —  !)*• 
Grades  von  u,  welche  allgemein  fUr  u^Ui  den  Wert  rji  besitzt,  so 
ist  nach  der  Lagrangeschen  Formel  identisch: 


U-Wj    /"'(mJ    '    U'-U^    f'(u^)  ^-^n    /"'W 
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Die  reehte  Seite  ist  aber  eine  ganze  Funktion  (n  —  1)*^  Grades  in  u, 
deren  Koeffizienten  symmetrische  Funktionen  von  (wi, . . .,  w«),  (i^i, . . .,  ?;„), 
also  rational  in  e  sind^  und  damit  ist  unsere  Aufgabe  Yollstandig  gelöst 
Wir  wollen  zuerst  noch  einen  anderen  Beweis  dieses  Satzes  geben^ 
welcher  nicht  die  Kenntnis  der  n  Wurzeln  u^,t^,  > .  .,u„  der  Gleichung 
fiti,z)^0  Yoraussetzt.  Ist  zunächst  rj  eine  ganze  Funktion  g(u) 
Ton  u,  aber  von  höherem  als  dem  (w  —  1)**^  Grade^  so  erhält  man 
durch  einfache  Division  von  g(u)  durch  f(u)  eine  Gleichung: 

in  welcher    der    Best  r(u)    der  Division    eine    ganze  Funktion    von 

niedrigerem   als  dem  n^^^  Grade  mit  rationalen  Funktionen  von  js  ab 

Koeffizienten  isi    Ist  also  u  eine  Wurzel  der  Gleichung  f(u)  »  0^  so 

i^t  wirklich  /  s        /  n  , 

g{u)  =  r{u)  =  cjj  +  qw  H +  c„_im"--S 

nnd  hiermit  ist  der  Satz  für  alle  ganzen  Funktionen  von  u  bewiesen. 
Ist  die  Funktion  17  eine  beliebige  rationale  Funktion  von  u^  so 
kann  sie  stets  als  Quotient 

^  ""  Ä(t*) 

zweier  ganzen  Funktionen  von  u  mit  rationalen  Koeffizienten  in  0 
dargestellt  werden^  und  wir  können  zweitens  voraussetzen^  daTs  h(u) 
dorch  die  irreduktible  Funktion  f(u)  nicht  teilbar  ist;  denn  andernfalls 
würde  ja  der  Nenner  identisch  Null,  t]  also  für  jede  Wurzel  von 
f{u) »  0  unendlich  grofs  sein.  Dann  besitzt  aber  der  Nenner  mit  der 
irredoktibeln  Funktion  f(u)  überhaupt  keinen  gemeinsamen  Teiler; 
man  kann  also  mit  Hilfe  des  sogenannten  Euklidischen  Verfahrens,  durch 
successive  Division  zwei  andere  ganze  Funktionen  von  u  so  bestimmen, 

/"(m)  f{u)  +  h(u)h(u)  =  1 
ist,  daCs  also  filr  jede  Wurzel  von  f(u)  =  0 

h  (u)  =  i-7-T 
^  ^        h(u) 

ist.     Also  ergiebt  sich  fQr  unsere  Funktion  7]  die  Darstellung 

'?-fi=K«)Ä(«) 

als  ganze  Funktion  von  u,  und  diese  kann  wieder  durch  Division 
mit  f{u)  als  ganze  Funktion  r(u)  von  niedrigerem  als  dem  n^^  Grrade 
dargestellt  werden,  und  damit  ist  jener  Satz  vollständig  bewiesen. 

Wir    können    dieses    Resultat    in    einer    Form    aussprechen,    in 
welcher  es  sofort  zu  einer  wichtigen  Verallgemeinerung  überleitet: 


^  Neunte   i  ir^r^^zi^^ 

Jede  Funktion  ij  de«  K'.rz'^rs  H  :  ^  Vr-titi  auf  eine  und 
ittcii  uur  auf  eine  Weise  als  i:ni«:«£Hii»*  l_ij*are  Funktion  der 
♦  :biy:eaden  Oröfsen  desselc^rc  Ü!n»*r!f 

1.     •«.     4-.  <"~- 

rir  mcionalen  Funktionen  c  t::i  z  lu^  5 :»*:ziiienten  dargestellt 
%epien. 

:-  -r«riü  Grunde  nennt  man  oi^  m  GrTj«i  1.  <.  ii-.  . . .,  m''~^  , 
-.  ..r  :ur  Darstellung  aller  übrigen  GrTier.  -en-e«  Bfreiches  ausreicheuj 
*_:  ..^-»i-^kind  eine  Basis  jenes  Körper r?. 

Vu:>;h   die  Gleichung  (1)   ist  die   •>:•*::   z*?:«rll:r  Aufgabe   in   ge- 
•  :>pr'u    >inne  erledigt.    Aber  für   die  Erker^ni«    irr   Eigenschaften 
.rT    "rnktLOueu  des  Körpers  K{z,u)   ist   es  vz-n   zt.is^t  Wichtigkeit, 
.:.*:::ci!Ä   viele  verschiedene  Darstellungen   ders^lV-en   zu   kennen,  um 
K.>    ii:xea  liie  für  den  jedesmaligen  Zweck   geeignetste  auszuwählen. 
'\  r  w^nien  sofort  zeigen,   dafs  man  zur  Darstellung  aller  GröiJsen  r; 
iiL»?r  ir:i  Systeme  (I,  «, . . .,  w"~^)  unendlich  riele  andere  Basissysteme 
Tjcec  k^kttu.   und  bei  jeder  speziellen  Aufgabe   über   die  Grofsen  des 
>*r-i;>.«  A'^r,  «^  spielt  die   geeignete  Wahl   der  Basis   etwa  dieselbe 
'"\.\.'f.   ^'.e  die  günstigste   Wahl   des   Koordinatensystems    bei    einem 
LV.*-^V-v  der  analytischen  Geometrie. 
C#  $«*ien  nun 

H  Whob:l^*  mtiouale  Funktionen  von  u  und  r,  also  n  beliebige  Grofseu 
d»»  Kr^rpers,  dami  gehört  jede  homogene  lineare  Funktion  derselben: 
2^)  f^^iW^  +  V^  +  '^  +  cW"^ 

t  rationalen  Funktionen  von  z  als  Koeffizienten  ofiFenbar  demselben 
K"n>er  au.  a'*«*»"  ""  allgeiueinon  wird  es  nicht  möglich  sein,  jede 
r  "r«e  i  d^*  Körpers  in  dieser   Form   darzustellen.     Man   kann  aber 


Basis  von  A\-,m)  i»*-     Hi<*rzu  führen  die  folgenden  allgemeinen 

^Qichtungen: 

Es  sei  wieiler  i^:  -=  «-^  «*i"^-  helieliige  reguläre  Stelle  von  z  auf  der 

^Bttrigeu  Kugidfli-u'lio  Ä?  und  ^ 

horitfew    koiyugiorten ,    d.  h.    genau    untereinander    liegenden 
SlkSer  KugtJHüi'he  «;  femer  seien  allgemein: 


§  2.   Die  zn  einer  Basis  gehörige  Matrix. 
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die  n  Potenzreihen;  welche  die  algebraischen  Funktionen  rj^^^  in  der 
Umgebung  jener  Stelle  darstellen.  Wir  bilden  dann  das  System  oder 
die  sogenannte  Matrix  aus  den  folgenden  n'  Elementen: 


(3) 


f'??' 

<). 

. .  r/r 

• 

1,«. 

•  •  <> 

,«■ 

,(?). 

■  •  t' 

deren  Zeilen  diejenigen  Werte  sind,  welche  die  n  Funktionen  (7j^^\ . . .,  ly^*»)) 
in  den  n  konjugierten  Punkten  der  Flache  91  annehmen.  Diese  Matrix, 
welche  für  jeden  Wert  (z  =  a)  wohldefiniert  ist,  wollen  wir  die 
zu  (iy^^^, . . .,  iy^"^)  gehörige  Matrix  nennen.  Bilden  wir  nun  die 
Determinante  dieser  Matrix 


(3a) 


i}W     ijW...)jW 

,w  = 

• 
• 

• 

deren  Zeilen  die  zu  ri^^\  . . .,  ly^*)  gehörigen  konjugierten  Werte  in  den 
n  Blattern  der  Eugelfläche  sind,  so  ist  sie  eine  algebraische  Funktion 
Ton  Zy  welche  ebenfalls  auf  der  ganzen  Eugelfläche  91  eindeutig 
und  bis  auf  eine  endliche  Anzahl  yon  Polen  auch  stetig  ist.  Lälst 
man  nun  die  Variable  z  auf  £  einen  beliebigen  Umlauf  machen,  so 
erführen  die  n  konjugierten  Punkte  (^^,  $s;  •  •  •;  $n)  9,xiS  91  nur  eine 
gewisse  Permutation  ($ij, . . .,  ^i^),  und  die  n  Horizontabreihen  unserer 
Detenninante  werden  also  nur  in  gewisser  Weise  untereinander  yer- 
taoBcht.  Durch  eine  solche  Yertauschung  kann  aber  nur  das  Vorzeichen 
der  Determinante  geändert  werden.  Das  Quadrat  derselben,  also  die 
Funktion  ,,.  , 

^  mithin  eine  algebraische  Funktion  yon  z,  welche  auf  91  nur  eine 
eodliche  Anzahl  yon  Polen  besitzt,  und  die  auljserdem  bei  keinem 
Umlaufe    der  Variabein    g^Lndert    wird;    sie    ist    also    eine   rationale 

Pmiktion  yon  z. 

Zu   jedem    Systeme    yon    n    beliebigen    Funktionen    des 
Körpers  K(z,  u) 

4)  i?(*),     r/», . . .,  iy(") 

gehört  also   ein  System  oder  eine  Matrix  yon  n^  Elementen 


■    i 
I    : 

!  i 

;  I 


i 


1 


i  I 
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■ 

^  Jede  Funktion  j]  des  Kür] 

I  auch  nur  auf  eine  Weise  als 

n  folgenden  Gröfsen  desselben 

1,     u,    « 

I  mit  rationalen  Funktionen  d  ' 

j  werden. 

Aus   diesem    Grunde    nennt    man    di 
#:  welche  zur  Darstellung  aller  übrigen 

i  nach  Dedekind  eine  Basis  jenes  T> 

r  Durch   die   Gleichung  (1)    ist  t 

i  wissem    Sinne    erledigt.     Aber  für 

'-  der  Funktionen   des  K()rpers  K(jSj 

•-  möglichst  viele   verschiedene  Dars 

aus   ihnen   die   für   den  jedesmalig 
Wir  werden  sofort  zeigen,  dafs  i 
^-  aufser  dem  Systeme  (1 ,  ?{,  . . .,  m""~ 

finden  kann,   und  bei  jeder   spe> 
Bereiches  K(s,  n)  spielt  die   ger 
Rolle,   wie   die   günstigste  Wah' 
Probleme  der  analytischen  Geon 
Es  seien  nun 

V'; 

M  beliebige  rationale  Funktionc 
des  Körpers,  dann  gehört  jed 

2a)  ,,  =  q ,/») 

mit  rationalen  Funktionen  vo 
Küri)er   an,    aber    im    allgem« 
Gröfse  ij   des   Körpers   in   di 
leicht  die  notwendige  und  h  ^  ' 
in  der  Form   (2a)   alle   Gr 
dafs   also    (i/^),  j/^),  .  .  .,  >/")) 
eine  Basis  von  Ä'(-,  u)  ist. 
Betrachtungen: 

Es  sei  wieder  (z  =  u)  * 
einblättrigen  Kugelilüche  i 

die    zugehörigen    konjugi 
Punkte  der  Kugeltläche  ^ 

■■»• 


2)  »/») 
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welche  für  jeden  Wert  (js  =  a)  vpUatändig  definiert  ist,  und 
deren  Determinante 

(4b)  I  ijW 

die  Quadratwurzel  aus  einer  bestimmten  rationalen  Funktion 
von  js  ist.  Das  System  (4a)  soll  die  zu  (i^^^^, . . .,  i^^"^)  ge- 
hörige Matrix;  die  Determinante  i;^*^  die  zu  dieser  Matrix 
gehörige  Determinante  genannt  werden. 

So   gehört  z.  B.  zu  der  vorher  betrachteten  Basis  (1,  u,  u\  . . .,  tt""~^) 
die  Matrix 


(  1    u,    «? .    .  u?-*  ^ 


twa    ...   tvj 


u. 


ul 


.  .u 


n—1 


^M"^)  (Ä,Ä:  =  l,2,...,n), 


und  die  Determinante  derselben  ist  einfach  die  Quadratwurzel  aus  der 
Gleichungsdiskriminante 


u 


k—l 


h 


welche  in  der  That  eine  rationale  Funktion  von  z  allein  ist. 

Nun  besteht  der  folgende  FundamentalsatZ;  durch  den  unsere 
Aufgabe  in  ihrem  weitesten  Umfange  gelöst  wird: 

Ein  System  {rp^y  rf^\  . . .,  rf*^)  ist  dann  und  nur  dann  eine 
(I)  Basis  für  den  Körper  K{js,u),  wenn  seine  Determinante  |i^*)| 

nicht  identisch  verschwindet. 

Ist  nämlich  (ri^^\  . . .,  ly^"))  ein  System  von  nicht  verschwindender 
Determinante^  und  t]  eine  beliebige  Funktion  des  EörperS;  so  kann 
man  genau  durch  das  auf  S.  114  angewandte  Verfahren  n  rationale 
Funktionen  Ci(js)  von  js  eindeutig  so  bestimmen;  dafs: 

(5)  ^  =  ^1 V^^  +  ^  V^^^  H H  ^ni?^"^ 

ist.  Sind  nämlich  wieder  i?i, . . .,  i?n  die  n  zu  ^j,  ^j, . . .,  ^„  gehörigen 
Funktionenelemente  von  t],  so  ergeben  sich  aus  (5)  für  $i>  • .  •;  ^n  die 
Gleichungen: 

(5a)  : 

und  aus  ihnen  bestimmen  sich;  da  nach  der  Voraussetzung  die  Deter- 
minante 1 7^^*^    von  Null  verschieden  ist,  die  Koeffizienten  Ci, . . .,  c„  ein- 
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dentig;  dieselben  ergeben  sich  aber  als  rationale  Funktionen  von  0  allein, 
weil  man  genau  wie  a.  a.  0.  nachweisen  kann,  daCs  durch  einen  beliebigen 
Umlauf  der  Yariabeln  e  die  obigen  n  Gleichungen  nur  in  ihrer  Reihen- 
folge vertauscht  werden,  so  dab  also  ihre  Losungen  dieselben  bleiben. 
Ist  1^^*), . . .,  lyW  ein  solches  System,  dessen  Determinante  von  Null  ver- 
schieden ist,  so  besitzt  also  auch  die  Gleichung 

eine  und  nur  eine  Losung,  es  müssen  nämlich  die  rationalen  Koeffi- 
zienten C|,  e^, . . .,  (Vi  sämtlich  gleich  Null  sein. 

Sei  nun  zweitens  die  Determinante  1 1^^^^   ==  0,  so  kann  man  da- 
gegen tt  rationale,  nicht  sämtlich  verschwindende  Funktionen  Ci(js) 
so  bestimmen,  dals: 
(6)  Cii^(i)  +  c^iyW  +  •  •  •  +  Cnt]^''^  =  0 

ist  Bildet  man  nämlich  diese  Gleichung  für  die  n  konjugierten  Punkte 
$i9$s9  •  -  ->  $a;  bo  erhält  man  die  n  linearen  homogenen  Gleichungen: 

(6a)  c^iya)  +  c^fi^^)+'"+Cnr)[^)  =  0  (Ä  =  l,  2, .  .  .,  n), 

welche,  da  ihre  Determinante  nach  der  Voraussetzung  Null  ist,  stets  durch 
nicht  verschwindende   Funktionenelemente    befriedigt  werden  können. 
Aach  in  diesem  Falle  sind  die  d  rational  aus  den  Elementen  ri^^'^  zu- 
sammengesetzt, aber  jene  homogenen  Gleichungen  besitzen  mehr  als 
eine  Losung,  und  man  kann  daher  nicht  auf  die  frühere  Weise  zeigen, 
dab  jene  Koeffizienten  bei  keinem  Umlaufe  der  Yariabeln  eine  Änderung 
er&hren,  und  in  der  That  besitzen  jene  Gleichungen  auch  gewisse  nicht 
rationale  Lösungen.    Jedoch  kann  man  leicht  zeigen,  dafs  man  auch 
stets   eine   rationale  Lösung  jener  n  Gleichungen   finden  kann,   wenn 
man  nur  irgend  eine  nicht  rationale  Lösung  derselben  kennt.     Es  sei 
fc,,ci, . . .,  Cn)   irgend   eine   Lösung  jener   n   Gleichungen,   und  c„  sei 
sicher  von  Null  verschieden.    Dividiert  man  dann  mit  Cn  durch  und 
setzt  zur  Abkürzung 

=  y^*^  (»=li2 n-l), 


C: 


^n 


so  befriedigen  die  n  —  1  Funktionenelemente  y^^^, . . .,  y(«— i)  die  n  Glei- 
chungen: 

(7)  y(i)iy(,^)  +  •  •  •  +  y^—Dr/C«-!)  +  i^(»)  =  0     (Ä  =  1 ,  2,  .  .  .,  n). 

Angenommen  nun,  diese  Elemente  yC)  gehörten  nicht  sämtlich  zu 
rationalen  Funktionen  von  z,  so  ändern  sie  sich  bei  gewissen  Umläufen 
der  Yariabeln  Zy  und  es  seien 

*;(!)  ^{n-1).    M)  r(«-l)-  1.(1)  v("-^) 


i 
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alle  yerscliiedenen  Elementensysteme,  welche  sich  bei  beliebigen  um- 
laufen der  Yariabehi  überhaupt  ergeben.  Dann  befriedigen  sie  alle 
die  n  Gleichungen  (6a),  d.  L  es  ist  allgemein  fELr  I  ~  1,  2, . . .,  v 

(7a)      yWijW  +  y«,»  +  •  •  •  +  y(-i),,(-i)  +  ijW  =  0  (*  "  };  \  \  [  ^  ;),  . 

denn  bei  einem  jeden  solchen  umlaufe  ändern  sich  ja  die  Elemente 
(rj^^\  . . .,  f}^^^)  nur  so,  dafs  die  Reihenfolge  der  Gleichungen  verandert 
wird.  Summiert  man  also  jede  einzelne  dieser  n  Gleichungen  fELr  alle 
Eoeffizientensysteme  y^  von  Z  =  1,  2, . . .,  i/,  so  ergiebt  sich 

wenn  zur  Abkürzung  die  (n  —  1)  Summen 

(7b)  ^y^)  =  r,,...,^y<r-''=rn-i 

1  =  1  1      . 

gesetzt  werden.    Also  besitzen  die  n  zu  Gbimde  gelegten  Gleichnngerm 
(6  a)  auch  die  Losung 

und  von  diesen  ist  die  letzte  Ghröfse  v  sicher  von  Null  verschieden,  udl^ 
alle  anderen  Elemente  f/  sind  rationale  Funktionen  von  e  allein.    In  d^j 
That  ändern  sich  z.B.  in  der  Summe  (7b)  für  f^  die  v  konjugiertecn 
Summanden  y^^  y!^\ . . .,  y^^^  bei  jedem  Umlaufe  von  e  höchstens  so, 
dafs  sie  sich  untereinander  vertauschen,  also  bleibt  ihre  Summe  f^  bei 
jedem  solchen  Umlaufe  ungeändert. 

Es  existieren  also  in  der  That  stets  n  rationale,  nicht  sämtlich 
verschwindende   Koeffizienten  c^,  Cg, . . .,  c«,  für  welche   die  Gleichungr 

CiV*^  H h  CnV^  =  0 

befriedigt   wird;  ist  also   z.B.  Cn^O,  so  kann  ij^**)   durch   die  n-1 

übrigen  Elemente  rj^^\  . .  .,  i^("~"^)  in  der  Form: 

_  _  —      c 


«. 


homogen  und  linear  dargestellt  werden.  In  diesem  Falle  ist  also  die 
Gesamtheit  aller  homogenen  linearen  Funktionen  von  (iy<*),  ri^^\  .  .  .  tf*'^) 
mit  der  Gesamtheit  aller  homogenen  Funktionen  von  (r/^^),  rp\  . . .,  i^<*-*)) 
identisch. 

Ein  Körper  K(js,  u)  von  der  n^^  Ordnung  kann  nun  sicher  nicht 
durch  eine  Basis  von  nur  (n  — ■  1)  Elementen  vollständig  dargestellt 
werden.     In  der  That,  bilden  wir  die  (w  —  1)  Produkte 
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welche  alle  zu  K{Zy  u)  gehören^  so  mülisteii  sie  alle  durcli  {rf^\  . .  .y  ij^**'^)) 
homogen  und  linear '  darstellbar  sein;  es  bestünden  also  (n  —  1)  Glei- 
chnngen: 


(1) 


Ul} 


ui/«) 


und  wenn  man  die  links  stehenden  Glieder  auf  die  rechte  Seite  schafft^ 
so  erhielte  man  f&r  die  (n  —  1)  Elemente  rf^\  . . .,  ly^**"^)  die  (w  —  1) 
linearen  Gleichungen: 

(Cii-t*)Vl)+Ci,1?W  + +  Cin-ll?^'-^)  =  0 


Biese  können  aber  bekanntlich  nnr  dann  bestehen^  wenn  entweder  alle 
Elemente  rp'\ . . .,  rf'^—^)  Null  sind,  was  nicht  der  Fall  ist,  oder  wenn 
die  aus  den  (n  —  1)*  Koeffizienten  gebildete  Determinante  verschwindet. 
•Bs  mü&te  also  u  die  Eigenschaft  haben,  daCs: 


Cll-«> 

Cj2^             •  •  •  W,n — 1 

Ci\, 

Cjj        W,  .  .  .  CfjH — 1 

Cfi  — 1,1>        C«_i^2,    .  .  .  Cn— 1, n  — 1 


U 


=  0 


Durch  Entwickelung  dieser  Determinante  ergiebt  sich  dann  aber 
T  u  offenbar  eine  Gleichung  (n  —  1)**"  Ghrades 

it  rationalen  Koeffizienten,  und  dies  ist  unmöglich,  weil  u  nach  der  Vor- 
^Xissetzung  die  Wurzel  einer  irreduktibeln  Gleichung  des  n**°  Grades 
^^i    Damit  ist  also  unser  Satz  (I)  in  seinem  vollen  Umfange  bewiesen. 

§  3. 

Wir    wollen   jetzt    die    verschiedenen,   zu   einem   und   demselben 
Körper  K(jg,u)  gehörigen  Basissjsteme 

untersuchen  und  die  Beziehungen  aufdecken,  welche  zwischen  ihren 
Elementen  bestehen.  Die  hier  sich  ersrebenden  Resultate  bilden  die 
Grundlage  füi  die  weitei  "thun  ^raischen  Funktionen 


12« 


•  V 


uiiA   4^r  A/^WrLu»   liMijmli,     irät  'iLrJa^m  aber  «ast  dann    wiiUich 
^i/ifa/;}i    a^ii^<^fvy:b«!a    v«rim«    v«d    vir    imssande    smdy    mit   den 


o\$*in    *:lfi4i/iffjhrUm    .Sj 


'\' 


Ton  »' 


Elementen 


-     * 

ti\$titW}  kickt  und  «rinÜMrh  zn  redbnoi  wie  mit  gewöhnlichen  T^hlwi 
Ali«  ditmem  drund«  wollen  wir  in  diesem  Abschnitte  anf  die  SyBieme 
tnltir  Matriz-en 


(<^.*;  = 


^19        ^f    .  .  .  C\ 


^f        ^ 


-  Cfi 


i^mlf      ^«f ^  •  •  •  ^««  , 


von  n*  bffliifliigen  Kiementen  und  anf  das  Bechnen  mit  ihnen  eingehen. 
Wir  wollmi  mitunter  die  n  Elemente  (c,i,C/j, . . .  C/«)  einer  i*^  Hori- 
zonlalntilu)  oder  Zeile  zusammen  durch  Hi  und  analog  die  Elemente 
(f*iitf*nkf»'*tCnk)  fMHor  k**^  Yertikalreihe  oder  Kolonne  zusammen  durch  Vt 
hmiHchtumf  so  dafs  ein  solches  System  auch  in  einer  der  beiden 
rolK'MHlmi  Arten  geschrieben  werden  kann: 

(ra)  -  (if„  i/„  . . .  Ä)  =  (  Fi ,  F„  . . .  F.) 

Wir  kcliuion  xwoi  solche  Systeme  (c,^)  und  (di^)  nun  durch  Operationen 
iniit«iiiandor  vorbinden,  welche  mit  denen  der  Addition  und  der  Mnlti- 
plikation  sohr  naho  vorwandt  sind,  und  welche  wir  daher  auch  als 
Addition  und  als  Multiplikation  oder  Komposition  der  Systeme 
l)t«y.oiohnon  woUon. 

Sind  (<i\k)  und  \^f/.0   «woi  Wliebige  Systeme,  so  wollen  wir  unter 
ihror  Summo  ^^^^^^  —  \^l^^^  +  yd,^^  das  System 


vifmU^lioiii  dossou  Klomoute 

nind;  di«  Systomo  ^^r.i^  und  ^.)  ^"^  uexxÄen  wir  die  Summanden.  Offenbar 
int  diu  Itniiionfolgt^  dor  Suuxivukader.  :it  triaer  Summe  vertaaschbar. 

Unter   dorn  rrodukt^f»   iwe:er  Sv55esie    oder   Matrizen  von 
n*  Kkmenten 


(-5.*)- 


Ml       «i*   *  '      •  '  • 


l 


Cni     Pul  •  ••*'*» 


*'n     rfjj  •  -  •  djj 


.*i»i    <tii-. 


r 

f 
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wollen  wir  dagegen  dasjenige  System  (ß^)  verstehen^  dessen  n'  Elemente 
mit  den  Elementen  (cik)  und  (ßa)  durch  die  fegenden  Gleichungen 
zoBammenhängen : 

(1)  egk  =  ^,  Cgidu  «   Cgldlk   +   CgidiJt  H h   Cgndnk' 

Man  erhalt  also  das  Element  Cgt  des  Produktes^  wenn  man  die  Elemente 
der  g*^  Horizontalreihe  des  ersten  Faktors  (cn)  mit  den  ent- 
sprechenden Elementen  der  Ä^°  Yertikalreihe  des  zweiten  Faktors 
multipliziert;  und  diese  n  Produkte  addiert;  es  kann  daher  ein  Element 
Ca  als  das  symbolische  Produkt  (Hi-  F*')  der  Elemente  der  i*®°  Zeile 
von  (pik)  und  der  Jc^^  Kolonne  von  (d^)  bezeichnet  werden.  Wir 
wollen  diese  Beziehung  durch  die  Gleichung 

(la)  M  (d/t)  -  («/*) 

oder  durch  die  Gleichung 

(J3;.)(n')  =  (i?,n') 

ausdrücken. 

Hier  erkennt  man^  dals  bei  dem  Produkt  zweier  Matrizen  die 
Beihenfolge  der  Faktoren  nicht  gleichgiltig  ist^  weil  die  Horizontal- 
reihen  des  ersten  Faktors  mit  den  Yertikalreihen  des  zweiten  ver- 
bunden werden;  das  Verfahren  ist  also  unsymmetrisch  in  Bezug  auf 
die  beiden  Faktoren.    So  ist  z.  B.  für  zwei  Systeme  von  je  4  Elementen 

\c  d)  \y  d)  ""  \ca  +  dy,  cß  +  dd) 

/a  ß\fa  l\  _  faa  +  cß,  ha  +  dß\^ 
\y  d)\c  df  ""  Kay  +  cd^  by  +  dd)'^ 

^^  beiden  Produkte  sind  also  vollsi^dig  verschieden.  Wir  wollen 
^er  die  vordere  und  die  hintere  Komposition  eines  Systems  (ca) 
^t  einem  anderen  (dik)  genau  unterscheiden. 

Bildet  man  die  Determinante  |e/jb|  dieses  komponierten  Systems^ 
^  ist  sie  nach  dem  Multiplikationssatze  für  die  Determinanten  gleich 
dem  Produkte  der  Determinanten  \Cik\  und  \dik\]  die  symbolische 
Gleiclmng  (la)  zwischen  den  Matrizen  (ca)  und  (d,i)  und  ihrem 
Pfodnkte  (e/O  bleibt  also  richtige  wenn  man  von  den  Systemen  zu 
^W  Determinanten  übergeht,  d.  h.  es  ist 

(2)  I  c/i !  •  I  rf.*  I  =  I  e«  |. 

Wir   wollen   die   Multiplikation    oder    Komposition    der   Systeme 

"'samt  an  einigen  einfachen  Beispielen  erläutern^  von  denen  wir  im 

■Iflin    G(eb^<'«^^    machen    werden.     Das    einfachste    unter    allen 

ite  Einheitssystem 


§  8.   Die  ElementarsTsieme. 


129 


y   und  das  Entsprechende   gilt  für   die    allgemeineren   Yer- 

isysteme. 

nehmen  zweitens  an^  dalüs  aniüser  den  Diagonalelementen  in 

ntssysteme  noch  ein  einziges  anderes  Element,  etwa  d^^^^^g^ 

yerschieden  ist.    Dann   erhalten  wir  ein  neues  Elementar-, 


E,^ 


n  g  0...0'i 

0  1  0...0 

0  0  1...0 

0  0  0...1 


ächte  Bechnang  zeigt  die  Richtigkeit  der  beiden  Gleichangen: 

Also  durch  hintere  Komposition  mit  einem  Elementar- 
stem JEJi  wird  das  ^- fache  einer  Yertikahreihe  zu  einer  anderen 
jdiert,  nnd  das  Entsprechende  ist  bei  vorderer  Komposition 
r  die  Horizontalreihen  der  FalL 

betrachten  'endlich  das   System  E^j  welches   man  ans  dem 

item  dadurch  erhalt,   dals   man   eins  der  Diagonalelemente, 

>  Element,  durch   eine  beliebige  Gh-ofise  X  ersetzt.    Es  ist 

Art»! 

IX     0    0...01 

0    1    0...0 

-£i-    0    0    1...0 


0    0    0...1 


t  man  ein  System  (c/i)  hinten  (oder  vom)  mit  einem  solchen 
»  ergiebt  sich,  dab  dadurch  nur  seine  i^  Yertikalreihe  (oder 
reflie)  mit  X  multipliziert  wird;  es  ist  also 

(C;0(^)«(Fi,...AF;,...   Vn) 

(JE^)  (dk)  =  (-Si, . . .  XHij . . .  H^. 

'^em  Systeme  {Cik)  mit  nicht  yerschwindender  Determinante 
sogoMiintes  reciprokes  System  (cn),  welches  mit  jenem 
dmt^  Gleichungen  yerbunden  ist: 

*H h  =  ^a     (i,  l:  =  l,  2, . . .  «), 


9 


(1)- 
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1  0  0...0 
0  1  0...0 
0  0  1...0 


■  («..) 


0  0  0...1 

dessen  Diagonalelemente  alle  gleich  Eins  sind,  wl 
den  Wert  Null  Ilaben.  Man  überzeugt  sich  dun 
Komposition,  dals  fdr  ein  beliebiges  System  (dji) 

(«")(!) -(i)fe.)-M, 

dals  also  ein  beliebiges  System  (ca)  unge'dndert  bl 
vom   oder   hinten   mit   dorn    Einheitssysteme    komj 

lÄmlich  f    \/x  \      /    ^ 

Cc,t)(*«)-(e,*), 
so  ist  für  jedes  Element 

e^i  —  CgiStk  +  CgjSit  H h  Cg„Sn  H \- 1 

q-e-df  und  das  Entepreobeiide  gilb  für  die  vordere 
lieh  zeigt  eine  einlache  Überlegung,  welche  den 
bleibe,  dofs  anch  omgekehrt  ein  System,  durch  < 
jedes  andere  System  ui^eändert  bleibt,  notwendig 
ist  Dieses  System  spielt  ako  in  der  Theorie  der 
die  Rolle  der  Zahl  Eins  in  der  elementaren  Arithn 
Wir  vertauschen  nun  in  dem  Einheitssystem  i: 
reiben  Vi  und  Vi,  oder  was  hier  dasselbe  ist,  zu 
Hi  und  Hk,  and  erhalten  so  z.B.  für  (i  =  l, 
Elementareyetem 


0     10. 


0...0 
1  ...0 


0    0    0.. 

welches  von  der  dritten  Zeile  ab  vollständig  mit 
Sbereinstimmt.  Ein  solches  System  heifst  ei 
System,  weil  für  dieses,  wie  man  sieh  durch  < 
überzeugt,  in  unserem  Beispiel  die  Konipositions; 

(6v*)(i;)  =  (n,  r,,  v„...v'' 

{E,)(ca)  =  (II„li„II„...l 

i.  h.  durch  hintere  Komposition  mit  i*',  werdeu   :  _ 
und  Vf,  durch  vordere  Komposition  zwei  llorizc 


8 


Nennte  Yorlesnng. 


(1) 


f  1  0  0...0'i 
0  1  0...0 
0  0  1...0 

0  0  0...1 


=(M  (: 


dessen  Diagonalelemente  alle  gleich  Eins  sind^  währen 
den  Wert  NuU  haben.  Man  überzeugt  sich  durch  A 
Komposition^  dalüs  für  ein  beliebiges  System  (c^) 

(Ci,)  (1)  =  (1)  {Ca)  =  (c,,), 

dsSs  also  ein  beliebiges  System  (cii)  ungeandert  bleibt^ 
Yom   oder  hinten  mit   dem   Einheitssysteme   komponie 

nämlich  ,    \  /*  \      /    \ 

(c.*)(*.*)-(e,*), 

so  ist  für  jedes  Element 

egk  ■="  Cglilk  +  Cgf^ik  H H   CgkSkk  H h  Offnen 

q»  €'  d^  und  das  Entsprechende  gilt  für  die  vordere  Kom 

lieh   zeigt   eine    einfache   Überlegung^   welche   dem    Lc 

bleibe^  dalüs  auch  umgekehrt  ein  System^   durch   desse 

jedes  andere  System  ungeandert  bleibt^  notwendig  das 

ist.    Dieses  System  spielt  also  in  der  Theorie  der  Systf 

die  Bolle  der  Zahl  Eins  in  der  elementaren  Arithmetik 

Wir  yertauschen  nun  in  dem  Einheitssystem  irger 

reihen  Vi  und  Vk,  oder   was  hier  dasselbe  ist;   zwei 

Hi  und  Hky    und    erhalten    so    z.  B.   für   (i  =  1 ,  Jc  = 

Elementarsystem 

rO     1     0...0) 


^1  = 


1     0    0...0 
0    0     1  ...0 

•  ••••• 

0    0    0...  1 


welches  von  der  dritten  Zeile  ab  vollständig  mit 
übereinstimmt.      Ein    solches    System    heilst    eu 
System,   weil  für  dieses,   wie  man   sich  durch  ( 
überzeugt,  in  unserem  Beispiel  die  Kompositions 

icL  h.  durch  hintere  Komposition  mit  E^  werder 
und  V^f  durch  vordere  Komposition  zwei  Hori 


IS.   Di«  E 
i   das   Entsprecliendfl    gilt   für   die    aÜgeiiiä 
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len  KweitniB  an,  dab  auAwr  den  Diaffonaldemenim  in 
rteme  noch  ein  einziges  anderes  Element,  etwa  dj^=-g, 
^hiedeo  ist    Dann  erhalten  wir  ein  neaea  Klunoitar- 


^- 


(1  }  0.   .01 

0  1  0...0 

0  0  1...0 

0  0  0...1 


!  Bedmimg  zeigt  die  Riditigkeit  der  beiden  Gleicboiigeii: 

MW-c.,  n+sn. ''„...F.i 

(E,)(f„)-{H,  +  gH„  B,,  B„...B.). 

Im  darch  hintere  Komposition  mit  einem  E3ementar- 
lEf  wird  das  g-tsdie  einer  Vertikalreilie  za  einer  anderen 
t,  and  das  Entsprecliende  ist  bei  vorderer  Komposition 
I  Horizontalreihen  der  FalL 

Üea  'endlich  das  System  f,,  welches  man  aas  dem 
Unrch  erhält,  dals  man  eins  der  Diagonalelemente, 
■mt,   durch   eine   beliebige   Grobe  l  ersetzt.     Es   ist 


i 

0 

0. 

.0 

0 

1 

0. 

.0 

0 

0 

1 . 

.0 

0 

0 

0. 

.1 

)  System  (c,i)  hinten  (oder  vom)  mit  einem  solchen 
ich,  d&fs  dadurch  nnr  seine  i"  Vertikalreihe  (oder 
l  multipliziert  wird;  es  ist  also 

)(E,)-(i;....ir;,.:  f^.) 

l(ti,)-{B„...iJl.-^J- 

(«,)  nil  Bieit  a 
eciprokes  Sjg 


«0 


jebfc 
«ieU 
■»et- 

^eideö- 


B' 


;Ue»'  '»"' 
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Nennte  Vorlesnng. 


(1) 


f  1  0  0...0'i 
0  1  0...0 
0  0  1...0 

0  0  0...1 


=  (Su)        ( 


dessen  Diagonalelemente  alle  gleich  Eins  sind^  während 
den  Wert  NuU  haben.  Man  überzeugt  sich  durch  Ai] 
Eompositiony  daüs  für  ein  beliebiges  System  (cn) 

M(i)  =  (i)(c*)  =  M, 

dalÜ3  also  ein  beliebiges  System  (cii)  ungeandert  bleibt^ 
Yom   oder  hinten   mit   dem   Einheitssysteme   komponiert 
nämlich  ,    \  •*  \      /    \ 

so  ist  für  jedes  Element 

q*  e-  df  und  das  Entsprechende  gilt  für  die  vordere  Komf 

Uch   zeigt   eine    einfache  Überlegung,   welche   dem    Lea 

bleibe,  dals  auch  umgekehrt  ein  System,  durch  dessen 

jedes  andere  System  ungeandert  bleibt,  notwendig  das  ] 

ist.    Dieses  System  spielt  also  in  der  Theorie  der  Systei 

die  Bolle  der  Zahl  Eins  in  der  elementaren  Arithmetik. 

Wir  vertauschen  nun  in  dem  Einheitssystem  irgend 

reihen  Vi  und  F*,  oder   was  hier  dasselbe  ist,   zwei  I 

Ht  und   Hk,    und    erhalten    so    z.  B.   für   (i  =  1 ,  k  = 

Elementarsystem 

rO     1     0...0) 


E,= 


1     0    0...0 
0    0     1  ...0 

•  ••••• 

0    0    0...  1 


welches  von  der  dritten  Zeile  ab  vollständig  mit  d' 
übereinstimmt.      Ein    solches    System    heilst    ein 
System,   weil  fQr  dieses,   wie  man   sich  durch  di 
überzeugt,  in  unserem  Beispiel  die  Kompositionsg 

(c.k)(E,)^{V,,  F„  F3,...F 
(jBi)  (Cik)  =-  (H^y  i/i,  i/3, .  . .  i 

d.  h.  durch  hintere  Komposition  mit  E^  werden 
und  V^f  durch  vordere  Komposition  zwei  Horiz 


§  8.   Die  BlementanTiteme.  X29 

id  das  Entsprechende   gilt  f^  die   a%ememeren  Ver- 

nen  sweiteiu  an,  daJJs  anlser  den  Dü^nalelementen  in 
^steine  noch  ein  einziges  anderes  Element,  etwa  d^  <=<  g, 
•diieden   ist.     Dann   erhalten  wir   ein   neues   Elementar-, 

1  g  0...0 
0  1  0...0 
0    0     1...0 


-E,- 


0    0    0...1 


e  Bechnong  zeigt  die  Richtigkeit  der  beiden  Gleichoogen: 
(ft.)  C^)  -  (F„  F,  +  pr„  F., . . .  F.) 
(i:,Kc,)-iB,  +  3B„H„E„...H.). 

Lko  durch  hintere  Komposition  mit  einem  Elementar- 
tEf  wird  das  ^-fache  einer  Yertikalreihe  zn  einer  anderen 
t,  oud  das  Entsprechende  ist  bei  vorderer  Komposition 
I  Horizontalreihen  der  FaU. 

dkten  'endlich  das  System  E^,  welches  man  aas  dem 
hdnrch  erhält,  daTs  man  eins  der  Diagonalelemente, 
nent,   durch   eine  beliebige   Grölse  X  ersetzt     Es   ist 


.1 

0 

0. 

.0 

0 

1 

0, 

.0 

0 

0 

1. 

.0 

0 

0 

0. 

.1 

in  Sjstem  (c,i)  hinten  (oder  vora)  mit  einem  solchen 
■ch,  dafs  dadurch  nur  seine  *"  Yertikalreihe  (oder 
\l  multipliziert  wird;  es  ist  also 

le  {dl)  mit  nicht 
I reciprokes 

1»  Qlekhungi 

f  <;,■tfi<+■•: 


lett 

rei- 
tet») 


jiden- 

3.  «8 


,v 
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Nennte  Vorlesung. 


mid  der  Abelschen  Integrale.  Sie  können  aber  erst  dann  wirk 
einfach  ausgesprochen  werden^  wenn  wir  imstande  sind,  mit 
oben  eingeführten  Systemen  oder  Matrizen  (i}(*))  yon  n^  Elemei 
ebenso  leicht  und  einfach  zu  rechnen  wie  mit  gewohnlichen  Zab 
Ans  diesem  Grunde  wollen  wir  in  diesem  Abschnitte  auf  die  Syst 
oder  Matrizen 


(cn)  = 


^1)     ^i)  •  •  •  ^i« 
^if     ^i>  •  •  •  ^i» 


von  n^  beliebigen  Elementen  imd  auf  das  Bechnen  mit  ihnen  einge 
Wir  wollen  mitunter  die  n  Elemente  (c/i,  C/j, . . .  c,«)  einer  i^^  B 
zontab-eihe  oder  Zeüe  zusammen  durch  J3;  und  analog  die  Elem. 
(cikf  Cfkf . .  -y  Cnk)  einer  k^^  Vertikalreihe  oder  Kolonne  zusammen  durc] 
bezeichnen^  so  dafs  ein  solches  System  auch  in  einer  der  be: 
folgenden  Arten  geschrieben  werden  kann: 

(Ca)  =  (fli,  J3,, . . .  Ä)  =  (Fl,  F„  . . .  FO 

Wir  können  zwei  solche  Systeme  (c,*)  und  (d/*)  nun  durch  Operatic 
miteinander  verbinden,  welche  mit  denen  der  Addition  und  der  M 
plikation  sehr  nahe  verwandt  sind,  und  welche  wir  daher  auch 
Addition  und  als  Multiplikation  oder  Komposition  der  Syst 
bezeichnen  wollen. 

Sind  (Cik)  und  (d/*)   zwei  beliebige  Systeme,  so  wollen  wir  u 
ihrer  Summe  {Sit)  =  (c**)  +  (d/t)  das  System 


(sn)  = 


^nn 


verstehen,  dessen  Elemente 

Sgh    •=    Cgh    +    dgh 

sind;  die  Systeme  (ca)  und  (da)  nennen  wir  die  Summanden.  OflFei 
ist  die  Reihenfolge  der  Summanden  in  einer  Summe  vertauschbar. 
Unter   dem  Produkte   zweier  Systeme    oder   Matrizen 
n'  Elementen 


(Ca) 


'11 


C2I 


Cj2   •  •  •  Cin 


-22 


•  •  •  Cgi 


^  (^nl     ^n2  •  •  •  Cn/i  j 


^11       ^12   •  •  •  ^1 


und     (dik)  = 


'21 


Clqa     '   '    '   (hn 


»nl     dn2  .  .  .  afifi  . 
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wollen  wir  di^egen  dasjenige  System  (eti)  verstehen;  dessen  n^  Elemente 
mit  den  Elementen  (Cik)  nnd  (ßik)  durch  die  fegenden  Gleichungen 
zosammenhängen : 

n 

(1)  ßgi  =  ^,   ßgidik   —    Cgldli   +    Cg2d%l  H h    Cgndnk' 

Man  erhalt  also  das  Element  ßgk  des  Produktes^  wenn  man  die  Elemente 
der  g^^  Horizontalreihe  des  ersten  Faktors  (ca)  mit  den  ent- 
sprechenden Elementen  der  h^^  Yertikalreihe  des  zweiten  Faktors 
multipliziert;  und  diese  n  Produkte  addiert;  es  kann  daher  ein  Element 
e,i  als  das  symbolische  Produkt  (Hi  •  Vt)  der  Elemente  der  i*®°  Zeile 
Ton  {dk)  und  der  i**"  Kolonne  von  (da)  bezeichnet  werden.  Wir 
wollen  diese  Beziehung  durch  die  Gleichung 

(la)  M(**)=-(^a) 

oder  durch  die  Gleichung 

ausdrücken. 

Hier  erkennt  man^  dafs  bei  dem  Produkt  zweier  Matrizen  die 
Beihenfolge  der  Faktoren  nicht  gleichgiltig  ist;  weil  die  Horizontal- 
mhen  des  ersten  Faktors  mit  den  Vertikalreihen  des  zweiten  ver- 
limden  werden;  das  Verfahren  ist  also  unsymmetrisch  in  Bezug  auf 
die  beiden  Faktoren.    So  ist  z.  B.  filr  zwei  Systeme  von  je  4  Elementen 

\c  d)  \y  8/  ""  \ca  +  dy,  cß  +  dd) 

/a  ß\/a  b\  ^  /aa  +  cß,  ba  +  dß\^ 
\y  d)\c   d/  ""  \ay  +  cd,  by  +  dd)'^ 

die  beiden  Produkte  sind  also  vollständig  verschieden.  Wir  wollen 
daher  die  vordere  und  die  hintere  Komposition  eines  Systems  (ca) 
mit  einem  anderen  {dfk)  genau  unterscheiden. 

Bildet  man  die  Determinante  \en\  dieses  komponierten  Systems^ 
80  ist  sie  nach  dem  Multiplikationssatze  für  die  Determinanten  gleich 
dem  Produkte  der  Determinanten  \Cik\  und  \dik\]  die  symbolische 
Gleichung  (la)  zwischen  den  Matrizen  (cik)  und  (du)  imd  ihrem 
Produkte  (e^)  bleibt  also  richtig;  wenn  man  von  den  Systemen  zu 
ihren  Determinanten  übergeht,  d.  h.  es  ist 

(2)  \Cik\'\dii\  =  \eii\. 

Wir  wollen  die  Multiplikation  oder  Komposition  der  Systeme 
zaerst  an  einigen  einfachen  Beispielen  erläutern^  von  denen  wir  im 
folgenden  Gebrauch  machen  werden.  Das  einfachste  unter  allen 
Systemen  ist  das  sogenannte  Einheitssystem 
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Nennte  Vorlemmg. 


(1) 


(1  0  0...01 
0  1  0...0 
0  0  1...0 

0  0  0...1 


desaen  Diagonalelemente  aUe  gleich  Eins  sind,  während  aUe  übrigen 
den  Wert  Null  haben.  Man  überzeugt  sich  durch  Ausführung  der 
Komposition^  daüs  für  ein  beliebiges  System  (c^) 

daüs  also  ein  beliebiges  System  (cii)  ungeandert  bleibt,  wenn  man  es 

vom   oder  hinten   mit   dem   Einheitssysteme   komponiert.     Setzt  man 

nämlich  .    n  /  •  \      /    \ 

(c.*)(*a)-(6,*), 

so  ist  für  jedes  Element 

Cgk  =*  Cfftdu  +  Cg^S^i  H h  CgkSkk  H h  Cgn9nk  ^  Cgk 

q-  e  *  df  und  das  Entsprechende  gilt  fOr  die  vordere  Komposition.  End- 
lich zeigt  eine  einfache  Überlegung,  welche  dem  Leser  überlassen 
bleibe,  da&  auch  umgekehrt  ein  System,  durch  dessen  Komposition 
jedes  andere  System  ungeandert  bleibt,  notwendig  das  Einheitssystem 
ist.  Dieses  System  spielt  also  in  der  Theorie  der  Systeme  ToUstandig 
die  Bolle  der  Zahl  Eins  in  der  elementaren  Arithmetik. 

Wir  vertauschen  nun  in  dem  Einheitssystem  irgend  zwei  Vertüal- 
reihen  Vi  und  Vk,  oder  was  hier  dasselbe  ist,  zwei  Horizontah*eihen 
Hi  und   Ht,    und    erhalten    so    z.B.   für   (i  =  l,  k=2)    ein    zweites 

Elementarsystem 

rO     1     0...0) 

1     0    0...0 

^1=    0    0     1...0 


0    0    0...1 


welches  von  der  dritten  Zeile  ab  vollständig  mit  dem  Einheitssysteme 
übereinstimmt.  Ein  solches  System  heilst  ein  VertauschungB- 
System,  weil  für  dieses,  wie  man  sich  durch  die  Ausführung  leicht 
überzeugt,  in  unserem  Beispiel  die  Kompositionsgleichungen  bestehen: 

(c,,)(J5,)  =  (F„  F„  F3,...F.) 
(jBi)  (Cii)  =  (ITj,  H^y  fij, . . .  Hn)y 

d.  h.  durch  hintere  Komposition  mit  E^  werden  zwei  Vertikalreihen  F| 
und  Fg,  durch  vordere  Komposition  zwei  Horizontalreihen  S^  und  JB, 


}  8.   Die  Elementanysteme. 
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Tertanscht,  und  das  Entsprechende   gilt  fOr  die   allgeineinereu   Yer- 

tanBchungBBysteme. 

Wir  nelimen  zweitens  an,  daüs  aniser  den  Di^onalelementen  in 

dem  Einheitssysteme  noch  ein  einziges  anderes  Element,  etwa  dy^^g, 

von  Null  Terschieden  ist.    Dann  erhalten  wir  ein  neues  Elementar-. 

System : 

a    g    0...0\ 

0    1    0...0 

0    0    1...0 


E,^ 


,0    0    0...1, 


und  eine  leichte  Bechnimg  zeigt  die  Richtigkeit  der  beiden  Gleichungen: 

M  (je;)  -  (Fi,  7,  +  gV^,  F„  . . .  F,) 
{E;)  (ct)  -  (fli  +  gH„H„H„...  5,). 

Also  durch  hintere  Komposition  mit  einem  Elementar- 
System  E^  wird  das  ^- fache  einer  Yertikalreihe  zu  einer  anderen 
addiert,  nnd  das  Entsprechende  ist  bei  vorderer  Komposition 
für  die  Horizontalreihen  der  FalL 

Wir  betrachten  'endlich  das   System  E^j   welches   man  ans  dem 

Einheitssystem  dadurch   erhält,   dals   man   eins  der  Diagonalelemente, 

etwa  das  i^  Element,   durch   eine  beliebige  Grofise  l  ersetzt.     Es   ist 

alflo  z.  B.  für  »  —  1 

X     0    0...01 

0    1    0...0 


^s- 


0    0    1...0 


0    0    0...1 


Komponiert  man  ein  System  (c,k)  hinten  (oder  yom)  mit  einem  solchen 
System,  so  ergiebt  sich,  dafs  dadurch  nur  seine  i*®  Vertikalreihe  (oder 
Horizontalreihe)  mit  X.  multipliziert  wird;  es  ist  also 

(cn)(E^)--(r,,...xri,...  F„) 

(jEj)  (cik)  =-  (-Si, . . .  XHi, . . .  JS„). 

Zu  jedem  Systeme  (cik)  mit  nicht  verschwindender  Determinante 
gehört  ein  sogenanntes  reciprokes  System  {c]k)}  welches  mit  jenem 
bekanntlich  durch  die  n'  Gleichungen  verbunden  ist: 

CilCu  +  CijCiJkH \'CinCnk=  ^ik      (»,  Aj  =  1,  2,  .  .  .  n), 

H«nt6l  n.  Landtbergi  Algsbralsche  Funktionen  eto.  9 
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•«wo  wieder  da  -»  0  für  i  ^  Jfe;  dj^A  =  1  ist.  Man  findet  dasselbe  bekannt- 
lich, wenn  man  die  n'  ünterdeterminanten  der  (n  —  1)*^  Ordnung 
von  (Cijt)  bildet  nnd  jede  dnrcli  die  Determinante  dividiert.  Wir  fessen 
diese  n^  Gleichmigen  jetzt  in  die  eine  ihnen  offenbar  äquivalente 
Gleichung  zusammen: 

(3)  (^.occso-a), 

d.  h.  das  reciproke  System  zu  (cik)  ist  dasjenige,  welches  mit 
(Cik)  vom  komponiert  das  Einheitssystem  ergiebt. 

Geht  man  in  der  Gleichung  (3)  zu  den  Determinanten  über,  so  ergiebt 
sich  der  bekannte  Satz: 

I  Ca  I  •  I  Ci*  I  =  1, 

die   Determinante   des   reciproken  Systems    ist    der  reciproke 
Wert  der  Determinante  des  ursprünglichen  Systems. 

Da  somit  auch  das  System  (c\k)  eine  von  Null  verschiedene  Determinante 
hat,  so  gehört  auch  zu  ihm  ein  reciprokes  System;  wir  bezeichnen 
dasselbe  vorläufig  durch  (c*/]^.  Multipliziert  man  dann  die  obige  Glei- 
chung (3)  hinten  mit  (c'/k)  und  beachtet,  dals  (c]i)  (c\'k)  =  (1)  ist,  so 
folgt  aus  ihr: 

(Ca)  -  (c-A), 

das  reciproke  System  des  reciproken  Systems  ist  also  wieder 
das  ursprüngliche  System. 

Ersetzt  man  daher  in  der  Grundgleichung  (3)  (ctk)  durch  (c'ik)  also  (dt) 
durch  (c,jfc),  so  folgt  aus  ihr 

(c;»)(c*)  =  (i)  =  (c,t)(c!o, 

d.  h.  reciproke  Systeme  sind  miteinander  vertauschbar. 
Sind  (Cik)  und  (d,*)  zwei  beliebige  Systeme  von  nicht  verschwin- 
dender Determinante,  so  besitzt  jedes  von  ihnen  ein  reciprokes  System 
{c[k)  und  {d'ik),  aber  dasselbe  gilt  auch  von  ihrem  Produkte 

(en)^(Cik)idik)y 

weil  auch  dessen  Determinante  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat 
Ist  (e'ik)  das  zu  (eik)  reciproke  System,  so  beweist  man  leicht,  dals 

(4)  (e:o-=(d;*)(c:*) 

ist.     In  der  That  ist  dann  nämlich 

(e.O  (e:*)  =  (cik)  (**)  (d'u)  (c;*)  =  (c,t)  (d»)  =  (1), 
und   das   Entsprechende   gilt   offenbar   für   das  Produkt   von   beliebig 
vielen  Faktoren.     Es  besteht  also  der  Satz: 

Ist   ein   System    (e,*)   von  nicht   verschwindender  Deter- 
minante aus  mehreren  anderen  (ea),  (ßik), . . .  komponiert,  so  ist 
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das  reciproke  System  (eii)  aus  den  reciproken  Systemen 
{(^ii),  (d'ik), . . .,  aber  in  umgekehrter  Reihenfolge^  zusammen- 
gesetzt. 

Die  reciproken  Systeme  kann  man  benutzen^  um  eine  lineare 
Oleichnng  für  ein  System  vollständig  aufzulösen.  Soll  nämlich  ein 
System  (xn)  so  bestimmt  werden^  dals 

(Cik)  (Xik)  -  (dik) 
ist,  und  ist  |  Ca  |  ^  0,   so   folgt  durch   vordere  Komposition  mit  (cj*) 
die  Auflösung  (^r..)- (clOC^O, 

und  durch  sie  ist  jenes  System  (xa)  eindeutig  bestimmt;  d.  h.  es  giebt 
ein  und  nur  ein  System  (Xik),  welches  dieser  Gleichung  genügt.  Speziell 
folgt  hieraus  fttr  (dik)  =»  (1),  daCs  jedes  System  (dk)  von  nicht  ver- 
schwindender Determinante  ein  und  nur  ein  reciprokes  System  (ca) 
besitzt 

Diese  Thatsache  benutzen  wir  zum  Beweise  eines  letzten  Satzes 
über  reciproke  Systeme,  den  wir  im  folgenden  gebrauchen  werden. 
Es  zer&lle  ein  System  in  mehrere,  z.  B.  in  zwei  Partialsysteme,  d.  h.  es 
Bei  in  leicht  verstandlicher  Bezeichnung: 

Oll  . . .  ctih  0  ...  0 


(Pik) 


»AI      .  .  »AA  0  ...  0 

0       ...0        &A-f  l,A-f  1       •  .  6a+1,  » 


0    ...  0     b 


n,A+l 


'  *  •  ^nn 


(Ä0\ 
\0  BJ' 


ist   die    Determinante    desselben    gleich    |  J.|  |JS{;    ist    also    die 

Determinante   des  ganzen  Systems  von  Null  verschieden,  so  gilt  das 

Gleiche  von  den  Determinanten  seiner  beiden  Partialsysteme;  zu  jedem 

Ton  diesen  existiert  abo  ein  und  nur  ein  reciprokes  System  {Ä')  und  (JB'), 

welches  man  in  der  oben  angegebenen  Art  findet;  dann  erkennt  man 

leicht,  daCs 

a'jj  . . .  a'ih  0  ...  0 


(A  ox 


a'tt . . .  a'hh  0  . .  .0 

0         ...  0  &*  +  l,  »  +  1     •    •    •  0*  +  l,B 


,0    ...  0     b'„,h+i 


K 


HH 
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das  zu  (o  _b)  reciproke  System  ist,  denn  die  Ausffihrong  der  Korn- 
Position  ergiebt  nnmittelbar  die  Richtigkeit  der  Gleichnng: 

Zerfallt  also  ein  System  von  nicht  yerschwindender  Deter- 
minante in  zwei  oder  mehrere  Partialsysteme,  so  zerfallt  das 
reciproke  System  in  gleicher  Weise,  und  zwar  besteht  es  ans 
den  reciproken  Partialsystemen. 

Zu  jedem  Systeme  (cik)  gehört  ein  anderes,  das  sogenannte  kon- 
jugierte System 


(5») = 


^1     ^1  •  •  •  ^1 


welches  aus  (cik)   einfach   dadurch  hervorgeht,  daCs  man  seine  Hori- 
zontalreihen mit  seinen  Yertikalreihen  vertauschi    Es  ist  also 

Aus    der  Entstehungsart  des   konjugierten,    aus    dem    ursprünglichen 
Systeme  folgen  unmittelbar  die  Sätze: 

1)  Die  Determinante  des  konjugierten  ist  gleich  der 
Determinante  des  ursprünglichen  Systems, 

denn  die  Determinante  bleibt  ja  bei  der  Vertauschung  der  Zeilen  mit 
den  Kolonnen  ungeanderi 

2)  Das  konjugierte  System  zu  dem  konjugierten  Systeme 
(Jcik)  ist  wieder  das  ursprüngliche  System. 

Ist  wieder  (c,*)  -  M  (d,*) 

das  Produkt  zweier  Systeme,  so  dals  also  jedes  Element 

egk  -^«pA  dnk  ==  Hg  -  Vi 
ist,  und  sind  (c^);  (d,*);  (^»*)  die  konjugierten  Systeme,  so  ist 

ßp*  =*  ^kg  =^.  Ckh  dkg  ^^  dgk  Chkf 

also  ist  *       _  * 

(5)  _  (c,*)=(d.*)(ca), 

d.  h.  es  besteht  wieder  der  Satz: 

3)  Das  konjugierte  System  eines  Produktes  ist  gleich 
dem  Produkte  der  konjugierten  Systeme  seiner  Faktoren  in 
umgekehrter  Reihenfolge. 
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Ist  endlich  (cik)  ein  System  mit  nicht  yerschwindender  Deter- 
minante, {e'ik)  das  reciproke  System,  so  wollen  wir  das  konjugierte  des 
reciproken  Systems,  also  (c^)  das  komplementäre  System  zn  (Cik) 
nennen  und  kürzer  durch  (ctt)  bezeichnen.  Dasselbe  entsteht  also  ans 
dem  reciproken  Systeme  durch  Yertauschung  der  Zeilen  mit  den 
Kolonnen,  oder  offenbar  auch  aus  dem  konjugierten  Systeme  (cik)  von 
(e,i)  durdi  Übergang  zum  reciproken  Systeme.  Komplementäre  Systeme 
haben  also  reciproke  Determinanten.  Das  komplementäre  System  zu 
(c!i)  ist  offenbar  wieder  das  ursprüngliche  System.     Ist 

80  folgt  zunächst  durch  Übergang  zum  reciproken  Systeme  mich  (4) 

(e;.*)-w*)W*), 

und  dann  durch  Übergang  zu  den  konjugierten  Systemen  nach  (5) 

.  («J»)-(7«)(d;*) 

oder 

(6)  (?:•*) -(ca)  (5,*); 

€8  besteht  also  der  Satz: 

4)  Das  komplementäre  System  eines  Produktes  von  zwei 
oder  mehreren  Faktoren  ist  gleich  dem  Produkte  der 
komplementären  Systeme  in  ungeänderter  Reihenfolge. 

§4.         ■ 

Die  im  yorigen  Abschnitt  gefundenen  Resultate  benutzen  wir  jetzt, 
^  die  Beziehung  zwischen  zwei  Basissystemen  des  Körpers  K(z,  u) 
einfiicli  auszusprechen.    Es  seien 

(lyW,  i^W, . . .  j^O)     und     (gd),  g(«), . . .  g(«)) 

zwei  Systeme  Yon  je  n  Grö&en  des  Korpers  K(z,  u)   und  wir   wollen 

umehmen,  dafs  die  n  Elemente  i^^  durch  das  erste  System  mit  ratio- 
nalen Koeffizienten  darstellbar  sind.  Dann  bestehen  n  homogene  lineare 
eieichungen:  ^^„  ^  j^^^^,,  _^  j^^^,„  _^_^  ^^^^^^ 

0)  : 

oder  kürzer  geschrieben: 

(1»)  f^'  =  2^p*V*'  (<,,Ä=l,2,...n), 

* 

in  denen  die  Substitutionskoef&zienten  bgh  rationale  Funktionen  von  z 
find.     Ist  wieder   (js » a)   eine   beliebige   reguläre   Stelle  von  z,   sind 
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$17  $s'  -  •  •  $»  ^^  zugehörigen  konjugierten  Punkte  der  Eugelflache  91, 

und  sind  allgemein 

M    M  M.        (*)     (Ä)  (*) 

»1  ;  »a  ;  •  •  •  w»  j      ui  f  u%  9  •  '  '  un 

die  konjugierten  Funktionenelemente  von  g^^  und  i^^*^  für  jene  Stelle^ 
so  gelten  die  Gleichungen  (la)  für  alle  diese  n  Punkte^  und  man 
erhält  so  die  n'  Gleichungen: 

(1  b)  t^^  -^  hk  rfi\  (j,,  t  =  1, 8, . . .  n) 

durch  welche  die  n'  Elemente  der  Matrix  (S^^)  durch  die  n^  Elemente 
der  Matrix  rf^^  mit  Hilfe  der  n'  Elemente  des  Substitutionssystems 

&JJ     621  .. .  6*1 

^19        ^99    •  •  •  ^nS 

(Ic)  (6,*) 


ausgedrückt  werden. 

Unter  Anwendung  der  im  vorigen  Paragraphen  erklärten  Bezeich- 
nung können  wir  nun  die  in  den  Gleichungen  (Ib)  ausgedrückte  Be- 
ziehung zwischen  den  Elementen  der  Matrizen  (5^  )  und  (iy^* )  in  sehr 

eleganter  Form  aussprechen.  Sie  können  nämlich  durch  die  eine 
Gleichung 

(2)  (gf)  =  (-^f)  (^*) 

ersetzt  werden^  wenn  unter  dem  Substitutionssysteme  {hg^  ein  für  alle- 
mal das  in  (Ic)  ausführlich  hingeschriebene  System  verstanden  ist 
Multipliziert  man  nämlich  die  Elemente  der  ¥^^  Horizontalreihe 

der  Matrix  {rf^^)  mit  den  enteprechenden  Elementen  (6^,1,  6^», .. .  &y«) 
der  gf*®^  Vertikalreihe  des   Substitutionssystems  (6^;,)  und  addiert  jene 

Produkte,  so  lehrt  die  Gleichung  (Ib),  dafs  man  das  Element  t,^^  der 

Matrix  (g^  )  erhält.  Wir  können  also  dieses  Resultat  in  dem  folgenden 
Satze  einfach  aussprechen: 

Sind    die    Elemente    {i^^\  .  .  .  g^"^)    durch    das    System 

{rf^\  .  .  .  ?j("))  darstellbar,   so    ist   die   zugehörige   Matrix  {^^^ 

gleich  der  Matrix  (ji^^)  multipliziert  mit  dem  Substitutions- 
systeme  {bghj. 


tT 

- 

(v) 

vT 

• 

\s 

§  5.   Die  Teiler  des  Körpers  K  {z,  u).  135 

Geht  man  in  der  Eompositionsgleichnng  (2)  za  den  Determinanten 
über;  80  ergiebt  sich: 

(2.) 

d.  h.  die  Determinante  des  Systems  (f^^ ,  . . .  g^"^)  ist  gleich  der 
Determinante  von  (i^^*^, . . .  rf^^)  multipliziert  mit  der  Substitu- 
tionsdeterminante  |&pa|- 

Wir  ziehen  ans  diesem  wichtigen  Resultate  zunächst  einige  Fol- 
gerungen: Bildet  das  System  {rj^^\  . . .  rj^^^)  eine  Basis  ^  den  Körper 

K{2yu)y  SO  ist  jedes  andere  System  {i^^\  . . .  g^"^)  durch  dasselbe  dar- 
stellbar; und  anJüserdem  ist,  nach  dem  im  Yorigen  Abschnitt  bewiesenen 
Fnndamentalsatze;  seine  Determinante  1 1;^)  1  stets  von  Null  verschieden. 

Also  ist  die  zu  (X^^\  , . .  g^*^)  gehörige  Determinante  |  i^f  \  dann  und 
nur  dann  von  Null  verschieden^  wenn  dasselbe  von  der  Substitutions- 

determinante    { bgk  \   gilt.    Nur   in  diesem  Falle   ist   aber  (g^^\  . . .  g^"^) 

ebenfalls  ein  Fundamentalsystem  fär  den  Körper;   es  ergiebt  sich  also 

der  Satz: 

Man  erhalt  alle  Fundamentalsysteme  aus  einem  von  ihnen 

(i^^^), . .  .  ij^»»))  in  der  Form: 

g(0  =  bn  ^1)  +  &»8  V^^^  +  •  •  •  +  6/«  12^"^, 

wobei  die  rationalen  Koeffizienten  nur  so  zu  wählen  sind;  dafs 
ihre  Determinante  nicht  identisch  Null  ist. 

Nimmt  man  z.  B.  für  (rf^^)  das  System  (1,  m,  . . .  m'*""0>  ^^  findet  man, 
<ials  jedes  System 

g<0  =  b^^  +  &(')  w  +  . . .  +  jW., «»-1  (t  =  1,  2,  . .  .  n) 

eine  Basis  des  Körpers  K(/g,  u)  ist,  wenn  die  aus  den  n^  Koeffizienten  &i'^ 
gebildete  Determinante  nicht  identisch  verschwindet. 


§5. 

Wir  hatten  bis  jetzt  bei  der  Betrachtung  des  Körpers  K{z,  u)  die 
algebraische  Funktion  u  von  z  zu  Ghninde  gelegt  und  K(z,  u)  als  die 
Gesamtheit  aller  rationalen  Funktionen  von  z  und  u  definiert,  unter 
der  Voraussetzung,  daCs  u  als  Funktion  von  z  durch  die  irreduktible 
Gleichung  n^^  Grades  f(u,  z)  '=-0  definiert  ist.  Wir  hatten  aber  ge- 
sehen, dals  jede  andere  Gröfse  ü  des  Körpers  als  Funktion  von  z 
ebenfalls  durch  eine  irreduktible  algebraische  Gleichung 

(1)  F(U,z)=^U'  +  A,^^{z)U'-'+"^+A^{z)=^0 
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definiert  wird,  deren  Ghrad  e  entweder  gleieh  n  oder  ein  Teiler 
von  n  ist. 

Es  sei  zunächst  U  so  gewählt,  dab  e  «  n  ist,  dab  also  U  ebenso 
wie  u  einer  irreduktibehi  Gleichung  n*^  Ghrades  2^(17, 5)  — 0  genügt 
Sind  dann  ji       tt  tt 

die  zu  n  konjugierten  Punkten  ^^,  $2; .  • .  $»  gehörigen  Funktionen- 
elemente, so  sind  sie  sämtUch  untereinander  verschiedene  Potenzreihen. 
Also  bilden  die  n  Funktionen  des  Körpers 

1,     U,     IP,...  CT"-' 

genau  ebenso  eine  Basis  des  Körpers  K(/Sf  u),  wie  die  n  Potenzen 
(1,  u, . . .  u^"^),  weil  die  zu  diesem  Systeme  gehörige  Determinante 

|l,  Ui,  üi\  . . .  Vr^l  ^yT[{U,-  ü,)         (•-!,. ..n) 

nicht  identisch  verschwindet.  Also  ergiebt  sich,  dab  jede  GhrSlke  17 
des  Körpers  K  (jer,  u)  auf  eine  einzige  Weise  in  der  Form 

(2)  v-C,  +  C,ü  +  '''+  Cn^iU'"''  =  <t>  (5,  U) 

mit  rationalen  Funktionen  von  g  als  Koeffizienten  darstellbar  ist. 

Bilden  wir  also  jetzt  den  Körper  K  (0,  U),  d.  h.  die  Gesamtheit 
aller  rationalen  Funktionen  von  z  und  {7,  so  gehört  nach  (2)  jede 
Grobe  rj  des  Körpers  K{z^u)  auch  diesem  neuen  Körper  K{By  U)  an, 
und  da  auch  umgekehrt  jede  Grobe  von  K{0y  U),  d.  h.  jede  rationale 
Funktion  von  js  und  ü,  auch  dem  Körper  K{jSy  u)  angehört,  weil  ja  U 
selbst  eine  rationale  Funktion  von  z  und  u  ist,  so  folgt,  dab  beide 
Körper  identisch  sind. 

Wir  hätten  auch  gleich  die  Definitionsgleichung 

für  eine  reguläre  Stelle  (z  »  a)  auflösen  können,  und  wären  so  direkt 
zu  den  n  Funktionenelementen  U^, , , .  Un  gekommen;  und  durch  die 
Ausbreitung  derselben  hätten  wir  eine  n- blättrige  Kugelfläche  81(0') 
erhalten,  auf  der  dann  wiederum  alle  Ghröben  des  Körpers  K(z,  U) 
eindeutig  und  bis  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Polen  stetig  sind. 
Man  erkennt  aber  leicht,  dab  die  beiden  Flächen  9l(u)  und  ffi{U) 
identisch  sind,  wenn  man  die  n  Blätter  beide  Male  gleich  bezeichnet 
und  die  Schnitte  übereinstimmend  wählt.  In  der  That  entsprechen 
sich  die  Blätter  beider  Flächen  eindeutig,  und  die  Yerzweigungspunkte 
liegen  für  beide  an  den  gleichen  Stellen;  ist  nämlich  93a  ein  a-blattriger 
Verzweigungspunkt    für   5R(w),    so    schreitet    auch    die    Entwickelung 
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von  {7  in  S3a  notwendig  nach  ganzen  Potenzen  von  (js  —  aY  und  nicht 

etwa  nach  Potenzen  von  (e  —  a)**°  fort,  wenn  a^  ein  Teiler  von  a  ist, 
80  dab  dem  a-blattrigen  Yerzweigangspankte  von  9l(u)  ein  aQ-blattriger 
Yeizweigangspnnkt  von  91(17)  entspräche.  Wäre  dies  nämlich  der 
Fall,   80   besälsen  ja  auch   alle  Funktionen   des  Körpers  K  (z,ü)  an 

dieser  SteOe  eine  Entwickelung  nach  Potenzen  von  (js  —  a)%  und  dies 

ist  unmöglich,   weil  u   selbst  dem   Körper   K(jSf  U)    angehört.     Die 

beiden   Flächen  91  (u)  und  91  (Z7)  entsprechen   also   einander   so,   dals 

jedem  Blatte  fti(u)  des   einen  ein  Blatt  Ri(U)  des  anderen  Punkt  für 

Pimkt   entspricht,  jedem   regulären   Punkte    von   91  (u)   ein    regulärer 

Pimkt  von  9l(i7),  und  jedem  a-blättrigenVerzweigungspunkt  von  9l(u) 

ein  Yerzweigungspunkt  gleicher   Ordnung  von  91(27)   entspricht,   in 

dem   die  entsprechenden  Blätter   zusammenhängen.    Also  sind  in  der 

That  die   beiden  Kugelflächen  91  (u)  und  91  (27)   identisch,  wenn  der 

Punkt  83o  und  die  Übergangslinien  entsprechend  gewählt  werden.    Es 

besteht  also  der  Satz: 

Ist  U  irgend  eine  Funktion  des  Körpers  K{ZyU)y  welche 
einer  irreduktibeln  Gleichung  n^^  Grades  genügt,  so  ist 

und  die  zugehörigen  Kugelflächen  sind  identisch. 
Es  sei  jetzt  U  eine  dem  Körper  K(Zy  u)  angehörige  Funktion, 
für  welche  der  Grad  e  irgend  ein  eigentlicher  Teiler  von  n  ist,  und  sei 
(1)  die  irreduktible  Gleichung,  durch  welche  U  als  Funktion  von  z 
definiert  wird.  Denken  wir  uns  aus  (1)  direkt  die  e  zu  einer  Stelle  {z  =  a) 
gehörigen  Funktionenelemente  {7^,  ü^,  ...  27«  bestimmt  und  die  zu- 
gehörige zusammenhängende  e-blättrige  Kugelfläche  91(17)  konstruiert, 
80  zeigt  sich  genau  ebenso,  dafs  jede  rationale  Funktion 

Ton  z  und  {7  eindeutig  auf  91  (Z7)  ausgebreitet  ist  und  auf  eine  einzige 
Art  in  der  Form 

mit  rationalen  Koeffizienten  dargestellt  werden  kann.  Alle  diese  Funk- 
tionen tj  und  nur  sie  konstituieren  wieder  einen  Körper  K(z,  U)  und 
Terhalten  sich  auf  91  ({7)  regulär,  und  jedes  dieser  Elemente  rj  ge- 
nügt wieder  einer  irreduktibeln  Gleichung,  deren  Grad  entweder  gleich  e 
oder  gleich  einem  Teiler  von  e  ist. 

Jede   Funktion   i?  =  9>(^;?7)   des   Körpers   K{z,ü)   gehört  auch 
dem  Korper  K(z,  u)  an,  denn  U  selbst  ist  ja  eine  rationale  Funktion 
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von  z  und  ti,  also  gilt  dasselbe  auch  von  jeder  Funktion  17;  dagegen 
gilt  nicht  das  umgekehrte  ^  denn  sonst  mü&te  ja  auch  u  selbst  als 
Element  des  Körpers  K{Zy  ü)  einer  Gleichung  des  e*^^  Gfrades  mit 
rationalen  Koeffizienten  genügen^  und  die  e  Elemente 

(1,  u,  u\.,. u"-') 

bildeten  eine  Basis  für  den  ganzen  Korper  K  (g,  u),  was,  wie  auf 
S.  124  bewiesen  wurde,  niemab  der  Fall  sein  kann,  wenn  6  <  n  ist 
Man  nennt  daher  den  so  sich  ergebenden  Körper  6^  Ordnung 
K(z,  U)  einen  Teiler  oder  einen  Unterkörper  von  K(is,u),  da  alle 
seine  Elemente  zusammengenommen  einen  TeUbereich  des  Koipen 
K(js,u)  bilden.     Es  ergiebt  sich  so  zunächst  der  Satz: 

Die    Ordnung  e  eines  jeden   Unterkörpers   K{is,  U)   des 
Körpers  K{ZjU)  ist  stets  ein  Divisor  der  Ordnung  von  l^{ey  u). 

Jeder  Körper  n*®'  Ordnung  besitzt  abo  im  allgemeinen  eine  end- 
liche Anzahl  von  Divisoren  oder  Unterkörpern,  deren  Ordnung  stets 
ein  Teiler  von  n  ist  und  deren  Untersuchung  für  die  Erkenntnis  des 
algebraischen  Charakters  der  Gleichung  f(xiy  z)  ^0  von  fundamentaler 
Bedeutung  ist.  Jeder  Körper  besitzt  stets  den  Körper  niedrigster 
Ordnung  K{ß)  der  rationalen  Funktionen  von  z  allein  als  Divisor,  und 
dieses  ist  der  einzige  Unterkörper,  falls  die  Ordnung  n  desselben  eine 
Primzahl  ist,  weü  diese  ja  aufser  der  Einheit  keinen  Heineren  Divisor 
enthält. 

Für  den  zuletzt  abgeleiteten  Satz  wollen  wir  auch  noch  einen 
Beweis  angeben,  welcher  die  Kenntnis  der  Wurzeln  unserer  Gleichung 
nicht  voraussetzt:  Wir  hatten  gesehen,  dafs  u  nicht  dem  Körper  K{Zy  U) 
angehört;  wohl  aber  wird  eine  Gleichung  für  u  existieren: 

(3)  <t>{u)  =  uf+Cy^i(U,  z)uf-^  +...  +  Co(ü,  ;8r)  =  0, 

deren  Koeffizienten  dem  Körper  K(üyZ)  angehören.  Dafs  eine  solche 
Gleichung  für  u  besteht,  ist  klar,  denn  jedenfalls  genügt  u  der  Glei- 
chung w*®°  Grades  f(u,z)  =  0,  deren  Koeffizienten  alle  sogar  in  z 
rational  sind,  also  dem  Körper  K{z),  mithin  a  fortiori  dem  Körper 
K{z,  U)  angehören.  Es  möge  nun  (3)  die  Gleichung  niedrigsten 
Grades  sein,  der  u  innerhalb  des  Körpers  K(z,  U)  genügt.  Man  könnte 
dieselbe  auch  auf  rationalem  Wege  finden;  jedoch  genügt  für  den  hier 
zu  gebenden  Beweis  die  selbstverständliche  Bemerkung,  dafs  eine  solche 
Gleichung  niedrigsten  Grades  für  ti  sicher  existieren  muls.  Als- 
daim  bUden  die  ef  Funktionen 

(3a)   1,  ü,...Cr'~';    u,  uü,...uU'~^],,.]uf-\uf-'ü,...uf-^U"-'^ 
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eine  vollständige  Basis  für  den  Körper  n^'  Ordnung  K{Zy  u).  Denn 
erstens  gehören  alle  diese  e/*  Produkte  zu  K{sSj  u);  femer  sind  sie  alle 
rational  unabhängig,  denn  bestände  zwischen  ihnen  eine  homogene 
Imeare  Gleichung  mit  rationalen  Koeffizienten 


22"'*^'***  =  ^' 


und  schreiben  wir  sie  in  der  Form: 

(31))         d^{z,  U)  +  d^(g,  I7)m  +  ...+  d/_i(;sr,  U)u/'-^  «  0, 

in  der  jetzt  alle  Koeffizienten  di  (z,  U)  dem  Körper  K  (z,  U)  angehören, 
80  wäre  ja  (3b)  eine  Gleichung  von  niedrigerem  als  dem  f^^  Grade, 
gegen  unsere  über  <t>(u)  »  0  gemachte  Voraussetzung.  Da  man  nun 
endUch  jede  Ghrölse 


Körpers  K(0,  u)  durch  einfache  Division  mit  der  Funktion  des 
P^  Grades  4>(m)  stets  auf  den  (f  —  1)*®°  Grad  in  t*  so  reduzieren  kann^ 
d&b  alle  Koeffizienten  ganze  Funktionen  von  {7  von  niedrigerem  als  dem 
e*^  Grade  sind,  da  wir  also  jedes  Element  rj  durch  die  e/*  Funktionen  (3  a) 
wirkUch  darstellen  können,  so  bilden  sie  wirklich  eine  Basis  für  den 
Korper  n**'  Ordnung  K(0,  u),  es  ist  also  6/*=  n,  was  zu  beweisen  war. 

Zum  AbschluJs  dieser  Untersuchungen  beweisen  wir  den  folgenden 
wichtigen  Satz,  welcher  eine  einfache  Beziehung  zwischen  den  Ordnungen 
der  Verzweigungspunkte  derjenigen  Kugelflächen  9i(w)  und  5R(J7)  an- 
giebt,  welche  zu  einem  Körper  K(z,  u)  und  einem  seiner  Unterkörper 
^Zj  U)  gehören. 

Es  sei  Sa  ein  a-blättriger  Verzweigungspunkt  von  91  (m);  dann 
besitzt  u  für  seine  Umgebung  die  Entwickelung 

M  =  eA(^-a)" +  c>i-|.i(jEf  — a)  "*    +•••. 

Ist  nun  U  ^  Cq  +  c^u  -\ \-  Cn—i  t*""^  irgend  eine  Gröfse  des  Körpers 

f(r,ti),  so  besteht  für  sie  eine  Entwickelung 

wo  offenbar  a  entweder  gleich  a  oder  ein  Teiler  von  a  sein  mufs. 
Ist  U  ebenfiedls  von  der  n*®*^  Ordnung,  so  mufs,  wie  bereits  oben  her- 
vorgehoben   wurde,    notwendig    ä  ==  a    sein,    weil    sonst    nicht    alle 
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a  konjugierten  Beihen  in  der  Umgebnng  von  83«  yerschieden  waren; 

in  diesem  Falle  entspricht  also  jedem  a-blatfarigen  Yerzweigongspunkte 

von  81  (m)  ein  ebensolcher  von  8l(£7). 

Ist   dagegen  U  von  niedrigerer  als  der  n*^  Ordnung,   so  kann 

sehr  wohl  ä  ein  Teiler  von  a  sein;  in  diesem  Falle  entspricht  also 

jedem  Punkte  fßa  von  8l(t«)   ein  Yerzweigungspunkt  83ir  ▼on   91(17), 

dessen  Blatteranzahl  ä  ein  Divisor  von  ä  sein  muTis.    Es  besteht  also 

der  Satz: 

Sind  81  (u)  und  81(17)  die  zu  einem  Körper  und  einem 

seiner  Unterkörper  gehörigen  Biemannschen  Flachen,  so  ent- 
spricht jedem  Punkte  von  81  (u)  eindeutig  ein  Punkt  von 
81(17);  ist  a  bzw.  a  die  Anzahl  der  in  jenen  beiden  Punkten 
zusammenhängenden  Blatter,  so  ist  a  stets  ein  Teiler  von  a. 


Zehnte  Yorlesimg. 

Die  Ordnungszahlen.  —  Die  Primdivisoren.  —  Die  algebraischen  Divisoren.  — 
Die  Grundregeln  fOr  das  Bechnen  mit  Divisoren.  —  Die  ganzen  nnd  gebrochenen 
Dimren.  —  Der  gröfste  gemeinsame  Teiler  von  Divisoren.  —  Die  den  Elementen 
von  K{t^  u)  Zugeordneten  Divisoren.  —  Die  algebraischen  Einheiten  oder  Kon- 
ittnten.  —  Jede  algebraische  Funktion  besitzt  gleich  viele  Null-  nnd  Unendlich- 
keitsstellen. 


§1. 

In  der  ersten  Yorlesimg  hatten  wir  die  rationalen  Funktionen 

in  der  Umgebung  eines  beUebigen  Punktes  p  der  zugehörigen  ein- 
blättrigen Eugelfläche  ft  untersucht  und  gesagt^  sie  besitze  in  p  die 
Ordnungszahl  q,  wenn  sie  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  in  der  Form 

Z^(0^ayE{0\a) 

danteilbar  ist,  wo  E(0\a)  eine  beliebige  Einheitsfimktion  ffir  p 
Wentet 

Betrachten  wir  nun  eine  beliebige  algebraische  Funktion 

des  Körpers  K{g,  u)  in  der  Umgebung  eines  Punktes  ^  der  zugehörigen 
X- blättrigen  Biemannschen  Flache  91  und  nehmen  dabei  der  All- 
gemeinheit wegen  an,  daCs  jene  Stelle  eine  a-blatfarige  Yerzweigungs- 
stelle  ist;  ffir  eine  reguläre  Stelle  braucht  dann  nur  a«l  gesetzt  zu 
Verden.  Wie  die  vorausgeschickten  Betrachtungen  lehren,  ist  dann 
die  algebraische  Funktion  17  in  der  Umgebung  jener  Stelle  stets  in  der 
form  darstellbar: 

(1)  f)^(z-arEig\a), 

WO  wieder  g  —  a  den  zu  $  gehörenden  Linearfaktor,  E(/s\a)  eine 
Einheitsfimktion  ffir  jene  SteUe,  und  q  eine  positive  oder  negative 
ganze  Zahl  oder  die  Null  bedeutet  Auch  hier  wollen  wir  jeder 
Funktion  17  des  Körpers  K(g,  u)  eine  Ordnungszahl  ffir  den  beliebig 
angenommenen  Punkt  ^  zuordnen,  und  zwar  wollen  wir  wieder  hierffir 
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den  Exponenten  q  derjenigen  Potenz  von  (xr  —  «)**  wählen,  mit  welcher 
die  Entwickelnng  von  rj  in  der  Umgebung  jener  Stelle  beginnt. 

untersuchen  wir  zunächst,  welches  die  Ordnungszahl  einer  ratio- 
nalen Funktion  von  z  in  einem  Punkte  ^  von  91  ist,  wobei  wir  uns 
offenbar  auf  die  Betrachtung  eines  Linearfaktors  beschränken  können. 
Betrachten  wir  z.  B.  eine  Stelle  (z  =  a)  der  unabhängigen  Variablen,  so 
gehören  zu  ihr  n  konjugierte  Punkte  ^j,  ^2^  •  •  •  $«•  ^^^  Riemannschen 
Fläche,  falls  unter  ihnen  kein  Yerzweigungspunkt  Yorhanden  ist.  Der 
zugehörige  Linearfaktor  0  ^  a  besitzt  in  jedem  dieser  Punkte  die 
Ordnungszahl  Eins,  wie  aus  der  Gleichung 

;er  —  a  =  fjEf  —  a)^  •  JE?(jer  I  a) 

hervorgeht,  wo  in  diesem  speziellen  Falle  die  Einheitsfunktion  E(z\a)'^l 
ist.  Gehört  dagegen  zu  jener  Stelle  (e » a)  etwa  ein  a- blättriger 
Yerzweigungspunkt,  so  ist  für  sie  der  Linearfaktor  j?  —  a  genau  von 
der  a^'^  Ordnung,   denn  die   Entwickelnng   von  0  —  a   nach    ganzen 


a 


Potenzen  von  (jer  — a)*  beginnt  erst  mit  dem  Gliede  (ßf  —  a)".  Ent- 
wickelt man  femer  einen  Linearfaktor  ^er  —  a  in  der  Umgebung  der 
Stelle  (0  =  cx>),  so  gilt  die  Entwickelnng 

für  die  Umgebung  eines  jeden  der  Punkte  von  91,  welche  der  Stelle 
(jgf  =  00)  entsprechen.  Ist  also  einer  dieser  Punkte  ^^*^  regulär,  so 
besitzt  für  ihn  jer  —  a  die  Ordnungszahl  —  1 ;  betrachten  wir  aber  jenen 
Linearfaktor  für  einen  am  Südpol  liegenden  a-blättrigen  Yerzweigungs- 
punkt, und  schreiben  wir  die  obige  Gleichung  in  der  Form 


a 


(._.)  =  (!)-(.  _^), 


SO  erkennt  man,  dais  hier  (js  —  a)  die  Ordnungszahl  —  a  besitzt. 

Ist  zweitens  rj  eine  beliebige  algebraische  Funktion  von  K(£f,  u),  so 
erkennt  man  zunächst,  dais  die  Stelle  ^  eine  NuUstelle  oder  ein  Pol 
für  sie  ist,  je  nachdem  die  soeben  definierte  Ordnungszahl  positiv  oder 
negativ  ist,  und  dals  r^  an  jener  Stelle  dann  und  nur  dann  einen  end- 
lichen, von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt,  wenn  die  Ordnungszahl 
Null  ist.  Haben  femer  zwei  Funktionen  tj  und  g  in  ^  die  Ordnungs- 
zahlen r  und  5,  ist  also  für  die  Umgebung  von  ^: 

r  j_ 

ri  =  (z^ayE(z\a),     i  ^  (z-aY  E' (z\a), 

und  berücksichtigen  wir,  dals  sowohl  das  Produkt  als  auch  der  Quotient 
zweier  Einheitsfnnktionen  wiederum  eine  solche  ist,  so  folgt  durch 
Multiplikation  und  Division  jener  beiden  Gleichungen: 
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i2g=(^-«)*'    E{z\a\ 


r — « 


ili.  es  besteht  hier  ebenso  wie  für  rationale  Funktionen  der  Satz: 

Besitzen  zwei  Funktionen  ij  nnd  ^  in  ^  die  Ordnungs- 
zahlen r  nnd  s^  so  besitzt  ihr  Produkt  die  Ordnungszahl  r  -f  ^; 
ihr  Quotient  die  Ordnungszahl  r  —  s. 

Für  jeden  regulären  Punkt  ist  die  hier  gegebene  Definition  der 

Ordnungszahl  einer  algebraischen  Funktion  1/ =  (je?  — a)^  JS(j8f|a)  voU- 
sfindig  identisch  mit  der  ftir  die  rationalen  Funktionen  aufgestellten^ 
weil  in  diesem  Falle  der  Nenner  a  =  1  ist.  Etwas  anders  scheint  dies 
bei  den  Yerzweigungspunkten  zu  sein,  und  man  könnte  zunächst  ver- 

Biicht  sein,  für  diese  den  gebrochenen  Exponenten  -^  als  Ordnungszahl 

ZQ  wählen,  wenn  für  die  Umgebung  einer  solchen  Stelle  17  die  obige 
Entwickelung  (1)  besitzt.  Indessen  überzeugt  man  sich  durch  die  folgende 
ein&che  Überlegung  davon,  dafs  die  oben  gegebene  Definition  der 
Ordnungszahl  einer  algebraischen  Funktion  für  eine  Verzweigungsstelle 
die  richtige  Verallgemeinerung  für  den  Übergang  von  dem  Körper 
f  (f)  der  rationalen  zu  dem  Körper  K{Zj  u)  der  algebraischen  Funk- 
tionen bildet 

Betrachten  wir  alle  rationalen  Funktionen  Yonjsr,  welche  in  dem 
Punkte  p  der  zugehörigen  einblättrigen  Kugelfläche  verschwinden,  und 
wählen  wir  aus  ihnen  eine  solche  aus,  welche  in  der  Umgebung  von  p 
nnendhch  klein  von  möglichst  niedriger  Ordnung  ist,  so  erhalten  wir 
entweder  den  Linearfaktor  z  —  a  selbst  oder  irgend  eine  rationale 
Funktion  Z^y  deren  Entwickelung  ebenfalls  mit  der  ersten  Potenz  von 
i—  a  beginnt,   für   welche   also   für   die  Umgebung  von  p  die  Dar- 

steUnng  besteht: 

Z^=^{z-a)E{z\a\ 

Wählen  wir  nun  eine  solche  Funktion  Z^  als  Mafsstab  für  die  übrigen 
rationalen  Funktionen,  legen  wir  ihr  also  die  Ordnungszahl  1  bei  und 
getanen  dann  fest,  dafs  eine  andere  Funktion  Z  desselben  Körpers  die 
Ordnungszahl  p  besitzen  soll,  wenn  Z  in  der  Umgebung  von  p  von 

derselben  Ordnung  unendlich  klein  bzw.  unendlich  grofs  wird  wie  Z^, 

Z 

wenn  sich  also  der  Quotient  —  für  z  =^  a  auf  eine  endliche,  von  Null 

verschiedene  Konstante  reduziert,  so  erkennen  wir,  daCs  alle  und  nur 
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die  Funktionen  Z  von  der  Ordnung  p  sind,  welche  in  der  Umgebung 
von  i)  in  der  Form 

darstellbar  sind.  Wir  gelangen  also  von  dieser  Grundlage  aus  genau 
zu  der  oben  gegebenen  Charakterisierung  der  Ordnungszahl  fOr  die 
rationalen  Funktionen. 

Greifen  wir  nun  in  gleicher  Weise  nnter  den  in  dem  «-blättrigen 
Yerzweigungspunkte  $  der  n -blättrigen  Eugelfläche  91  verschwindenden 
Funktionen  des  algebraischen  Körpers  K(z^  u)  eine  Funktion  i}q  heraus, 
welche  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  unendlich  klein  von  mög- 
lichst niedriger  Ordnimg  wird,  so  kann  ihre  Entwickelung  mit  keiner 

\_ 

niedrigeren  gebrochenen  Potenz  von  j?  —  a  als  mit  (j?  —  a)'  beginneiii 
d.  h.  sie  muTis  f&r  die  Umgebung  von  ^  die  Darstellung 

j_ 

i,,  =  (xr-«rJE(«|a) 

besitzen.  Erst  später  werden  wir  zeigen,  daCs  für  jeden  Yerzweigungs- 
punkt  $  wirklich  eine  solche  Funktion  des  Korpers  K(jSyU)  gefunden 
werden  kann,  welche  für  $  von  dieser  niedrigsten  Ordnung  un- 
endlich klein  wird.  Nehmen  wir  aber  diese  Thatsache  schon  jetzt 
als  erwiesen  an,  so  müssen  wir  auch  hier  diese  Funktion  i;^  als 
Maisstab  für  die  übrigen  Funktionen  wählen,  d.  h.  ihr  die  Ordnungs- 
zahl 1  beilegen,  und  wir  müssen  einer  beliebigen  Funktion  tj  dann 
die  Ordnungszahl  q  beilegen,  wenn  rj^  diejenige  Potenz  ist,  für  welche 

der  Quotient  —  für  (js  =  a)  endlich  und  von  Null  verschieden  ist.   Thun 

wir  dies,  so  erkennen  wir,  daCs  alle  und  nur  die  Funktionen  7/  des 
Körpers  K(ayU)  die  Ordnungszahl  q  haben,  für  welche  in  der  Um- 
gebung von  ^  die  Darstellung 

ri^{z-ay  E{z\a) 

besteht,  dafs  also  die  hier  gegebene  Definition  der  Ordnungszahl  eine 
direkte  Verallgemeinerung  der  für  die  rationalen  Funktionen  gegebenen 
ist.  Wir  erkennen  so,  daCs  der  Begriff  der  Ordnungszahl  einer  Funk- 
tion ri  von  dem  Körper  K{ZjU)  abhängig  ist,  als  dessen  Individuum 
71  betrachtet  wird,  denn  wir  vergleichen  eben  ri  mit  der  Funktion 
niedrigster  Ordnung  i^q,  welche  in  diesem  Körper  existiert.  Steigt 
man  z.  B.  von  dem  hier  betrachteten  Körper  n*®'  Ordnung  zu  einem 
anderen  Körper  K  der  (mnf*'^  Ordnimg  auf,  in  welchem  K(jiy  u)  als 
Unterkörper  enthalten  ist,  so  kann  die  Ordnungszahl  q  von  ri  für  den 
Punkt  ^  in  ein  Vielfaches  q  von  q  übergehen,   und   zwar   wird   dies 
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dann  und  nnr  dann  der  Fall  sein,  wenn  dem  a-blattrigen  Verzweignngs- 
pmikte  ^  in  diesem  höheren  Körper  ein  ä- blättriger  Verzweigongs- 
pnnkt  ^  entspricht,  f£lr  welchen  ä  ein  Multiplnm  von  a  ist,  denn  in 
diesem  Falle  giebt  es  ja  innerhalb  ft  ein  Element 

1 

\  =  (e-ayE(z\a), 

welches  nun  als  Malsstab  zu  wählen  ist.  Im  folgenden  bleiben  wir 
aber  stets  innerhalb  eines  und  desselben  Körpers,  und  hier  bleibt  der 
Malisstab  f£lr  jeden  einzelnen  Punkt  unveränderlich. 

§2. 

Wir  wollen  nun  ebenso  wie  in  der  Theorie  der  rationalen  Funk- 
tionen und  der  zugehörigen  einblättrigen  Kugelflächen  jedem  Funkte  ^^ 
der  n-blättrigen  zu  K{g,  u)  gehörenden  Riemannschen  Kugelfläche  91 
einen  Divisor  zuordnen,  welcher  ebenfalls  durch  ^^  bezeichnet  werden 
möge,  und  zwar  soll  die  Teilbarkeit  einer  Funktion  r^  in  der  Umgebung 
Ton  ^Q  durch  diesen  Divisor  wieder  durch  den  folgenden  Satz  charak- 
terisiert werden: 

Ist  ^0  der  zu  dem  a- blättrigen  Verzweignngspunkte  ^^ 
gehörende  Divisor,  so  enthalt  eine  Funktion  17  im  Bereiche 
jenes  Punktes  die  q^  Potenz  von  ^^  oder  sie  ist  durch  ^l 
teilbar,  wenn  sie  im  Punkte  ^^  die  Ordnungszahl  q  besitzt 
oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  sie  in  der  Umgebung  von  $0  in 
der  Form 

dargestellt  werden  kann,  falls  z  —  a  den  zugehörigen  Linear- 
faktor bedeutet.  Dabei  soU  es  vorläufig  gleichgiltig  sein,  wie 
sich  r^  in  den  übrigen  Punkten  der  Riemannschen  Fläche 
verhält. 

Diese  Definition  gilt,  mag  nun  q  positiv,  negativ  oder  Null  sein.   Man 

erkennt  speziell,  dals   eine  algebraische  Funktion  dann  und  nur  dann 

iDindestens  die  erste  Potenz  des  Divisors  ^^  enthält,  wenn  sie  in  dem 

zugehörigen  Punkte  ^q  der  Riemannschen  Fläche   verschwindet,   und 

ebenso,  daCs  sie  mindestens  die  Potenz  ^^^  enthält,  wenn  sie  an  jener 

Stelle  unendlich  grois  ist.     Femer  sieht  man,  dafs  es   genau  ebenso 

Tide    Divisoren   ^^   giebt,    wie    die  zugehörige   Riemannsche  Fläche 

Pnnkte  fS^  besitzt. 

Auch  diese  Divisoren  haben  ebenso  wie  diejenigen  der  rationalen 
Funktionen  von  0  die  Eigenschaften  der  Primzahlen  der  Zahlentheorie. 

Heilt«!  n.  Landfberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  10 
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Denn  o£Fenbar  ist  ein  Produkt  rj^  zweier  Funktionen  desselben  Körpers 
nur  dann  durch  einen  Primfaktor  ^^  teilbar,  wenn  mindestens  einer 
den  Faktor  ^q  enthalt;  jenes  Produkt  kann  ja  nur  dann  in  dem  zu- 
gehörigen Punkte  ^0  verschwinden;  wenn  dasselbe  für  mindestens 
einen  der  beiden  Faktoren  der  Fall  ist.  Hiemach  können  die  Divisoren 
auch  als  ;, Primfaktoren''  bezeichnet  werden. 

Die  im  vorigen  Abschnitte  gefundenen  Sätze  können  nunmehr  in 
der  folgenden  Form  ausgesprochen  werden: 

Sind  zwei  Funktionen  ij  und  g  bzw.  durch  die  Divisorea 
$0  ujid  $0  genau  teilbar,  so  ist  ihr  Produkt  17g  genau  durch 

die  Potenz  %'^\  der  Quotient  -^  durch  ^ßp*  teübar. 


§  3. 

Wir  gehen  jetzt  einen  Schritt  weiter  und  betrachten  statt  eines 
einzigen  Punktes  ein  System  von  Punkten 

welche  wir  beliebig  auf  der  n- blättrigen  Eugelfläche  annehmen.  Be- 
zeichnen wir  nun  die  zugehörigen  Primteiler  durch  dieselben  Buch- 
stabeU;  und  sind  q^^,  Qiy  > "  Q/i  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  oder  auch  Null,  so  wollen  wir  das  Produkt  der  Primteiler- 
potenzen 

1)  0=?r?r--W'' 

wie  auf  S.  12  einen  algebraischen  Divisor  nennen,  und  wir 
definieren  die  Teilbarkeit  einer  Funktion  r^  durch  diesen  Divisor 
f olgendermafsen : 

Eine  Funktion  r^  des  Körpers  K(js,  u)  ist  fOr  den  Bereich 
der  ff  Punkte  (^ß^,  ^ßj, . . .  ^ß^)  durch  den  Divisor 

D  =  ?ßf...5ß;5^ 

teilbar,  wenn  sie  allgemein  in  dem  Punkte  $,•  mindestens  die 
Ordnimgszahl  Qi  besitzt 

Wir  betrachten  bei  dieser  Definition  wiederum  die  Funktion  tj  nur  fBr 
den  Bereich  der  ft  Punkte  ^j,  ^2;  •  •  •  $a«)  ^^  kann  sich  daher  tj  sehr 
wohl  noch  in  anderen  Punkten  der  Eugelfläche  nicht  regulär  verhalten. 
Handelt  es  sich  aber  um  das  Verhalten  der  Funktion  r^  auf  der  ganzen 
Eugelfläche,  so  ersetzen  wir  diese  nur  fOr  den  Bereich  von  (^i;*..^^) 
giltige  Definition  der  Teilbarkeit  durch  die  folgende: 
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Eine  Funktion  i]  ist  für  ihren  ganzen  Bereich  durch  den 
Divisor   D  =  ^?  ^ßj* . . .  5p^/*  teilbar,   wenn   sie   in  jedem   der 

(i  Punkte  ^i  mindestens  die  Ordnungszahl  Qi  besitzt,  und  im 
übrigen  auf  der  ganzen  Eugelfläche  regulär  ist. 

Wir  wollen  jetzt  aber  nicht  blois  die  Teilbarkeit  der  Funktionen 
Körpers  durch  die  Divisoren  untersuchen,  sondern  wir  werden 
gleich  Yon  vornherein  jene  Divisoren  als  selbständige  Ghröfsen  in  unsere 
Betrachtung  au&ehmen,  wie  wir  dies  in  der  zweiten  Vorlesung  be- 
reits bei  dem  Körper  der  rationalen  Funktionen  von  z  gethan  haben. 
Wir  geben  zuerst  die  Ghrundregeln  über  das  Rechnen  mit  diesen 
DiTisor^i  und  bemerken  dabei,  dals  sie  wortlich  mit  den  Vorschriften 
der  elementaren  Arithmetik  über  das  Rechnen  mit  den  in  ihre  Frim- 
&ktoren  zerlegten  ganzen  und  gebrochenen  Zahlen  übereinstimmen. 
Wir  werden  dann  sehen,  wie  sehr  sich  die  Resultate  und  Methoden 
dieser  ganzen  Theorie  durch  die  Einführung  der  algebraischen  Divisoren 
Tereinüeushen. 

Jedem  algebraischen  Divisor 

Ton  beliebig  vielen  gleichen  oder  verschiedenen  Primfaktoren  entspricht 
ein  bestimmtes  Punktsystem  (^^,  ^;  .  .  .  $a)  &uf  der  Kugelfläche, 
und  ein  bestimmtes  System  zugehöriger  Ordnungszahlen  (A^,  A^, . . .  Xh), 
welche  positiv,  negativ  oder  auch  Null  sein  können,  unter  der  nullten 
Potenz  eines  Primdivisors  wollen  wir  auch  hier  die  Einheit  verstehen, 
also  $®  <-  1  setzen.  Eine  solche  nullte  Potenz  eines  Primteilers  kann 
ZQ  Q  hinzugefügt  oder  aus  O  fortgelassen  werden,  ohne  jenen  Divisor 
ZQ  ändern. 

Die  Summe  ,      -        - 

aller  Exponenten  von  O  soll  die  Ordnung  jenes  Divisors  genannt 
werden. 

Es  seien 

zwei  beliebige  Divisoren;  wir  können  und  wollen  annehmen,  dafs  sie 
dieselben  Primfaktoren  ^i^ . . .  $a  enthalten;  sollte  z.  B.  ^^  in  O  ent- 
halten sein,  in  91  aber  nicht,  so  wäre  einfach  fc^  =  0  anzunehmen  u.  s.  w. 
Dami  definieren  wir  genau  wie  in  der  elementaren  Arithmetik  ihr 
Produkt  und  ihren  Quotienten  durch  die  Gleichungen 

10* 
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Sind   q=^I,Xi  und  r  =  Ift,-   die   Ordnungszahlen   von    D  nnd   91,   so 

sind  also  die  Ordnungszahlen  von  091  und  »  bzw.  gleich  q  +  r 
und  q  —  r. 

EinDiyisor  @  =  ^n^n. .  .^r, 

heiiCst  ganz,  wenn  kein  einziger  von  seinen  Exponenten  Vi,  y^f  -  -  -  y^ 
negativ  ist;  ist  dagegen  auch  nur  einer  derselben  negativ,  so  heilst  ei 
ein  gebrochener  Divisor.  Jeder  gebrochene  Divisor  O  kann  ak 
der  Quotient  zweier  ganzen  Divisoren,  nämlich  in  der  Form 

geschrieben  werden,  wo  der  Zähler  2  alle  Primfaktoren  mit  positiven^ 
der  Nenner  n  alle  Primfaktoren  mit  negativen  Exponenten  enthalt 
Die  Ordnungszahl  eines  solchen  gebrochenen  Divisors  D  ist  also  nacb 
dem   soeben  bewiesenen  Satze  für  die  Ordnungszahl  eines  Quotienten 
gleich  der  Differenz  der  Ordnungszahlen  von  Zahler  und  Nenner. 

Einen   solchen   Bruch   D  =  —  können   wir  uns  in  seiner  redn- 

n 

zierten  Form  geschrieben  denken,  in  welcher  Zahler  und  Nenner 
keinen  gemeinsamen  Teiler  enthalten,  wo  also  die  beiden  ganzen  Diii- 
soren  )  und  n  keinen  einzigen  Primteiler  ^  zugleich  enthalten;  aber  D 
bleibt  auch  ungeändert,  wenn  man  jenen  Bruch  mit  einem  beUebigen 
ganzen  Divisor  g  „ erweitert '';  es  ist  nämlich  identisch: 

n        ng? 

in  den  meisten  Fallen  woUen  wir  uns  aber  einen  solchen  Bruch  ge- 
hoben, d.h.  in  seiner  reduzierten  Form  geschrieben  denken. 

Ein  Divisor  O  heilst  durch  einen  anderen  SR  teilbar,  wemi  der 
Quotient  ., 

ein  ganzer  Divisor  ist,  wenn  also  O  jeden  Primfaktor  ^  ebenso  oft 
oder  öfter  enthält  als  SR. 

Sind  Dl  und   D,    zwei    beliebige    gauze    oder    auch    gebrochene 
Divisoren,  so  nennen  wir  den  Divisor 

2)  =  (Di,D,) 

ihren  grofsten  gemeinsamen  Teiler,  welcher  jeden  einzelnen  Prim- 
faktor  ^   so   oft   enthält,   als   er   mindestens   in  D^  imd  jD,   auftritL 
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Ist  S)  BO   bestimmt,   so   sind   O^  und  D^   o£Fenbar   durch   2)  teilbar, 

WO  @|  nnd  &^  ganze  Divisoren  sind,  welche  keinen  einzigen  Prim- 
teiler ^  gemeinsam  haben,  nnd  die  daher  teilerfremde  oder  relativ 
prime  ganze  Divisoren  genannt  werden  können.    Ist  z.  B. 

so  ergiebt  sich  nach  dieser  Definition  f&r  den  gröüsten  gemeinsamen 

Taler  , 

S)= ^ , 

nad  es  ist 

nnd  man  erkennt,  daCs  die  beiden  ganzen  Divisoren 

in  der  That  teilerfremd  sind. 

In  gleicher  Weise  erkennt  man,  dafs  man  analog  auch  den  gröüsten 
gemeinsamen  Teiler         -.      /rs     r>  c^  \ 

mehrerer  Divisoren  definieren  und  in  jedem  einzelnen  Falle  direkt  hin- 
sehreiben kann.  Sind  die  (i  Divisoren  O/  samtlich  ganz,  also  alle 
Exponenten  der  Primteiler  ^i  positiv  oder  NuU,  so  ist  auch  Z)  ein 
ganzer  Divisor,  da  er  jeden  einzelnen  Primteiler  so  oft  enthält,  als  er 
mindestens  in  allen  Divisoren  Da  auftritt;  sind  dagegen  nicht  alle 
Divisoren  Da  ganz,  enthalt  also  auch  nur  einer  einen  Primteiler  ^^  in 

1er  negativen  Potenz  5pjj"^,  so  besitzt  ©  ebenfalls  einen  Faktor  5ß7^' 
dessen  Exponent  q^q  ist,  d.h.  auch  ©  ist  ein  gebrochener  Divisor. 
Also  gilt  der  Satz: 

Der  grölste  gemeinsame  Teiler  beliebig  vieler  Divisoren 
ist  dann  und  nur  dann  ganz,  wenn  das  Gleiche  für  alle  jene 
Divisoren  gilt. 

Wir  wollen   uns  wieder   die  n- blättrige   Riemannsche   Fläche  91 

^on  der    einblättrigen    Eugelfläche   ^   umgeben    denken    und    jedem 

iWdie  p  der  letzteren  die  konjugierten  zuordnen,  welche  genau  unter 

Im  liegen,  d.  h.  zu  derselben  Stelle  (js  =  a)  gehören.    Auf  diese  Weise 

ordnet  sich  einem  jeden  Punkte  ^  von  91  ein  einziger  Punkt  p  von  ^ 

zu;  diese  Zuordnung  ist  aber  nicht  eindeutig  umkehrbar,  denn  zu  jedem 

Punkte  p  gehören  ja  im  allgemeinen  n  konjugierte  zugeordnete  Punkte 

^  . . .  f$«,  nämlich  die,  welche  genau  unter  ihm  liegen. 
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In  gleicher  Weise  gehört  zu  jedem  algebraischen  Primteiler  f$  ein 
zugeordneter  rationaler  Primteiler  p,  welche  hzw.  den  beiden  zu- 
geordneten Punkten  $  und  p  von  91  und  fi  entsprechen.  Wir  wollen 
den  rationalen  Divisor  p  die  Norm  des  Primteilers  ^  nennen  und 
diese  Zuordnimg  durch  die  Gleichung 

p  =  Nm{^) 

bezeichnen.     Schon   im   nächsten.  Abschnitte  werden   wir  sehen,   daEs 
diese  Definition  die  früher  f&r  die  Norm  einer  algebraischen  Funktion  17 
gegebene  als  speziellen  Fall  enthält. 
Ist  allgemeiner 

n  —  ^  y  1  - "  ^A* 

ein  algebraischer  Divisor,  dessen  Zahler  und  Nenner  aus  beliebig 
vielen  gleichen  oder  verschiedenen  PrimteUem  besteht  und  dessen 
Ordnung  also  q  =  fi^  v  ist,  und  ersetzt  man  jeden  von  diesen  algebra- 
ischen Primteilem  durch  den  zugeordneten  rationalen  Primteiler,  so  er- 
hält man  einen  rationalen  Divisor 

0  --  Pi  Pi  "  -Pf* 
^       PlPi'"Pl 

von  derselben  Ordnung  g  =  fi  —  v,  welchen  wir  wieder  die  Norm 
von  O  nennen  und  diese  Beziehung  durch  die  Gleichung 

q  =  Nm(ß) 

bezeichnen  wollen.  Jeder  algebraische  Divisor  D  besitzt  also  einen  ein- 
deutig bestinmiten  rationalen  Divisor  q  als  Norm;  dagegen  gehören 
offenbar  zu  jedem  rationalen  Divisor  q  mehrere  Divisoren  O,  deren 
Norm  q  ist;  denn  jeden  rationalen  Primdivisor  p  von  q  kann  man 
ja  jedem  von  den  ihm  entsprechenden  konjugierten  Primfaktoren 
5ßi,  ^ßj, . . .  5ßy  zuordnen. 

^^^  O  und  31 

zwei  beliebige  Divisoren, 

q  und  r 

ihre  Normen,  so  sind  offenbar  den  beiden  Divisoren 

GSft  und  I 
die  Normen 

qr  und  - 

zugeordnet,  d«  h.  es  ist  allgemein 

2)  J?(D. 3t)  =  i^(Cl) 2^(31);    i^(§)  =  ^. 
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Da  die  Ordnung  eines  algebraischen  Divisors  O  mit  der  Ordnung 
des  rationalen  Divisors  Nm(jOi)  übereinstimmt,  so  besitzen  alle  Divi- 
soren von  der  Ordnung  Null,  deren  Zähler  und  Nenner  also  gleiche 
Oidnimg  haben  und  nur  diese  eine  Norm  q,  deren  Ordnung  ebenfalls 
Null  ist;  welche  also  äquivalent  einer  rationalen  Funktion  von  z  ist; 
imui  erhält  also  den  Satz: 

Die  Norm  eines  algebraischen  Divisors  ist  dann  und  nur 
dann  einer  rationalen  Funktion  von  z  äquivalent,  wenn  dieser 
die  Ordnung  Null  hat. 

§4. 

Jede  algebraische  Funktion  r^  des  Körpers  K(z,  u)  besitzt  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Nullstellen  und  eine  endliche  Anzahl  von 
Polen,  und  in  jedem  von  ihnen  hat  sie  eine  endliche  positive  oder 
negative  Ordnungszahl    Es  seien 

^,  %,  • .  ?* 

jene  Nullstellen  und  die  Pole  in  beliebiger  Reihenfolge,  und 

seien  die  zugehörigen  positiven  oder  negativen  Ordnungszahlen;  ordnen 
wir  dann  der  Funktion  rj  den  Divisor 

zu,  80  gehört  zu  jeder  Ghrolse  des  Körpers  ein  eindeutig  bestimmter 
Biyisor,  durch  den  die  Nullstellen  und  Pole  von  r^  ihrer  Lage  und 
Surer  Ordnungszahl  nach  bestimmt  sind.  Schreiben  wir  den  Divisor  O,^ 
wieder  als  reduzierten  Bruch 

80  enthält    der   Zahler   ),,   das    Produkt    aller    und    nur    der    Prim- 
divisorenpotenzen,   welche  den   Nullstellen,   der   Nenner   das   Produkt 
»Her  Potenzen,  welche   den  Polen  von  rj  entsprechen.    Ein  beliebiger 
Iiinear£Eiktor   (z  —  a)   verschwindet  z.  B.  an   allen   und   nur   den   kon- 
jugierten Stellen,  welche  bei  (z  =  a)  untereinander  liegen,  und  zwar 
besitzt    er    in    einem    dieser    Punkte    genau    die   a^®   Ordnung,   wenn 
er  ein  a-blättriger  Verzweigungspunkt  ist;  ebenso  wird  z  —  a  in.  allen 
und  nur  den  am  Südpol  liegenden  Punkten  in  entsprechender  Ordnung 
nnendlich.    Also  können  wir  jeden  solchen  Linearfaktor  in  der  Form 
schreiben: 

1)  j8f  —  a  — f 
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wenn  wir  festsetzen^   dals   unter  den   im   Zahler  stehenden  i»  Prim- 

&ktoren  z.B.  ^^''^»^^''^ ^iT^  sein  soU,  wenn  dem  Primfaktor 

^^"^  ein  a-blattriger  Verzweigongspunkt  entspricht  Dann  gilt  diese 
Darstellmig  immer^  mögen  alle  Punkte  regoüu:  sein  oder  mögen  unter 
ihnen  Yerzweigongspunkte  vorkommen. 

Sind  1]  und  ^  zwei  Funktionen  des  Körpers  K(z,  u),  £li|  und  O^ 
die  ihnen  zugehörigen  Divisoren,  so  folgt  ohne  weiteres  aus  den  auf 
S.  146  angegebenen  Betrachtungen ,  dals  dem  Produkte  17  •  i  und  dem 

Quotienten  -j  bzw.  die  Divisoren  d,j  -  O^  und  ^  zugehören. 

Die  einfachsten  Funktionen  des  Körpers  sind  diejenigen,  weldie 
weder  Nullstellen  noch  Pole  besitzen,  f£lr  welche  also  der  zugehörige 
Divisor  D  —  1  ist;  solche  Funktionen  wollen  wir  algebraische  Ein- 
heiten nennen,  genau  ebenso,  wie  in  der  Zahlentheorie  die  beiden 
Zahlen  +1  und  —1,  welche  gar  keinen  Primteiler,  weder  im  TShißt 
noch  im  Nenner  haben,  Einheiten  genannt  werden.  Nach  dem  auf  S.  75 
und  76  gegebenen  Beweise  kann,  eine  algebraische  Gleichung  nur  daon 
eine  solche  Einheit  definieren,  wenn  alle  ihre  Koeffizienten  Konstanten 
sind,  wenn  also  ihre  n  Wurzeln  ebenfalls  n  Konstanten  ßifß^f'ß* 
sind.  Da  aber  nach  unserer  Annahme  die  zum  Körper  K(g,  u)  ge- 
hörige Kugelfläche  91  zusammenhangend  ist,  so  muls  eine  Funktion 
dieses  Körpers,  welche  in  der  Umgebung  eines  regulären  Punktes  von 
91  (u)  den  konstanten  Wert  ß  hat,  denselben  Wert  bei  Fortsetzung 
über  die  ganze  Kugelfläche  beibehalten.  Jene  n  Kolistanten  ßifßff'fim 
sind  also  sämtlich  gleich  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Zu  einer  Funktion  des  Körpers  gehört  dann  und  nur  dann 
der  Divisor  Eins,  wenn  dieselbe  eine  Konstante  ist  Oder  die 
algebraischen  Einheiten  sind  mit  den  Konstanten  identisch. 

Hieraus  folgt  unmittelbar  das  weitere  wichtige  Theorem: 

Zwei   Gh*öisen  des  Körpers  K(z,  u),  zu  welchen  derselbe 

Divisor  gehört,  welche  also  dieselben  Nullstellen  und  Pole  m 

gleicher  Ordnungszahl  besitzen,  unterscheiden  sich  nur  durch 

eine  multiplikative  Konstante. 

In  der  That,   gehört  zu  tj  und  rj^  derselbe  Divisor  C^,  so  gehört  za 


ihrem  Quotienten  ~  der  Divisor  =^  =  1 ,  lener  Quotient  ist  also  eine 


ganz  bestimmte  Konstante  e,  d.  L  es  ist 

was  zu  beweisen  war. 

Sehen  wir  also  von  multiplikativen  Konstanten  oder  algelmiaehen 
Einheiten    ab,    so    könnten    wir   jede    Fxmktion    1;   aquTilait    ihrem 
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Dirisor  £l^  setäsen;  in  der  Folge  wird  es  aber  zuweilen  bequemer 
sein,  diese  Einheiten  zu  den  Diyisoren  hinzuzurechnen.  Wir  wollen 
daher  mitunter  unter  einem  Divisor  O  ein  Produkt 

Terstehen^  welches  auXser  den  Frimfaktoren  noch  eine  Einheit  enthalt, 
deren  Bestimmung  wir  uns  vorbehalten  wollen;  es  ist  klar,  daCs  alle 
Definitionen  und  Sätze,  welche  wir  vorher  über  die  Divisoren  aus- 
gesprochen haben,  auch  giltig  bleiben,  wenn  wir  ihnen  eine  solche 
mdtiplikative  Eonstante  zuf&gen« 

Bei  der  Betrachtung  des  einer  Funktion  rj  zugehörigen  Divisors  Dj, 
liaben  wir  dann  den  Vorteil,  daCs  dieser  Divisor  vollständig  be- 
stimmt ist,  sobald  wir  über  die  Einheit  e  richtig  verfügen.  Zu  diesem 
Zwecke  nehmen  wir  einen  Punkt  ^^^^  der  Biemannschen  Fläche  be- 
liebig aber  fest  an,  z.B.  den  zu  (0=^0)  gehörigen  Punkt  im  ersten 
Blatte  von  9t  (u).    Es  sei  dann 

spezieU  die  za  O,  gehörige  Funktion,  deren  Entwickelnng  in  der 
ümgebnng  von  ^<»  den  AnfangskoeMzienten  Eins  hat,  mag  jene  Ent- 
Wickelung  mit  der  nullten  Potenz  von  z  anfangen  oder  nicht,  mag  also 
^^in  D,,  vorkommen  oder  nicht  In  diesem  Falle  wollen  wir  dem  Divisor 
die  mulüplikative  Eonstante  1  zuordnen,  und  wir  wollen  allgemein 

setzen,  wenn  jene  Entwickelung  mit  dem  Anfangskoeffizienten  e  beginnt. 
Alsdann  gehört  zu  jeder  Funktion  rj  ein  algebraischer  Divisor  C^,  aber 
aoch  umgekehrt  zu  jedem  mit  einer  Einheit  versehenen  Divisor  eine 
einzige  algebraische  Funktion,  so  dafs  vrir  hier  nicht  mehr  eine  Äqui- 
valenz, sondern  direkt  eine  Gleichung  ri^£i,j  haben,  und  dafs  diese 
Divisoren  d^  vollständig  die  (Jröfsen  des  Körpers  K(0yu)  vertreten. 
Zu  jedem  einer  algebraischen  Funktion  tj  zugeordneten  Divisor  D,, 
gehört  ein  rationaler  Divisor 

welchen  man  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Vorschrift  da- 
durch erhält,  dafs  man  in  O,;  jeden  algebraischen  Primteiler  ^  durch 
den  zugeordneten  rationalen  Primteiler  p  ersetzt.  Bildet  man  aber 
andererseits  die  Norm  der  algebraischen  Funktion  tj  nach  der  früher 
auf  S.  117  gegebenen  Definition,  d.  h.  das  Produkt 

Nm(ifj)  =  rj^  Vi  ' ' '  Vn 
der  n  konjugierten  Zweige  von  17,  so  ist  diese  eine  rationale  Funktion 
oder,   als   Divisor   aufgeÜEiJBt,   ein   rationaler  Divisor  nuUter  Ordnung, 
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und  man  zeigt  leicht,  dab  derselbe  mit  q,,  identisch  ist  Es  besteht 
also  der  folgende  Satz,  durch  den  die  oben  aufgestellte  Definition  der 
Norm  eines  Divisors  nachträglich  motiviert  wird: 

Ist  tj  eine  beliebige  Ghroise  des  Körpers,  O,,  der  zugehörige 
algebraische  Divisor,  so  ist 

Nm(rj)  =  %%•••  ^«i  =  Nm(CL^). 
Man  erhalt  also  die  Norm  einer  Ghroise  des  Körpers  K(0,u\ 
indem  man  in  dem  zugehörigen  Divisor  D,,  jeden  algebraischen 
PnmfEÜktor  $  durch  den  zugeordneten  rationalen  Primfaktor  p 
ersetzt. 

In  der  That,   es   sei   p   ein  beliebiger  Punkt    der    einblättrigen 
Kugelfläche  ft,  welcher  der  Stelle  (s  =  a)  entspricht,  und  ihm  seien  die . 
Verzweigungspunkte  mm  m 

der  Fläche  91  zugeordnet,   in   denen   bzw.  a,b,...d  BUitter  von  91 

zusammenhängen;  und  zwar  sei  die  Bezeichnung  so  gewählt,  daJs  die 

ersten  a  Blätter  in  ^a  zusammenhängen,  u.  s.  w.    Es  enthalte  nun 

1^  s=  D,  die  Potenzen  ^^'"  ^^^ . . .  ^^'',    deren    Exponenten    auch   Null 

sein   können,   dann  enthält   N(D„j)   den  zu  $a;  ^b} "  -^d  gehörigen 

rationalen  Divisor  p  in  der  (ra  +  rt,-] H  r^)*^  Potenz.    Bildet  man 

also  das  rationale  Produkt  ^^    /  \ 

Nm{7ji)  —  i?i  %  . . .  rin, 

und  ist  dasselbe  genau  durch  p''  teübar,  also  von  der  Ordnung  r  fttr 
die  Stelle  (j?  — •  a),  so  braucht  man  nur  zu  zeigen,  dals  stets 

ist  Dieser  Beweis  ist  aber  sehr  leicht  zu  erbringen.  Besitzt  nämlich 
1}  in  ^ay  ^bf  •••$<!  bzw.  die  Ordnungszahlen  ra,  n, . . .  r^,  so  beginnen 
die   konjugierten  Entwickelungen   der  a  ersten  Zweige  Vif  Vtf  •  •  *  V* 


^a 


sämtlich  mit  (j?  —  a)  ^  ,  die  Entwickelungen  der  h  folgenden  Potenz 
reihen  ija+i,  i7a+«; .  •  •  ija+ft  mit  (xr  —  a)  * ,  u.  s.  w.;  endlich  beginnen  die 

letzten  d  Potenzreihen  mit  {z  —  a)^  ,  Demnach  beginnt  die  Entwicke- 
lung  des  Produktes  t^i  i^s  •  • .  17«;  also  von  N{ii)  in  der  Umgebung  der 
Stelle  {g  SS  a)  mit  der  Potenz 


(j8f  —  a)    «         *  «*  =  (je?  —  a)  **^  *^      ^  **, 

d.  L  es  ist  für  jede  Stelle  (j?  =>  a)  in  der  That: 

und  damit  ist  unser  Satz  vollständig  bewiesen. 
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Die  algebiaiBchen  Diyisoren  £l^,  welche  den  Ghrofsen  rj  des  Körpers 
entsprechen,  bilden  nnr  einen  Teilbereich  von  allen  Divisoren  O,  genau 
ebenso  wie  dies  im  Körper  K(ji)  mit  denjenigen  Divisoren  der  Fall 
war^  welche  den  Funktionen  Z  zugeordnet  waren.  Es  wird  später 
eine  wichtige  Aufgabe  fOr  uns  sein,  alle  Divisoren  O  in  Klassen  ein- 
zateüen,  von  denen  die  Divisoren  O,,  eine,  die  sogenannte  Haupt- 
klasse bilden.  Aber  wir  können  schon  jetzt  eine  Fundamentaleigen- 
schaft  dieser  Divisoren  O,,  in  dem  folgenden  Satze  aussprechen: 

Alle  Divisoren  £l^  besitzen   die  Ordnungszahl  Null,  oder 
jede  GrSise  des  Körpers 

besitzt  auf  der  Flache  9t  genau  gleich  viele  Null-  und  ün- 
endlichkeitsstellen,  wenn  man  auch  hier  übereinkommt,  z.  B. 
eine  Jl-fiEU^he  Nullstelle  fOr  X  einfache  Stellen  zu  rechnen. 

Dieser  Fundamentalsatz,  welcher  den  auf  S.  4  fOr  die  rationalen  Funk- 
tionen bewiesenen  als  speziellen  Fall  enthalt,  ergiebt  sich  hier  als  einfsushe 
Folgerang  aus  dem  soeben  bewiesenen  Theorem;  in  der  That  stimmt 
ja  die  Ordnungszahl  eines  Divisors  D,^  fOr  die  Flache  9t  mit  der 
Ordnungszahl  von  q,!  "=  Nm(£itj)  für  die  Kugelfläche  überein;  da  aber 
dieser  Divisor  gleich  Nin(rjD,  also  gleich  einer  rationalen  Funktion  von  js  ist^ 
80  besitzt  q,j,  also  auch  O,^,  die  Ordnung  Null,  was  zu  beweisen  war. 
In  der  Theorie  der  rationalen  Funktionen  Z  von  e  allein  ist  diese 
Eigenschaft  der  Divisoren  q«  charakteristisch  für  sie;  wir  zeigten  auf 
S.  15  und  16,  daCs  man  für  jeden  Divisor  q  der  Ordnung  Null  eine  Funk- 
tion Z  finden  konnte,  zu  der  q  gehört  Wir  werden  sehen,  daCs  dies 
für  die  algebraischen  Körper  im  allgemeinen  nicht  der  Fall  ist;  so  ist 
es  z.  B.  im  allgemeinen  nicht  möglich^  eine  Funktion  tj  zu  einem 
Diyisor  nullter  Ordnung 

o  =  | 

za  finden,  d.  h.  es  giebt  im  allgemeinen  keine  Funktion  des  Körpers, 
welche  nur  eine  einfsu^e  Nullstelle  und  nur  einen  einfachen  Pol 
besitzt*);  hier  bilden  also  die  Funktionen  des  Körpers  auch  nur 
eben  Teilbereich  der  algebraischen  Divisoren  von  der  Ordnung  NuU. 
Jede  Funktion  rj  des  Körpers  kann  auf  eine  einzige  Art  als  redu- 
zierter Bruch 


n,       ?i?i...?5; 


^  Es  existieren  aber,  wie  später  gezeigt  werden  wird,  stets  transcendente 
Funktionen,  welchen  diese  Eigenschaft  zukommt. 
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geschrieben  werden,  deren  Zähler  und  Nenner  teilerfremde  ganze  Divi- 
soren gleicher  Ordnung  v  sind.  Wir  wollen  die  gemeinsame  Ordnung 
Yon  Zahler  nnd  Nenner  den  Grad  der  Funktion  tj  nennen  und  durch  n^ 
bezeichnen,  so  daJs  also  der  zu  rj  gehörige  Divisor  C^  aus  2n^  gleichen 
oder  verschiedenen  Primfaktoren  besteht.  Speziell  folgt  aus  (1)  &  S.  151, 
daJs  für  jeden  Linearfaktor  e  --  a 


z 


—  a=  huf^  = 


ist,  wo  },-«  die  n  Primfektoren  (5p<">, . .  .^^^)  enthalt,  welche  der  Stelle 

(js^a)  entsprechen,  und  n,  aus  den  Faktoren  {^}^\ . .  .5P?0  hesteht,  welche 
der  Stelle  (e  =  oo)  angehören,  aber  mit  der  Malsgabe,  daCs  z.  B.  die  a 

ersten  Primfaktoren  ^^"\  ^^^\ . , .  ^i"^  einander  gleich  zu  wählen  sind,  wenn 
dem  Punkte  ^^^^  ein  a -blättriger  Verzweigungspunkt  entspricht.  Also 
besitzt  jeder  Linearfaktor  r  —  a,  speziell  auch  z  selbst,  den  Qrsd  n,  d.  L 
der  Gh^  eines  jeden  solchen  LinearfEiktors  ist  gleich  dem  Ghrade  der 
definierenden  Gleichung  fUr  u  oder  gleich  der  Blätterzahl  der  zugehörigen 
Biemannschen  Fläche. 

Ist  aber  allgemeiner  x  eine  beliebige  Grolse  des  Körpers,  h«  ihr 
Gh:ud,  so  dafs  also 

aj  =  — 

ist,  wo  Zähler  und  Nenner  teilerfremde  ganze  Divisoren  der  nx^^  Ordnung 
sind,  so  besteht  fQr  jeden  Linearfaktor  x  —  a  ebenfalls  die  folgende 
DarsteUung: 

ox — a 

ic  —  a=  -— — ; 

wo  der  Zähler  wieder  ein  anderer  ganzer  Divisor  der  n«****  Ordnung 
ist,  während  der  Nenner  derselbe  geblieben  ist.    Da  nämlich  der  Quoti^ 

x  —  a  ^  a 

X  X 

fOr  ^  =  cx>  zu  Eins  wird,  so  erkennt  man,  daJs  x  —  a  ixi  demselben 
Punkten  von  91  und  von  derselben  Ordnung  unendlich  wird,  wie  x, 
daJs  also  ihre  Nenner  wirklich  identisch  sind.  Hieraus  folgt  nach  dem 
soeben  bewiesenen  Satze,  daüs  der  Zähler  ix—a  "v^on  derselben  Ordnung  n» 
ist  wie  der  Nenner,  dafs  also  auch  jeder  Linearfaktor  x  —  a  eine 
Funktion  des  Körpers  vom  n,*®**  Grade  ist.  Hieraus  ergiebt  sich  der 
folgende  wichtige  Satz: 

Eine  Funktion  o;  des  Körpers  K  nimmt  einen  beliebigen 
Wert  a  in  genau  n,  Punkten  der  Riemannschen  Fläche  an, 
wenn  Wx  den  Grad  von  x  bedeutet. 
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Dieser  Satz  gilt  auch  ftlr  den  Wert  a  ^  oo,  denn  der  Linearfaktor 

J Ux 

ist  ja  ebenfSsdlfl  vom  Orade  n»  nnd  yerschwindet  in  den  n«  zu  n«  zu- 
gehörigen Punkten. 

LflJjBt  man  in  der  Gleichung 

a  der  Reihe  nach   alle  möglichen  Werte  durchlaufen ,   wobei  wieder 
Ar  a  —  oo  der  Linearfiftktor  x  —  a  durch 

_1_  Ux 

za  ersetzen,  also  J,-.ao  =  n«  ZQ  setzen  ist,  so  durchföuft  der  Zahler 
jx-a  unendlich  viele  Produkte  von  je  n«  gleichen  oder  verschiedenen 
PrimfiBLktoren,   und  zwar  so,  dals  jeder  Prim&ktor  in  einem  und  nur 
einem  der  ganzen  Divisoren  ),.«  als  Teiler  vorkommt,  denn  in  jedem 
Pnnkte  ^  nimmt  ja  die  Oroläe  x  einen  eindeutig  bestimmten  Wert  a 
an.  Wir  wollen  die  n,  zu  einem  solchen  Linearfskktor  x  —  a  gehörigen 
Reichen  oder  verschiedenen  Primdivisoren  für  x  konjugierte  Prim- 
faktoren, und  die  zugehörigen  Punkte  ^j,  ^^^  •  •  •  $«x  ^^^  ^  konju- 
gierte Punkte  der  Eugelfläche  91  nennen.    Ist  x  speziell  die 
unabhängige  Variable  £r,  so  sind  die  konjugierten  Punkte  einfach  die- 
jenigen, welche  an  einer  Stelle  g-==  a  genau  untereinander  liegen;  ihre 
Anzahl  n«  ist  stets  gleich  n,  mit  Ausnahme   derjenigen  nur  in  end- 
licher  Anzahl    vorhandenen    Stellen,   denen    Yerzweigungspunkte    der 
Engelflache   91   entsprechen;  laust  man  sich  hier  a  stetig  ändern,  so 
rficken   jene    n  Punkte    auch    stetig    auf   91    fort.     In   unserem   all- 
gemeinen Falle  liegen  die  zu  einem  Linearfaktor  x  —  a  gehörigen  fix 
konjugierten   Punkte   nicht   untereinander,   sondern   irgendwie  auf  der 
Eugelfläche  verteilt;   wir  werden  aber  auch  zeigen,  dafs  nur  fOr  eine 
endliche  Anzahl  von  Stellen  x  =  a  der  zugehörige  Linearfaktor   ix—a 
Reiche  Primteiler  enthalt,  dafs  also  auch  hier  die  Anzahl  der  konju- 
gierten Punkte   im   allgemeinen   stets   gleich   n,   ist.     Ändert   sich  a 
stetig,  so  rficken   aber   auch  hier   die  n«  für  o;  konjugierten  Punkte 
stetig  auf  der  Eugelfläche  fort    Wir  werden  später  sehen,  dafs  man 
statt  0  auch  eine  beliebige  Funktion  x  des  Körpers  als  unabhängige 
Variable   zu   Ghimde   legen  kann,    dafs   dieser   Wahl   dann   eine   nun 
Mix- blättrige  Kugelfläche  entspricht,  und  dafs  fOr  sie  die  n^  für  x  kon- 
jugierten Punkte  genau   so  untereinander  liegen,  wie  dies  vorher  für 
die  n  fQr  z  konjugierten  Punkte  der  Fall  war. 


Elfte  VorleBung. 

Die  Modnln  des  Körpers  K(g^u).  —  Äquivalente  BasissTsteme.  —  Elementar- 
transformationen. —  Die  Zerlegung  der  Transformationen  in  elementare.  —  ünter- 
snchxmg  der  Funktionen  eines  Moduls  in  der  Umgebung  einer  SteUe  (m  »  a).  — 
Der  Teiler  einer  algebraischen  Funktion  für  eine  Stelle  (e  b  a).  —  Normale  Basis- 
systeme. —  Jedes  Basissjstem  ist  einem  normalen  äquivalent. 

§1. 

In  der  neunten  Vorlesung  ist  gezeigt  worden ,  dals  alle  algebraischeii 
Funktionen  ri  des  Körpers  K(0,  u)  auf  eine  und  nur  eine  Weise 
homogen  und  linear  durch  die  n  Elemente  i^^^),  i^^^)^ . . .  i^^")  einer  Baas 
mit  rationalen,  ganzen  oder  gebrochenen  Funktionen  von  ß  als 
Koeffizienten  dargestellt  werden  können.  Es  sei  jetzt  (i^^^),  fjf^^\  •  • .  i}(*)) 
eine  beliebige  Basis.  Wir  wollen  dann  nur  einen  Teil  der  Funktionen 
jenes  Körpers  betrachten,  nämlich  alle  diejenigen  Funktionen 

deren  Koeffizienten  t^,  ti^, . . .  u»  ganze  Funktionen  von  0  sind. 

Die  Gesamtheit  aller  dieser  Funktionen  bildet  offenbar  einen  Teil- 
bereich  (91)   des   Körpers   K(0,  w),   welcher  allein  von  der  Wahl  der 
Basis  (i^^^),  1^^*), . . .  1^^"))  abhängt.    Diese  Ghrölsen  bilden  jedoch   keinen 
Körper  mehr  in  dem  früher  angegebenen  Sinne.    Sind  nänüich 

zwei  Funktionen  jenes  Bereiches  (91),  so  gehört  zwar  ihre  Summe  und 
ihre  Differenz 

wieder  jenem   Bereiche   an,   aber   dasselbe   gilt  im  allgemeinen  weder 
von  ihrem  Produkte  noch  von  ihrem  Quotienten.    Soll  z.  B.  das  Produkt 

für  beliebige  ganze  Koeffizienten  w,-,  Vjt  wieder  dem  Bereiche  (Ä)  an- 
gehören, so  müXste  dasselbe  für  alle  n*  Produkte  ri^*)rf^)  der  Fall  sein; 
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denn  jenes  Produkt  r^l  geht  ja  in  r^irij^  über^  wenn  man  u^st;«^  1 
nnd  alle  übrigen  GhrolBen  u^  v  gleich  Null  setzt.  Man  erkennt  hieraus^ 
dals  dann  nnd  nnr  dann,  wenn  jene  n'  Produkte  rf^rf^)  zn  (9()  gehören, 
aach  das  Produkt  r^i  dieselbe  Eigenschaft  besitzt.  Jedoch  wird  dies 
im  allgemeinen  nicht  der  Fall  sein. 

Nach  dem  Vorgänge  des  Herrn  Dedekind  wollen  wir  die  Gesamt- 
heit aller  zu  dem  Bereiche  (91)  gehörenden  Funktionen  des  Körpers 
K{By  u)  einen  Modul,  und  die  zugehörige  Basis  {rf^\  rf^\  . . .  ij^"))  die 
Basis  des  Moduls  (9[)  nennen. 

Eb  sei  nun  ^^,^^    gW, . . .  f <-) 

ein  System  von  n  Elementen,  welche  sämtlich  dem  Modul  (9[)  an- 
gehören.   Dann  bestehen  für  die  n  Elemente  iy^  die  Gleichungen 

1)  f»-^'«'»'?*^ 

k 

wo  die  Eoefißzienten  a^  ganze  Funktionen  von  z  sind.  Soll  nun 
Jenes  System  ebenfialls  rational  unabhängig  sein,  so  mufs  nach  dem 
auf  S.  135  bewiesenen  Satze  die  aus  den  Koeffizienten  gebildete  Deter- 
minante 


von  Null  verschieden  sein.  Ist  dies  der  Fall,  so  sind  die  n  Elemente 
g(i)^  f  W^ . . .  g(«)  die  Basis  eines  zweiten  Moduls  (®),  welcher  einen  Teil- 
bereich von  (9[)  bildet,  weil  jede  zu  (83)  gehörende  Funktion  offenbar 
auch  in  (9[)  vorkommi  Das  umgekehrte  ist  im  allgemeinen  nicht  der 
FalL  Soll  nämlich  jede  zu  (9()  gehörende  Funktion  auch  in  (83)  ent- 
halten sein,  so  müssen  auJser  jenen  n  Gleichungen  noch  die  weiteren 
Gleichungen 

la)  V*^=2^*'^^'^ 

mit  ganzen  rationalen  Koeffizienten  hti  bestehen,  welche  aussagen,  dals 
die  I»  Elemente  der  Basis  von  (^  dem  Modul  (83)  angehören.  Sind 
diese  beiden  Bedingungen  aber  erftiUt,  so  bildet  jeder  der  beiden 
Moduln  (9(),  (83)  einen  Teilbereich  des  anderen;  die  beiden  Bereiche 
stimmen  dann  also  überein. 

Zwei  Basissysteme  (i^^^),  rp^\  . . .  i^("))  und  (g^*>,  f  ^*>, . . .  f  (")),  zu  welchen 
derselbe  Modul  (^  gehört,  zwischen  deren  Elementen  also  jene  beiden 
Oleichungssysteme  (1)  und  (la)  bestehen,  sollen  äquivalente  Basis- 
Systeme  genannt  werden.  Wir  können  diese  Bezieh  '""  dem  fnlcrflnden 
Satze  aussprechen: 
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Zwei  Systeme  (i^W,  i?W, . . .  i2<">)  und  ({(i),  {W, . . .  gW)  sitid 
dann  und  nnr  dann  äquivalent^  wenn  die  Elemente  des  einesn 
Systems    durch    eine    umkehrbare    Substitution    mit    ganzes 
rationalen  Koeffizienten  in  die  des  anderen  übergehen. 

Bildet  man  die  den  beiden  Systemen  zugehörigen  Determinanten 

und  beachtet;  dafs  auch  für  die  2n*  konjugierten  Funktionen  i^^  und 
r^^^^  die  Gleichungen 

k  l 

bestehen,   so   ergeben  sich  aus  dem  Multiplikationsgesetze  der  Deter- 
minanten die  beiden  schon  auf  S.  135  hergeleiteten  Gleichungen 

und  hieraus,  da  beide  Determinanten  1  i^^  1 ,  rfj^^  1  yon  Null  yerschiedeii. 
sind,  die  Gleichung 

2)  |a.*||&*i|  =  l. 

Da  nun  alle  Elemente  aa{d)  und  huie)  und  somit  auch  die  Deter- 
minanten |a,ib|,  \'bki\  ganze  Funktionen  yon  e  sind,  so  folgt  aus  der 
letzten  Gleichung,  dafs  jene  beiden  Determinanten  yon  Null  yerschiedene 
Xonstanten  sein  müssen. 

Man  erkennt  aber  leicht,  dafs  für  die  Äquiyalenz  zweier  Systeme 
schon  die  Bedingungen  ausreichen,  welche  in  dem  folgenden  Satze 
ausgesprochen  sind: 

Ein  Basissystem  (f  <^),  ß(*), . . .  f  ("))  ist  einem  anderen 
{7p'^jrf^\  , ,  ,rf^^)  dann  und  nur  dann  äquiyalent,  wenn  seine 
Elemente  in  der  Form 

k 

mit  ganzen  Funktionen  yon  0  als  Koeffizienten  darstellbar 
sind,  deren  Determinante  |a,ib(0)|  eine  yon  Null  yerschiedene 
Konstante  ist. 

In  der  That  folgt  ja  daim  durch  Auflösung  jener  n  Gleichungen: 

i 
wo  das  System  der  a'ki  das  reciproke  zu  dem  der  aik  ist,  seine  Elemente 
also,   da   die  Determinante  |aa|    eine  Konstante   ist,  wieder  sämtlich 
ganze  Funktionen  yon  z  sind. 
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Für  das  Folgende  sind  besonders  drei  Sätze  Yon  Wichtigkeit^ 
welche  unmittelbar  ans  der  soeben  gegebenen  allgemeinen  Definition 
der  Äquivalenz  zweier  Systeme  sich  ergeben.    Sie  lauten: 

1)  Ein  System  geht  in  ein  äquivalentes  über,  wenn  man 
zwei  seiner  Elemente  yertauscht,  d.  h.  es  ist  z.  B. 

Die  Richtigkeit  dieses   Satzes   ist  evident.    Diese  Yertauschung  ent- 
spricht der  Substitution: 


ijW  =      V») 

,(t)'  =  ,(1) 

• 

• 

ijW 

d.  L  das  Substitutionssystem  ist  das  auf  S.  128  betrachtete  Elementar- 
syetem  E^. 

2)  Ein  System  {rf^\  rf^\  . . .  i^^"^)  geht  in  ein  äquivalentes 
über,  wenn  man  irgend  eines  seiner  Elemente  mit  einer  nicht 
verschwindenden  Eonstante  multipliziert 

Ist  nämlich  z.  B. 

80  hat  die  vorher  mit  |a/ib|  bezeichnete  Determinante  den  konstanten 
^ert  A,  und  jenes  Substitutionssystem  ist  das  auf  S.  129  betrachtete 
lilementarsystem  E^  für  einen  konstanten  Wert  von  X. 

3)  Ein  System  (rf^\  rf^\  , . .  i^(**))  geht  in  ein  äquivalentes 
über,  wenn  man  zu  einem  Elemente  ein  ganzes  Vielfaches 
eines  anderen  hinzufügt,  d.h.  es  besteht  die  Äquivalenz 

wenn  g{ß)  eine  beliebige  ganze  Funktion  von  g  ist. 
Denn  aus  den  n  Gleichungen 

gW  =  iy(i), . . .  e(0  =  ^(0  _  g{z)rf^\  . . .  e(«)  =  V«) 
®^ben  sich  durch  Auflosung  die  Gleichungen 

Jene  beiden  Systeme  hängen  also  durch  eine  umkehrbare  Transformation 
tKiit  ganzen  Koeffizienten  zusammen.  Das  zugehörige  Substitutions- 
Astern  ist  das  auf  S.  129  betrachtete  Elementarsystei 

Herne  1  u.  L»ndiberg,  Algebraieohe  Funktionen  etc. 
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diese  drei  Transformationen  die  Elementartransformationen  eines 
Systems  nennen.  Sie  spielen  gewissermalsen  die  Rolle  der  Prim- 
faktoren^  in  welche  alle  anderen  umkehrbaren  Transformationen  mit 
ganzen  Elementen  zerlegt  werden  können,  wie  wir  im  nächsten  Ab- 
schnitte zeigen  werden. 

§2. 

Ehe  wir  auf  die  Transformation  der  Systeme  (ri^^\  ri^*\  . . .  ijW)  in 
möglichst  einfache  äquivalente  Systeme  näher  eingehen,  führen  wir 
den  bereits  angekündigten  fundamentalen  Nachweis,  daJb  jede  Trans- 
formation eines  Systems  in  ein  äquivalentes  System  durch  eine  Reihe 
successive  ausgeführter  Elementartransformationen  ersetzt  werden  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  eine  Matrix  von  n*  Elementen: 

deren  Elemente  beliebige  ganze  Funktionen  von  0  und  deren  Detei^ 
minante  eine  von  Null  verschiedene  Eonstante  ist.  Solcher  Art  sind 
ja  alle  Substitutionssysteme,  durch  welche  eine  Basis  (i]^^\  ri^^\  . . .  lyW) 
in  eine  äquivalente  Basis  (g(^),  S^*^  . . .  ß("))  übergeführt  wird. 

Wir  zeigen  nun,  dals  jedes  solches  System  als  ein  Produkt  einer 
Anzahl   von   Elementarsystemen   E^y  JS^,  JE^   dargestellt  werden  kann, 
welche  wir  am  Ende  des  vorigen  Abschnittes  behandelt  hatten.     Zil 
diesem  Zwecke   bilden  wir   das  zu  (a/i)  reciproke  System  (al*);   auch^ 
dieses   ist   ein   System   von   ganzen   Funktionen  von  0  mit  konstantere^ 
Determinante,   weil  jedes   Element  a'n  gleich  einer  Unterdeterminant^ 
von   (a,>)   dividiert  durch  die  Determinante   |  an  \  ist,  welche  letztere 
nach  der  Voraussetzung  eine  Eonstante  ist. 

Wir  weisen  nun  nach,   dafs   man  das   ganze   System  (a't)    durcl 
hintere  Eomposition  mit  einer  Anzahl  von  solchen  Elementarsystei 
jE7,  jB',  . .  .  E^*^  in  das  Einheitssystem  transformieren  kann,  dafe  also  m^'t 
anderen  Worten  eine  Gleichung  besteht: 


Multipliziert  man   dann   aber   diese  Gleichung  vom   mit  (a,*)  und 
achtet,   dafs   (a/*)  (aj*)  =  (1)   und  (a,it)(l)  =  (a,*)   ist,   so  ergiebt  sich 
schliefslich 

iE){E')...iE(*))  =  (aa), 

d.  h.  (aik)  ist  als  Produkt  von  Elementarsystemen  darstellbar.  ] 


§  2.    Zerlegung  der  Transformationen  in  elementare. 
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üVir  brauchen  also  nur  den  folgenden  Satz  zn  beweisen: 
Jedes  System 

^11     ^11  •  •  •  ^1« 

ftjl      fejj  . . .  bin 


,  &jii    &fii . . .  h 


nn 


mit  ganzen  Fonktionen  von  e  als  Elementen  nnd  konstanter 
Determinante  kann  durch  successiye  Anwendung  der  drei 
Elementartransformationen  in  ein  Einheitssystem  yerwandelt 
werden.  Wir  yerstehen  dabei  unter  Elementartransformationen 
die  drei  folgenden  Operationen: 

1.  Multiplikation  einer  Yertikalreihe  mit  einer  nichtrerschwin- 
denden  Eonstante. 

2.  Vertauschung  zweier  Vertikalreihen. 

3.  Vermehrung  der  Elemente  einer  Kolonne  Vi  um  die  mit 
•     einer  ganzen  Funktion  yon  g  multipUzierten  entsprechen- 
den Elemente  einer  anderen  Kolonne  Vt. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  sehr  einfach.  Wir  bringen  durch 
Kolonnenyertauschung  in  der  ersten  Zeile  das  Element  niedrigsten 
Grades  in  5  an  die  erste  Stelle^  so  dafs  h^^  yon  niedrigerem  oder 
liochstens  yon  demselben  Ghrade  ist^  als  alle  Elemente  b^^y  b^^y ...  bin. 
Hiersaf  ziehen  wir  yon  der  zweiten  Kolonne  ein  solches  Vielfaches 
^  ersten  ab,  dafs  in  dem  neuen  Systeme 

,bnl,     bni—gbnlf     &n8;  •  •  .  6»n  , 

<ltt  zweite  Element  b^^  —  g\^  yon  niedrigerem  Grade  ist,  als  das  erste 

Jöid  verfahren  in  gleicher  Weise  mit  allen  übrigen  Elementen  613...  61«. 

h  dem  so  umgeformten  Systeme  sind  nun  wieder  alle  auf  by^^  folgenden 

Bemente   yon   JT^    yon   niedrigerem    Grade  in  jsr  als  b^^]   wir   bringen 

wieder  durch  Kolonnenyertauschung  das  Glied  niedrigsten  Grades  in  Hy^ 

itt  die   Stelle   yon  fcn  und  reduzieren  dann   den  Grad  yon  ftjj  . . .  61» 

106  neue  unter  den  yon  6^  und  fahren  so  fort.     Da  bei  jeder  dieser 

gestatteten  Umformungen  der  Grad  yon  Sj^  yerkleinert  wird,  so  müssen 

diese  nach  einer  endlichen  Anzahl  dieser  Transformationen  zu  dem  Ab- 

flehlufs  kommen,  dals  ftu  eine  ganze  Funktion  yon  z  ist,  während  alle 

anderen  Elemente  yon  -HiNuU  sind;   denn  anderenfalls   kann  ja  stets 

noch  eine  Funktion  niedrigeren  Grades   an  die  Stelle  yon  tj^  gebracht 

werden.     In  diesem  Systeme 

11* 
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(b 
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'»1 


'81 


0 

h 


0 


22 


'82 


'28 


'88 


...0      \ 

•  •  •  &2n 

•  .  .  ^8» 


,6nl      &n2     h„$  .  .  .  b„n  ^ 

muTs  aber   das   Element  b^^   notwendig   eine  Eonstante  sein.    L 
That  ist  die  Determinante  desselben  offenbar  gleich 

hl '  \iy 
wo  All  ^^  Determinante  des  Systems  von  (n  —  1)'  Elementen 

&M       6jj   .  .  .  &2n 
^82       ^88   •  •  •  ^»« 


^n2 


'Hfl 


^n8  •  •  •  ^1 

bedeutet.  Da  aber  dnrch  jene  Elementartransformationen  die  I 
minante  nicht  geändert  wird^  so  ist  jenes  Produkt  b^^  •  A^^ 
Eonstante;  dasselbe  gilt  also  auch  von  b^i  und  A^^  selbst;  wir  ki 
endlich  durch  Division  von  F^  durch  diese  Eonstante  b^^  diese  zu 
machen. 

Nun  formen  wir  in  dem  neuen  Systeme  die  n  —  1  Elei 
ftjj,  628;  •  •  •  ^«»  durch  Verbindung  der  n  —  1  letzten  Vertikalreih< 
ganz  derselben  Weise  solange  um^  bis  b^  zu  1  und  alle  folg 
Elemente  zu  Null  geworden  sind;  dies  ist  stets  möglich^  ohne  da 
vorher  erreichte  Resultat  vernichtet  wird,  weil  ja  hier  nur  die  i 
letzten  Kolonnen  verbunden  werden,  und  weil  aulserdem  die  ] 
minante  \^  ebenfalls  einen  konstanten  Wert  besitzt.  In  dem  sc 
ergebenden  Systeme 


1 

0 

0    ...0    • 

hl 

1 

0    ...0 

• 

\i 

6»  •  •  •  6j» 

.6.1 

6«t 

0«s  •  •  •  tfnn  , 

machen  wir  nun  auch  das  Element  &21  ^^  Null,  indem  wir  das  bei- 
der zweiten  Kolonne  von  der  ersten  abziehen.  Dadurch  erhalte 
ein  System,  dessen  beide  ersten  Horizontalreihen  mit  den  entsprech 
des  Einheitssystems  identisch  siud,  und  durch  Fortsetzung  desi 
Verfahrens  können  wir  die  dritte,  vierte, ...  bis  zur  letzten  Horiz 
reihe  in  die  entsprechenden  des  Einheitssystems  transformieren 
hiermit  ist  jener  wichtige  Satz  vollständig  bewiesen. 
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§3. 
Im  folgenden  wollen  wir  nun  alle  Funktionen 

eines  beliebigen  zur  Basis  (ri^^\  rj^*^ , . . .  iy^*))  gehörenden  Moduls  (?l)  zu- 
üSchst  in  der  Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  p  (ßi  =  cc),  d.  h.  in  der 
Umgebung  derjenigen  übereinander  liegenden  Punkte  SS«;  ^b)  • . .  ^e  der 
Riemannschen  Flache  untersuchen;  welche  dem  Werte  (js  =  a)  der  un- 
abhängigen Yanabeln  entsprechen.  Als  Vorbereitung  betrachten  wir 
zimachst  eine  beliebige  Funktion  17  und  untersuchen  die  n  konjugierten 
Sntwickelungen  r^tf  V%9 "  -  Vn^  welche  diese  in  der  Umgebung  der  end- 
lichen oder  auch  der  unendlich  fernen  Stelle  (ß  =  a)  besitzt. 

An  der  Stelle  (js  =  a)  liegen  im  allgemeinen  n  Punkte  der  Biemann- 
8«hen  Eugelfläche  91  übereinander^  jedoch  ist  diese  Anzahl  kleiner^ 
^wenn  einer  oder  mehrere  jener  Punkte  Yerzweigungspunkte  sind.  Um 
die  Untersuchung  nicht  unnötig  zu  komplizieren,  werde  ein  fär  alle- 
xnal  angenommen,  daJs  für  (0  =  a)  drei  Yerzweigungspunkte  SSa,  ^0,  ^0 
tLhereinanderliegen,  in  denen  bzw.  a,  b,  c  Blatter  yon  91  zusammen- 
liingen,  so  daJs  a  +  b  +  C'^n  ist;  und  es  sei  femer  die  Bezeichnung 
^orULufig  so  gewählt,  daJs  die  a  ersten  Blätter  in  S3a;  die  b  folgenden 
in  Sft,  die  e  letzten  in  SS«  zusammenhangen.  Alsdann  schreiten  die  n  kon- 
jugierten  Zweige   i}^,  %) '  --Vi*   ^^^  algebraischen   Funktion  17  in   der 

Umgebung    von    (jer  —  a)    nach    ganzen    Potenzen  bzw.  von   (0  —  «)*, 

(£  —  o)  *,  (0  —  «)  *  fort,  wobei  wieder  fiir  die  Stelle  (a  =  00)  der  Linear- 
&ktor  e  —  a  durch  — -  zu  ersetzen  ist;  und  zwar  ergeben  sich  die  Ent- 
wickelungen  der  a  ersten  Elemente  ^1,  ^2;  •  •  •  ''2«  ^^^  ^®^  ^^^  Vi  dadurch, 

dab  man  die  Potenz  (js  —  ay  durch  ihre  a  konjugierten  ersetzt,  welche 
8ich  ja  nur  durch  multiplikative  a*®  Einheitswurzeln  voneinander  unter- 
leiden. 

Ist  n  das  kleinste  gemeinschaftliche  YieUache  der  Blatterzahlen  a,  b,  c, 

Bo  kami  man  ein&cher  sagen,  dafs  die  n  Entwickelungen  %,%y  >  *  »rjn 

1^ 

a»di  ganzen  Potenzen  von  (jer  —  «)'*  fortschreiten. 
Es  seien  nun  £.  !Ü 

r_  r-f  1 


I 


«> 


•^U 


ei 


^c^ 


\iSW 


yote»* 


i» 


if 


Aet 


»0^  i^^erdeo-^  ^^^,  (* 


«^ 


«IX  y 


0 


die 


M») 


Aet 


t 


inVe  «xv-  ^     Jso  X»  *  ,  .  -K-öt?®*^'     «aas»«»  ^ 

a^-^^^  ^t  et«^-  ^^^.  %-  ^^^  ^'c!-V 


« 


Ist 


Ä^  ^* 


Ytöt 


.^-l^t'^^^^tz^^''^ 


,{..)•)  Hfl 
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Ton  (X)  in  der  Umgebung  der  beliebigen  Stelle  {e  =  a)  untersucht 
werden,  der  wieder  die  drei  übereinander  liegenden  Yerzweigungspunkte 
Sa;  ^t,  SSc  entsprechen.    Es  seien  nun 

{g  —  «)'*,     (0—  «)'*, ...  (je?  —  a)^ 

die  Teiler  der  n  Elemente  rf^  für  die  Stelle  (jgr  =  a).  Denkt  man  sich 
dann  die  n*  Elemente  der  Determinante  |  rff^  1  sämtlich  mush  Potenzen 
Ton  ;?  —  a  entwickelt,  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung 


m 


(*) 


a«i(j^  -  a)'*  +...,...,  a«» (je?  -  a) '*  + 


w 


ist 


Ist  aber  andererseits  (ß  —  a)^  der  Teiler  der  Determinante   1  ijy 
siso  die  Entwicklung  derselben  von  der  Form 

^  ergiebt  sich  aus  der  Yergleichung  jener  beiden  Darstellungen  un- 
^ttelbar  die  Beziehung 

^d  zwar  ist  die   Summe  der  Exponenten  links   dann  und  nur  dann 

gleich  dem   Exponenten  —  des  Teilers  von  |  lyW  ,  wenn  die  aus  den 

Koeffizienten  der  Anfangsglieder  gebildete  Determinante  \aik\  einen 
"Von  Null  yerschiedenen  Wert  hat. 

In  diesem  Falle  soU  das  System  (r^^y  7p\  . . .  i^("))  normal  für  die 
Stelle  {z  =  a)  heifsen^  und  auf  solche  Systeme  beziehen  sich  die  nach- 
folgenden Betrachtungen. 

Es  sei  also  (i^^^^,  rf^\  . . .  ?/*>)  irgend  ein  normales  System,  und  all- 

gemein  (0  —  a)  '*  der  Teiler  von  lyW  fQr  die  Stelle  {z  =  a),     Ist  dann 

irgend  eine  Funktion  des  Körpers,  so  ist  der  Teiler  von  ri  für  {z  =  a) 
mindestens  gleich  dem  niedrigsten  unter  den  Teilern  der  n  Produkte 
ikj^^'yer  kann  aber  auch  gröiser  sein,  denn  es  können  sich  ja  in  der 
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Entwickelnng  der  n  konjugierten  Zweige  von  rj  die  AnjEEmgsglieder 
sämtlich  fortheben.  Es  gilt  nun  aber  der  Satz,  dalk  dieser  zweite  Fall 
nur  dann  eintreten  kaim,  wenn  jenes  System  nicht  normal  ist. 

r 

In  der  That  sei  (js  —  a^  der  niedrigste  unter  den  Teilern  der 
n  Produkte  U/i^^');  dann  kann  die  Entwickelung  aller  EoefiGizienten 
U|,  ti^; . . .  ü«  nach  Potenzen  Yon  z  —  a  folgendermalsen  geschrieben  werden: 

wo  natürlich  nur  die  Koeffizienten  der  ganzzahligen  Potenzen  von 
(j8f  —  a)  von  Null  yerschiedene  Koeffizienten  haben,  und  wo  einige, 
aber  nicht  alle  Anfangskoeffizienten  c<  gleich  Null  sein  können,  denn  nur 

r 

dann  besitzen  alle  jene  Produkte  Uiti^^  mindestens  den  Teiler  (g  —  a)^ 
und  keinen  höheren.  Bildet  man  aber  jetzt  die  n  Anfcuigskoeffizienten 
Cj,  C,, . .  •  C»  in  den  konjugierten  Entwickelungen  von  iy  in  der  TJm- 

r 

gebung  von  {g  «  a),  d.  h.  die  Koeffizienten  von  (0  —  «)'*  in  diesen  Entwicke- 
lungen, so  hangen  C^, . . .  Cn  mit  den  Anfangskoeffizienten  Ct  der 
Funktionen  Ui  durch  die  n  Gleichungen  zusammen: 


Cn==(^a„i-\ h  Cndn 


n} 


wo  die  Koeffizienten  ait  wie  vorher  die  Anfangskoeffizienten  der  El 
mente  i^[.*)  sind.  Da  aber  das  System  (i]^^\  ri^^\  . . .  tj^"))  normal,  alsc^ 
I  a<4 1  ^  0  ist,  so  können  jene  n  Anfangsglieder  nicht  zugleich  ver — 
schwinden,  wenn  auch  nur  eines  der  Anfangsglieder  d  der  KoefB»— 
zienten  Ui  von  Null  verschieden  ist,  und  damit  ist  unsere  Behauptung 
bewiesen. 

§5. 

Den   im   vorigen  Abschnitte   bewiesenen   Satz   kann   man   in  d^cr 
folgenden  einfachen  Form  aussprechen: 

Ist  (?/^),  ri^^\  . . .  Tj^**))  ein  beliebiges  rational  unabhängiges 
System,  welches  für  eine  Stelle  (z  =  a)  normal  ist,  so  ist  der 
Teiler  einer  beliebigen  Funktion 

für  jene  Stelle  gleich  dem  gröfsten  gemeinsamen  DiviBor  der 
n  Teiler  von  t4^ri^^\  ^V^^\  •  •  •  ^hV^^\  aiis  denen  tj  bestohL 


§  6.    Jedes  BanBsyBtem  ist  einem  nonnalen  äquivalent.  169 

Ist  das  System  aber  kein  nonnales^  so  gilt  jener  Satz  nicht  notwendig, 
denn  alsdann  konnte  man,  wie  ans  den  obigen  Gleichungen  sofort 
hervorgeht,  die  AnÜEUigsglieder  C|,  c^, . . .  c»  der  Koeffizienten  Ui(js)  so 
bestimmen,  daJb  die  n  Anfangskoeffizienten  C^,  C,, . . .  Cn  samtlich 
yerschwinden.  Ans  diesem  Ghrunde  ist  daher  der  folgende  Satz  yon 
fundamentaler  Bedeutung: 

Jedes  algebraische  System  ist   einem  normalen  Systeme 
äquivalent 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  nehmen  wir  zunächst  an,  dafs  die 
Stelle  a  im  Endlichen  liege;  eine  leichte  Modifikation  des  Beweisganges 
wird  zeigen,  dals  er  auch  fOr  die  Stelle  (jer  =  cx))  richtig  ist  Es  mögen  nun 


»•t  ''n 


wie  vorher  (js  —  «)'*,  (js  —  a)'*,  ...  (je?  —  «)'*  der  Reihe  nach  die  Teiler 

Jer  Elemente  des  Systems  (ff^\  i]^^\  . . .  ly^*)),  und  (js  —  aY  jener  Teiler 
ftr   die  Determinante  I  «W 1   sein,   so   dals   stets  ^  -^  <  —  ist.    Die 

Exponenten  -^  sind  dann  sämtlich  Brüche,  deren  Nenner  a,  h  oder  c 

BUid,  je  nachdem  das  Anfangsglied  des  betreffenden  Elementes  17  zu 
dex*  Entwickelung  um  einen  der  drei  bei  {z  "=  a)  übereinander  liegenden 
^erzweigungspunkte  JB«,  85*  oder  Sc  gehört.  Die  Elemente  tf^^y  i^<*), . . .  i^C«) 

Wollen  so  angeordnet  sein,   da(s  -^  ^  -^  ^  •  •  •  ^  -^  ist.    Zwei  solche 

Brüche  sollen  kongruent  heiGsen,  wenn  sie  sich  nur  um  eine  ganze 
Z^Jil  voneinander  unterscheiden,  wenn  also  z.  B.  -^  =  -*  +  X;  ist,  wo  Ä 

^ixie  ganze  Zahl  bedeutet  Endlich  seien  die  Blätter  für  den  Augen- 
blick so  bezeichnet,  dals  das  erste  Blatt  zu  S3a;  <la8  zweite  zu  SS^,  das 
dritte  zu  Sc  gehört,  während  die  übrigen  in  irgend  einer  Reihenfolge 
*^  diese  folgen  mögen. 

Wir  betrachten  nun  neben  dem  Systeme  (i^J.*^)  das  System  (a/t) 
^iner  Anfangskoefüzienten,  und  auch  von  diesem  nur  seine  drei  ersten 
Sorizontalreihen 

o^x      O^  .  .  .  Ol » 

^^mn  alle  folgenden  unterscheiden  sich  ja  von  einer  von  diesen  nur 
'^^  a**,  &*•  oder  c**  Wurzeln  der  Einheit,  je  nachdem  das  zugehörige 
^Utt  zu  8ai  S»  oder  So  gehört,  sind  also  durch  diese  mit  bestimmt. 
^  gelten  nim  fBr  dar  \  Sätze: 
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Ohne  das  System  (i]^^\  iff^\  . . .  i^^*^)  im  Smne  der  Äqniyaleiiz 
zu  ändern,  kami  man  in  dem  Systeme  (a)  seiner  Anfirngs- 
koef&zienten 

1.  das    A-fache    irgend    einer   Eolomie    yon    (a)  von    einer 

späteren   Kolonne   abziehen,   falls  nnr   die   zugehörigen 

r. 
Exponenten  -^  kongruent  sind  und  X  eine  beliebige  Eon- 
stante bedeutet, 

2.  irgend  eine  Kolonne  yon  (a)  durch  eine  beliebige  Eon- 
stante X  dividieren. 

Ist  nämlich  z.  B.  -^  =  -^  -f  A;,  wo  also  Ä  >  0  ist,  und  ersetzt  man  in 

jener  Basis  i^<*>  durch 

so  erhält  man  ein  System  (i^^^^,  i^^*^', ...  i}^"^),  welches,  wie  frflher  bewiesen, 
dem  Systeme  (i^(^),  7p\  . . .  rf^^)  äquivalent  ist  und  dessen  Anfangsglieder 
offenbar  folgendes  System  bilden: 


a. 


(l|2  —  ^^1  •  •  •  ^li 


"11 

^1       ^»  ~  ^^1  •  •  •  ^1 
^81       %»  ""  ^Hl  •  •  •  ^««  , 

Im  zweiten  Falle  wird  einfach  z.  B.  rf^^  durch  -r  rf^'^  ersetzt;  auch  hier — 

durch  wird  nach  einem  früheren  Satze  das  ursprüngliche  System  in^ 
Sinne  der  Äquivalenz  nicht  geändert. 

Mit  Hilfe  dieser  beiden  Sätze  kann  nun  die  verlangte  Überführung^ 
leicht   bewerkstelligt   werden.     Von    den    drei    Elementen    der   erstesci 
Kolonne  von  (a)  muHs  mindestens  eines  von  Null  verschieden  sein.    Es 
sei  etwa  a^^  das  erste  von  diesen;   dann  mache  man  es  dadurch  zu  1^ 
daCs   man  jene   ganze   Kolonne   durch  a^^  dividiert.     In  dem   so   um- 
geformten Systeme 


0 

^12  •  •  •  ^In 

1 

«22  •  •  •  «2n 

«31 

ttgo    .    .    .   »31» 

mache  man  nun  alle  diejenigen  Elemente  der  zweiten  Horizontalreihe, 


r. 


für  welche  die  zugehörigen  Exponenten  -^  zu  -  -  kongruent  sind,  da- 
durch zu  Null,  dafs  man  von  der  betreffenden  Kolonne  ein  geeignetes 
Vielfaches  der  ersten  abzieht.  In  derselben  Weise  werde  nun  die  zweite 
Kolonne  transformiert.  Hier  sei  etwa  a^g  ^  0;  dann  mache  man  dieses 
Element   zu   Eins   und  alsdann   alle  folgenden  Elemente  der   ersten 

Zeile  zu  Null,  für  welche  der  zugehörige  Exponent  zu  -^  kongruent  ist 
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In  derselbeiL  Weise  kann  man  bis  zur  letzten  Kolonne  fortfahren^ 
es  sei  denn,  dals  einmal,  etwa  für  die  i^  Kolonne,  alle  Elemente 
<h.if  (hif  (Hi  zugleich  zu  Null  geworden  sind.  AlBdaun  sind  aber  in  dem 
zugehörigen   transformierten   Elemente    '^^^  alle    n  Koeffizienten    von 

(«  —  «)'•    in   den  konjugierten  Entwickelungen  gleich   Null,  d.  h.  V*) 

IL 
besitzt  dann  nicht  den  Teiler  (0  — a)^,  wie  bisher  angenommen  war, 

all 

sondern  einen  höheren,  also  mindestens  (j?  —  a)  ^   .    Ist  dies  aber  der 
Fall,  so  ordne  man  die  letzten  Elemente  rj^% . . .  ~^'*)  wieder  nach  der 
[      6r5Ise  ihrer  Teiler,  wobei  eyentuell  ^(^)  mit  einem  späteren  Elemente 
zu  vertauschen  ist.    Da  aber  unter  der  hier  gemachten  Voraussetzung 

die  Summe  der  Exponenten  ^-^  mindestens   um  —  gewachsen  ist 

ond  da  sie  andererseits  nicht  über  —  hinaus  zunehmen  kann,  so   mufs 

man  bei  Fortsetzung  des  Verfahrens  zuletzt  zu  einem  Systeme  kommen, 
bei  welchem  niemals  alle  Elemente  einer  Kolonne  zugleich  NuU  sind. 
^F^ührt  man  jetzt  die  hier  geschilderte  Umformung  bis  zu  Ende  durch 
Und  ordnet  dann  die  Kolonnen  so,  dals  zuerst  diejenigen  stehen,  in 
^vrelchen  das  erste  der  drei  Kolonnenelemente  gleich  Eins  ist,  dann 
alle  die,  f&r  welche  das  zweite  Element  gleich  Eins  ist,  so  erhält  man 
ein  zu  (17^^),  17^'), . . .  i;^"))  äquivalentes  System,  dessen  Anfangssystem  jetzt 
die  folgende  Qestalt  hat: 

1     1    ...1;      0    0    ...0;      0  0...0^ 

B^  B^...Sa]    C^  C^  ...Gö]     1  1  ...1 

Die  Anzahl  der  von  Null  yerschiedenen  Elemente  der  ersten  Zeile  muls 
dann  genau  gleich  a  sein;   da  nämlich  diese  Zeile  zu  S3a  gehört,  so 

Füssen  alle  Exponenten  -^ , . . .  inkongruente  Brüche  mit  dem  Nenner  a 

sein,  und  ihre  Anzahl  kann  daher  nicht  gröfser  als  a  sein.  Genau 
ebenso  folgt,  dals  die  Anzahl  der  Elemente  1  in  der  zweiten  bzw. 
dritten  Zeile  höchstens  b  bzw.  c  sein  kann.  Endlich  kann  aber  auch 
keine  jener  drei  Anzahlen  kleiner  sein  als  bzw.  a,  h  oder  C]  denn  sonst 
wfirde  man  ja  in  mindestens  einer  Kolonne  lauter  Nullen  erhalten,  das 
yerfidiren  wäre  somit  noch  nicht  bis  zu  Ende  durchgeführt. 

Die    zu    den    a    ersten    Kolonnen    dieses    Systems    gehörenden 

Exponenten  —  besitzen  nun  alle  den  Nenner  a  und  bilden  somit  ein 


Elfte  Yorleflnng. 


Istandiges   System   inkongraenter  Brüche   mit   diesem  ] 
igen  daher  jetzt  durch 


Qi 


— ; 
a 


a 


a 


>ezeichnet  werden.     Genau  ebenso  mögen  die  Brüche 

,  f     __,  . . .  _-_    xuxa     —  f     — }  •  •  •  — 
o         h  h  c         c  e 

die  Exponenten  bezeichnen^  welche  bzw.  zu  den  h  folgen 
den  c  letzten  Kolonnen    gehören    und  welche    ebenfalls 
Systeme  inkongruenter  Brüche  mit  den  Nennem  h  und  c 

Schreibt  man  jetzt  die  Anfangsglieder  für  alle  a  zu  S3a 
Blatter  unter  jene  erste  Zeile  hinunter  und  beachtet  dabei 
sich  Ton  jener  ersten  nur  um  a^  Wurzeln  der  Einheit  ui 
so  bilden  die  a  ersten  Kolonnen  ein  Partiakystem 


a 


8a  = 


...1 


G7i 


CD« 


1  8 


O. 


(O 


a— 1 


dessen  Determinante  j  8  \  den  von  Null  yerschiedenen  Wei 
da   sie   die   Quadratwurzel   aus   der   Diskriminante   der 
gleichung  o"  —  1  «=  0  ist.    Alle  Elemente  der  6  +  c  folger 
aber  sind   gleich  Null.     Schreibt  man  in  derselben  Wef 
fangsgUeder  jenes  transformierten  Systems  unter  die  ers 
dritte    Zeile    unseres    transformierten    Systems,    so    er 
System  (an)  von  Anfangskoeffizienten,  welches  in  leicl 
Bezeichnung  folgendermaCsen  geschrieben  werden  kanr 


(S)^ 


{8a       0  0     ] 

^      8b     0 

4,  ^  Oe 


WO  8a   das   obige  System   von   a  Zeilen   ist   und 
sprechenden  aus  den  b^^  und  c^^  Einheitswurzeln 
von  h  bzw.  c  Zeilen   bedeuten.    Die   Sterne   bedeu 
schwindende  oder  nicht  verschwindende  Elemente 
aus  den  Gröfsen  Äi,  Bi,  d  und   den  bezüglichen 
bildet   sind.     Da   nun   die  Determinante   1 8  \  Jen« 
Gleichung 


f  6.    Jedes  BauBsyatem  ist  einem  normalen  äquivalent. 
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]8\  =  \8a\-\8,\-\8c\=a*-b*^c* 

timmt;   also    Yon  Null    yerschieden  ist^   so   ist   das   so   gefandene 
System  normal,  also  der  Satz  yollstandig  bewiesen. 

Ist  die  Stelle  (js  =»  a)  der  nnendlich  ferne  Punkt  p^,  bei  welchem 
wieder  die  drei  Yerzweigungspunkte  S8a,  SS«,  93c  übereinander  liegen, 
80  ist  der  einzige  Unterschied  der,  dals  das  System 

^1  ^  •  •  •  ^« 

(a)  =»     «11  Ojj  ...  Osn 
a^l  0^2  •  •  •  ^8n 

im  Sinne  der  Äquivalenz  ungeändert  bleibt,  wenn  man  das  A- fache 
einer  Vertikalreihe  von  einer  früheren  abzieht,  falls  die  bezüglichen 

Exponenten  kongruente  Brüche  sind.  Ist  nämlich  wieder  etwa  —  =  —  +  Jc 

und  ersetzt  man  jetzt  r^^^^  durch 

Bo  sind  die  Koeffizienten  von  (— j    jetzt  bzw.  gleich 

In  diesem  Falle  muls  man  also  die  Transformation  nicht  von  der  ersten, 
andern  Ton  der  letzten  Kolonne  aus  beginnen;  man  erkennt  aber  ohne 
Weiteres,  daJb  man  zuletzt  genau  zu  demselben  Resultate  gelangt 
^e  früher. 

Wir  heben  noch  die  für  das  Weitere  wichtige  Grundeigenschafb 
der  Kolonnenteiler  des  hier  gefandenen  normalen  Systems  hervor,  und 
zwar  gleich  für  den  allgemeinsten  Fall,  dafs  der  Stelle  (0  =  a)  nicht 
drei,  sondern  beliebig  viele   Punkte    der   Biemannschen    Fläche    ent- 

Bprechen. 

Entsprechen  der  Stelle  (a  =  a)  die  Punkte  ^a)^by  -  --^c 
der  Kugelflache  und  sind 

die  Kolonnenteiler   des  soeben  gefandenen  normalen  Systems 

W^\  V^^\  ' '  •  V^"^)}  8Ö  bilden  die  Exponenten  {Qi,  Q^f  -  -  -  9»)  ^^^ 
vollständiges  System  inkongruenter  Brüche  mit  den  Nennern 
a,  b, . . .  c. 


Zwölfte  VorleBnng. 

Die  Determinantenteiler  einer  Matrix.  —  Dire  ünyeränderlichkeit  bei  umkehr- 
baren ganzen  Transformationen.  —  Die  Elementarteiler.  —  Die  Elementarteiler 
eines  Normalsystems  sind  mit  den  Eolonnenteilem  identisch.  —  Bestimmung  der 
Yerzweigongspxmkte  der  Riemannschen  Flache   aus  den  Elementarteüem  einer 

beliebigen  Basis. 

§1. 

Wir  wollen  die  in  dem  Yorigen  Absclmitte  gefundenen  Besnltate 
anwenden,  nm   aus   den  Eigenschaften  eines  beliebigen  algebraischen^^ 
Systems   die  Verzweigung  der  zugehörigen  Riemannschen  Fläche 
bestimmen.    Dazu  betrachten  wir  eine  beliebige  Basis 

(r/1),  i^W, . . .  i2(-)) 

von  n  rational  unabhängigen  algebraischen  Funktionen  und  die  zu  i] 
gehörende  Matrix 


m = 


[v^n^    i?w...i?<;«> 


in  der  Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  (0  =  a). 

Wir  führen  nun  zuimchst  einen  wichtigen  neuen  BegriJBf  in  die 
Untersuchung  ein,  nämlich  den  der  Determinantenteiler  einer 
Matrix  (r/^*)).  Wir  gelangen  zu  demselben  durch  die  folgenden  Über- 
legungen. 

Denken  wir  uns  für  die  Umgebung  der  Stelle  (z  =  a)  alle  n*  Ele- 
mente Tj^p  nach  ganzen  bzw.  gebrochenen  Potenzen  des  zugehörigen 
Linearfaktors  e  —  a  entwickelt,  so  können  diese  Entwickelungen 
folgendermafsen  geschrieben  werden: 

wo  die  Exponenten  dt^  positive  oder  negative  ganze  oder  gebrochene 
Zahlen,  und  die  Reihen  Eki{z\a)  Einheitsfunktionen  für  jene  fito^ 
sind.    Es  sei  nun  di  der  kleinste  jener  n*  Exponenten  di  ;  im 
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die  höchste  Potenz  Yon  is  —  a,  welche  in  allen  n'  Entwickelnngen 
noch  enthalten  ist,  oder  also  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  aller 
fft*  Elemente   r^^p  fOr  die  Stelle   (is  =  a).    Nun  denken  wir  uns   alle 

\      7    )   Dötenninanten  zweiter  Ordnnng 

aiafjBfeschrieben,  welche  man  aus  dem  Systeme  (r^^O)  bilden  kann;  auch 
diese  sind  Potenzreihen  yon  z  —  a,  können  also  in  der  folgenden  Form 
geschrieben  werden: 

Es  sei  nun  wieder  d^  der  kleinste  jener  f^   g""  M   Exponenten  i^f ; 

alsdami  ist  (z  —  a)^  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  aller  Determinanten 
zweiter  Ordnung  jenes  Systems  (rj^)  für  die  Stelle  (z  =  a). 

In  derselben  Weise  denken  wir  uns  jetzt  den  grölsten  gemein- 
samen Teiler  aller  Determinanten  dritter  Ordnung  jenes  Systems  ge- 
l>ildet  und  fahren  so  fort.   Auf  diesem  Wege  erhalten  wir  die  n  Potenzen 

{z-a)\     (z-a)^,...(z-ay% 

Welche  der  Reihe  nach  die  grölsten  gemeinsamen  Teiler  aller  Deter- 
i^unanten  der  ersten,  zweiten  u.  s.  w.  n*^^  Ordnung  sind,  welche  man 
^118  jenem  Systeme  (ijjf))  bilden  kann.  Die  letzte  Potenz  {z  —  aYn  ist 
offenbar  identisch  mit  der  in  der  Determinante  1  r^^p  enthaltenen  Potenz 
ton  z—a.  Diese  n  Potenzen  von  (^  —  er)  werden  die  n  Deter- 
minantenteiler  des  Systems  (r^^p)  für  die  Stelle  (z  =  a)  genannt. 
Sie  fOhren  zu  den  wichtigsten  Invarianten,  welche  ein  System 

besitzt 

Die  Bedeutung  der  Determinantenteiler  beruht  wesentlich  auf  dem 
folgenden  wichtigen  Satze: 

Äquivalente  Systeme  haben  gleiche  Determinantenteiler, 
Da  man  jede  Transformation  eines  Systems  in  ein  äquivalentes 
Airch  eine  Folge  der  drei  elementaren  Transformationen  ersetzen  kann, 
welche  in  der  elften  Vorlesung  auf  S.  161  charakterisiert  worden  sind, 
«0  ist  jener  Satz  bewiesen,  wenn  wir  die  Richtigkeit  der  folgenden 
drei  Satze  nachweisen  können: 
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Die  Determlnantentefler  eines   Systems    (rf^\  rf^\  . . .  lyW) 
bleiben  nngeSndert,  wenn  man 

1.  eins  seiner  Elemente  mit  einer  Yon  Null  yerschiedenen 
Eonstante  multipliziert; 

2.  zwei  Elemente  miteinander  yertanscht; 

3.  ein  Element  ij^'^  dnrch 

ersetzt,  wenn  X(/b)  eine  beliebige  ganze  Funktion  yon  § 

bedeutet. 
Zum  Beweise  untersuchen  wir,  in  welcher  Weise  eine  jener  drei 
elementaren  Transformationen  eine  einzelne  Determinante  yon  beliebiger 
h^^  Ordnung;  D«;  beeinflufst.  Der  Einfachheit  wegen  denken  wir  uns 
die  Bezeichnung  der  Elemente  so  gewählt,  dals  jene  zu  untersuchende 
Determinante 

i??> . . .  i?i*) 


1) 


Di 


,a) 


,c*) 


ist.    Wird  nun  zunächst  ein  Element  i^^'*)  mit  einer  Konstanten  c  multi 
pliziert;  so   geht  die  Determinante  D^  entweder  in  cDk  über  oder  sii 
bleibt  ganz  ungeändert,  je  nachdem  i^^')  in  Dk  yorkommt  oder  nidi 
Alle  Determinanten  A^®'  Ordnung  Da  bleiben  also  entweder  ungrimd 
oder  sie  multiplizieren  sich  mit  einer  Eonstanten;  der  Teiler  (e  —  d 
ändert  sich  also  bei  der  ersten  Transformation  nicht. 

Vertauscht  man  femer   zwei   Elemente  ij^*)  und  17^*)  miteinand 
welche  beide  in  der  Reihe  i^^^\  ri^*\  . . .  ij^*)  der  ersten  h  Elemente 
treten,  so  ändert  D,  nur  sein  Zeichen.     Sind  dagegen  beide  Eiern 
nicht  in  jener  Bicihe  enthalten,    so   ändert  sich   Dk   gar  nicht, 
endlich  etwa  17^**)  «=  i^^^^,  17^*)  «=  i^^'^^^),  also  das  eine  Element  in  D*  eoDt^ 
halten,  das  andere  nicht,  so  yertauscht  sich  bei  der  Permutation  dieser 
beiden  Elemente  nur  die  Determinante  2>a  mit  der  folgenden: 


la) 


D! 


k 


welche  ja  ebenfalls  in  dem  Systeme  aller  Determinanten  h*^  Ordnung 
vorkommt.  Die  Gesamtheit  aller  Determinanten  A^'  Ordnung  ändert 
sich  also  in  der  Weise,  dals  gewisse  unter  ihnen  mit  —  1  multipliziert^ 
gewisse  andere  yertauscht  werden;  auch  hier  bleibt  also  der  Teiler 
(e  —  aYh  ungeändert 
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Ganz  ähnlich  gestaltet  sich  der  Beweis^  wenn  etwa  rf^  durch 
ij(')'  =  ij(0— ;t(jEf)j^(*)  ersetzt  wird.  Sind  nämlich  i  und  Jz  beide  <ä 
oder  beide  >  j^^  so  ändert  sich  Da  gar  nicht.  Ebenso  bleibt  Da  un- 
geanderty  wenn  i>h,  k  <h  ist.  Ist  dagegen  i  <h,  k>  h,  also  etwa 
t  =  l,  ]c  =  h  +  l,  so  geht  durch  jene  Transformation  Da  über  in: 

Ä  =  |i?|,^)-A(^h(*n     rif\...rif)\     (^  =  1,2,. ..Ä) 
=  Da-A(5)Da', 

wo  Da  die  oben  in  (la)  angegebene  Bedeutung  hat.  Es  sei  nun 
{g-aYk  der  Determinantenteiler  ä*®'  Ordnung  des  ursprünglichen 
Systems  (r/^),  ri^*\  . . .  i^<")),  und  (js  —  ayh  der  entsprechende  des  durch 
diese  Elementartransformation  veränderten 

Dann  ist  jede  transformierte  Determinante  Da  durch  {z  —  a)^h  teilbar, 
weU  Bie  entweder  mit  einer  der  orsprüngliclien  Determinanten  identisch 
oder  gleich  Da  —  X{z)Dh  ist,  wo  X{z)  eine  ganze  Funktion  von  z  be- 
deutet und  Da,  Da  beide  durch  {z  —  «)<**  teilbar  sind.  Also  ist  {z  —  a)^A 
^^  dem  entsprechenden  Teiler  {z  —  ayh    des   transformierten   Systems 

(r/1)  -  X{z)rf'^'^^\  i^W, . . .  V'^O 

Enthalten.  Führt  man  aber  jetzt  wiederum  dieses  zweite  System  in 
^  ursprüngliche  dadurch  über,  dafs  man  zu  seinem  ersten  Elemente 
^^*)-AV*+i)  das  A-fache  des  (Ä  +  l)**^*^  Elementes  i^^^+i)  addiert,  so 
^«igt  man  genau  ebenso,  dafe  auch  umgekehrt  der  Teiler  {z  —  afh 
Vn  (jf  —  aYh  enthalten  ist.  Damit  ist  unser  Fundamentalsatz  vollständig 
l>€wiegen. 

Dieser  Satz  gilt  aber,  wie  ausdrücklich  hervorgehoben  werden 
^11,  nur  dann,  wenn  die  Stelle  {z  =  a)  im  Endlichen  liegt.  Ist  nämlich 
(a=oo),  so  gilt  jener  dritte  spezielle  Satz  nicht  mehr,  da  dann  die 
ganze  Punktion  k{z)  für  die  Stelle  (z  =  oo)  nicht  mehr  den  Charakter 
einer  ganzen  Funktion  besitzt,  sondern  in  Bezug  auf  diese  eine  negative 
Ordnmigszahl  hat. 

§2. 

In  der  vorigen  Vorlesung  ist  bewiesen  worden,  dals  man  ein  be- 
liebiges System  {rf^\  Yf^\  .  .  .  r/"))  durch  die  soeben  erwähnten  elemen- 
taren Transformationen  in  ein  äquivalentes  sogenanntes  normales  System 
({W  g(8)^  ^  ^  ^  g(«i))  überfuhren  kann.  Da  aber  bei  einer  solchen  Trans- 
fonnaücn  die  Determinantenteiler  ungeändert  bleiben,  so  ergiebt  sich 
jetzt  der  folgende  wichtige  Satz: 
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Ein  beliebiges  System  (rf^\  i^W^ . . .  rf^^)  beeitEt  für  jede 
im  Endlichen  liegende  Stelle  (0  =  a)  dieselben  Determinanten- 
teiler  wie  ein  ihm  äquivalentes  normales  System. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  die  Determinantenteiler  eines  fBr  eine 
Stelle  (js  =  0:)  normalen  Systems  f&r  diese  Stelle  zu  nntersnchen,  und 
zwar  wollen  wir  hier  wieder  voraussetzen^  daCs  jene  Stelle  auch  die 
unendlich  ferne  sein  kann.     Es  sei  also 

ein  beliebiges  normales  System,  and  es  mögen 

die  Teiler  seiner  n  Elemente  bedeuten.    Dann  sind  diese  n  PotenzeiL 
{e  —  afk  so  bestimmt;  daCs  allgemein  die  n  konjugierten  Potenzreiheik^^ 

en  en  •  •  •  si*' 

für  5<*)  durch  {z  —  a)  *,  aber  durch  keine  höhere  Potenz  von  0  —  a  teilba^f:^ 
sind.  Man  kann  also  jene  n  konjugierten  Entwickelungen  so  BchreibeE^^: 


gi*'  =  a.»(;J-«/*  +  ---, 


und  von  diesen  Koeffizienten  aiky  >  -  -Chnk  ist  mindestens  einer  von  ITiiU 
verschieden.  Denkt  man  sich  also  in  der  zugehörigen  Determinanfe^ 
I  gj^')  I  alle  Elemente  in  gleicher  Weise  entwickelt,  so  erhalt  man  aus  ihr  ^ 


Vi 


(*) 


aik  {z  —  af^  + 


«I* 


und  da  das  System  nach  der  Yoraussetzunir  normal  ist,   so  ist  die  ai 
den  Anfangskoeffizienten  gebüdete  DetemLnte  |«a|  notwendig  vo, 
Null  verschieden. 

Wir  erinnern  gleich  an  dieser  Stelle   an  einen  fiir  das  Folgend 
wichtigen  Hilfssatz  aus  der  Determinantentheorie: 

Ist  (a/it)  ein  System  von  n^  Zahlen,  dessen  Determinani 

{aijbl    von   Null  verschieden   ist,   und   bildet   man  aus  8ein< 

ersten  ä  Vertikalreihen 

ttjj  ...  a\h 

alle    Determinanten    Iff^^  Ordnung,    so   mufs   mindestens   eine    f 
dieser  Determinanten  von  Null  verschieden  sein.  ^ 
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JBntwickelt  man  luunlicli  die  ganze  Determinante 


»1* 


o, 


1  •  •  • 


O'lh      (llh-\-l  ...  «1« 


Ctiil  .  .  .  Ct»A      CtnA-f-i  .  .  .  a, 


nn 


luch  dem  Laplacesclien  Determinantensatze ,  so  erhalt  man  eine  Identität 


^wo  äk  alle  Determinanten  h^^  Ordnung  ans  dem  ersten  Partialsysteme 
(  Ti, . . .  Vk)  dnrchlänft^  während  A«.«  jedesmal  die  zu  Aa  komplementäre 
Determinante  (n  —  Ä)*®'  Ordnung  aus  dem  Partialsysteme  (Fa+i,  . . .  F«) 
bedeutet,  d.  L  diejenige  Determinante*  des  zweiten  Partialsystems,  welche 
mit  Aa  keine  einzige  Horizontalreihe  gemeinsam  hat.  Wären  also  nach 
touerer  Annahme  alle  Determinanten  A«  gleich  Null,  so  würde  dasselbe 
f^  die  ganze  Determinante  n^®'  Ordnung  gelten,  was  mit  der  oben  ge- 
machten Voraussetzung  im  Widerspruche  steht. 

Es  sei  nun  die  Bezeichnung  der  Elemente  jenes  normalen  Systems 
{i^^\  J^%  . . .  5^*^)  von  vornherein  so  gewählt,  dafe  die  Exponenten  der 

Teuer  {s  -  c/*  ihrer  Gröfse  nach  aufeinander  folgen,  dafe  also 


ist  Dann  besteht  der  folgende  wichtige  Satz: 

Die  Determinantenteiler  des  für  (e  »  a)  normalen  Systems 
{t^^\  i^^\  •  •  •  5^*0  ^  Bezug  auf  diese  Stelle  sind  der  B.eihe  nach 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  zeigen  wir  allgemein,  dals  irgend  eine 

lieterminante  Ä*®'  Ordnung   Dh   mindestens  durch  (;8r  —  a)  * 

teilbar  ist,   dals  aber  andererseits  mindestens   eine  unter  ihnen  keine 

iohere  Potenz  von  0  —  a  enthält.    Es  sei  wieder  die  Bezeichnung  der 

konjugierten  Elemente  oder  also  der  Horizontalreihen  so  gewählt,  daGs 

die  zu  untersuchende  Determinante  Da  aus   den  ersten  h  Horizontal- 

reihen  gebildet  ist,  es  sei  also  etwa 


D/ 


.(^i) 


(•*) 


»1     •  •  •  »1 


»A      •   •   •    ©A 


Beachtet   man  dann,  dafe  alle  Elemente  der  ersten,  zweiten,  u.  s.  w. 
k*^  Yertikalreihe  dieser  Determinante  bzw.  durch 

12* 


180 


Zwölfte  VorleBuig. 


teilbar  sind,   so  folgt,   dafs   D*  mindestens  dnrcli  (g  —  a)  '* 

Ol "i  •  •  •  -4—  Q 

also  tun  so  mehr  dorcli  (js  —  a)  ^  teilbar  ist,  da  ja 

9i  ^  9i^f  •    •  ^A  ^  Qi^ 

Ist;  damit  ist  der  erste  Teil  der  Behauptung  bewiesen. 

Wählt  man  jetzt  speziell  fQr  D^   eine  den  h   ersten  Eoloi 
entnommene  Determinante  h^^^  Ordnung ,  setzt  man  also  etwa 

gw . . .  ßw 


A- 


5i:^  •  •  •  ss^ 


,ei+ 


so   ist   diese,   wie   soeben   gezeigt,  mindestens  durch  Qs  —  a) 
teilbar.     Bildet   man   aber   den   Quotienten   von   Da  durch    eben 
Potenz  von  0  —  a,  indem  man  der  Reihe  nach  die  einzelnen  Yert 
reihen   durch   den   bezüglichen  Teiler   dividiert,   so   kann   man  j 
Quotienten  in  der  folgenden  Form  schreiben: 


D. 


(Z  -  a) 


CxH \-Qj 


?•: 


(1) 


t^^ 


{z  -  «) 


9x 


{z  -  af  A 


t^ 

^i 


(1) 


t^ 


(z-a) 


ifi 


{Z  -  a)^A 


Die  rechte   Seite  reduziert  sich  fflr  e  =  a  auf  die  aus  den  Anfi 
gliedern  gebildete  Determinante  %^®'  Ordnung: 


Ä/ii 


«AÄ 


und  da  nach   dem  vorher  bewiesenen  Hilfssatze  mindestens  eine 
aus  den  h  ersten  Vertikalreihen  gebildeten  Determinanten  Ä**'  Ord 
von  Null   verschieden  ist,   so  folgt  in  der  That,  dafs  mindestens 

der  Determinanten  1)^  durch  keine  höhere  Potenz  als  (js  —  a)^ 
teilbar  ist.     Damit  ist  unsere  Behauptung  vollständig  bewiesen. 


§3. 

Neben  den  in  den  vorhergehenden  Abschnitten  betrachteten  I 
minantenteilem    eines    Systems    (i^^^^,  r/*), . . .  7/"))    fiir    eine    beli 
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Stelle  (i?=a)  f&Iiren  wir  nunmehr  noch  n  andere  und  wesentlich  wichtigere 
Grolseii;  die  yon  Weierstrafs  so  genannten  Elementarteiler  jenes 
Systems^  ein,  und  zwar  stellen  wir  für  sie  die  folgende  Definition  auf: 

Sind  (js  —  ay^,  (js  —  «y», ...(;?  —  ct)^«  die  n  Determinanten- 
teiler einer  beliebigen  algebraischen  Matrix  fOr  eine  Stelle 
(jg  =s  a),  so  sollen  die  Quotienten  zweier  aufeinander  folgenden 
Determinantenteiler,  also  die  Potenzen 

der  Reihe  nach  als  der  erste,  zweite,  u.  s.  w.,  n^  Elementar- 
teiler jener  Matrix  für  die  Stelle  (js  «  a)  bezeichnet  werden. 

Hiemach  sind  also  die  Determinanten-  und  Elementarteiler  einer 
Matrix  (r^^^)  für  eine  Stelle  (j:  =  a)  durch  die  folgenden  Gleichungen 
miteinander  verbunden: 

Da  irgend  zwei  äquivalente  Systeme  gleiche  Determinantenteiler 
liaben,  so  besteht  auch  für  die  Elementarteiler  offenbar  der  Satz: 

Aequivalente  Systeme  haben  gleiche  Elementarteiler. 

Für  ein  normales  System  ist  allgemein 

^  h.  die  Elementarteiler  eines  normalen  Systems  sind  mit  den  Teilern 
seiner  Elemente  oder,  was  dasselbe  ist,  mit  den  Kolonnenteilem  der 
zugehörigen  Matrix  identisch. 

Nun  besitzt  aber  ein  beliebiges  nicht  normales  System  dieselben 
Determinantenteiler,  also  auch  dieselben  Elementarteiler  wie  das  äqui- 
valente reguläre  System,  und  daraus  folgt  der  Satz: 

Die  Elementarteiler  eines  beliebigen  Systems 

(iy(i),  rf'), .  .  .  rf-)) 

stimmen  überein  mit  den  Teilern  {z  —  af\  . .  ,{z  —  af"  der 
Elemente  desjenigen  normalen  Systems  (g(^^,  t,^^\  . . .  g^")),  welches 
jenem  äquivalent  ist,  und  zwar  ist  allgemein  der  i'®  Elementar- 
teiler gleich  {z  —  afi,  wenn  die  Exponenten  Qi,  Q^,  -  -  -  Qn  ihrer 
Gröüse  nach  geordnet  sind. 

Da  die  Exponenten  p^,  P2;  •  •  •  Qn  des  ersten,  zweiten, . . .  n**^  Ele- 
mentarteilers  für  die  Stelle  (js  =  a)  eine  zunehmende  Reihe  bilden,  so 
^ebt  sich  als  unmittelbare  Folgerung  der  wichtige  Satz: 
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Von  den  n  Elementarteilem  eines  Syst^ns  (rj^^^)  Sil  eine 
beliebige  Stelle  (0  <-  a)  ist  jeder  ein  Divisor  des  nächst- 
folgenden. 

Derselbe  Satz  besteht^  wie  leicht  zn  sehen^  auch  fOr  die  Determinanten- 
teiler,  aber  nur  dann^  wenn  das  System  f&r  die  betrachtete  Stelle  ganz 
ist;  f&r  die  Elementarteiler  gilt  dieses  Theorem  aber  immer. 

Femer  ergiebt  sich  ans  diesem  Satze  eine  interessante  Folgerung: 
Man  kann  ein  System  (i^(^),  i^^^), . . .  iy(**))  in  verschiedene  äquivalente 
Normalsysteme  transformieren;  da  aber  die  Eolonnenteiler  eines  solchen 
Systems  mit  seinen  Elementarteilem,  also  auch  mit  den  Elementar- 
teilem des  ursprünglichen  Systems  übereinstimmen,  so  folgt,  daCs  die 
Eolonnenteiler  der  einem  Systeme  (i]^^\  . . .  ly^"))  äquivalenten  Normal- 
systeme immer  dieselben  sind,  wie  man  jene  Transformation  auch  aus- 
führen mag. 

Die  genauere  Untersuchung  der  Exponenten  Pi^  • . .  p«  der  n  Ele- 
mentarteiler eines  algebraischen  Systems  (17^^)  ergab  nun  auf  S.  173  ein 
Resultat,  welches  wir  jetzt  gleich  in  seiner  allgemeinen,  für  eine  be — 
liebige   Anzahl   von  Verzweigungspunkten   giltigen  Form   aussprechen  , 
Es  mögen  an  der  Stelle  (js  =  a)  die  A  Yerzweigungspunkte 

S«,  »6, . . .  »d 
übereinander  liegen,  in  welchen  bzw. 

a,     b,  .  .  ,  d 
Blätter  zusammenhängen,  so  dafs  also 

a  +  h  +  -"  +  d  =^n 

ist.     Alsdann   können   die  Exponenten  Q^,,..Qn  jener  Elementarteiler 
von   vornherein   so   geordnet   vorausgesetzt  werden,  dais  die  a  ersten 
unter  ihnen, 

ein   vollständiges    System    von    a    inkongruenten    Brüchen    mit    dem 
Nenner  a  bilden,  dafs  also 

7     I    ^ 


7     I    ^—^ 

Qa  =  h  +  -— 


ist,  wo  hi^Tc^f '  '  'ha  ganze  Zahlen  bedeuten.     Ebenso   sollen  die  b  fol- 
genden Brüche   Qa-^-i,  Qa-\-2,  -  -  -  Qa-\-b   ein  vollständiges   System 
inkongruenten  Brüchen  mit  dem  Nenner  b  bilden,  u.  s.  w.,  £b 
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ein  ebeiLsoIclieB  System  von  Brüchen  mit  dem  Nenner  d.    Bezeichnen 
wir  dann  allgemein  mit  B{q)  den  kleinsten  positiven  Best,  den  ein  be- 
liebiger Brach  q  nach  Weglassimg  der  grö&ten  in  ihm  enthaltenen 
ganzen  Zahl  laist^  so  dafe  also  z.  B.  für  die  a  ersten  Brüche  q^,  Qf,...Qa 

B(<,,)  =  B  (*,.  +  »4i)  =  i:^  (,  =  1,2,... «) 

ist,  80  können  wir  jenes  vorher  gefdndene  Bicsultat  in  dem  folgenden 
Satze  aussprechen: 

Die  kleinsten  positiven  B.este 

der  Exponenten  Qiy  Q^,  -  -  -  Qn  'V'on  den  zu  der  Stelle  (0  =  a) 
gehörenden  Elementarteilem  stimmen,  abgesehen  von  der 
Reihenfolge,  mit  den  h  Brachseqnenzen 

0      1  a-l       0      1  6-1  0      1  d-l 


f      }    •    •    •    •  -r-;      -5-*    •    •    •    7 •     •    •    '     -T  >      -^1 


a       a  a    ^      b       b  b     •>  d       d  d 

überein,  wenn  a^h^ , ,  ,d  die  Zahlen  der  Blätter  sind,  welche 
in  den  za  (z  =  a)  gehörenden  Verzweigangspankten 

miteinander  zasammenhSngen. 
Wir  wollen  anter  einer  Brachseqaenz 

[—       die  Reihe     ( —  >  — ,  •  • . j 

der  nicht  negativen  anter  1  liegenden  Brüche  mit  dem  Nenner  X  ver- 
stehen. Dann  kann  jener  Satz,  wie  man  leicht  sieht,  folgendermalBcn 
ausgesprochen  werden: 

Ist  (i^(^),  i^^'^,  . . .  iy("))  ein  beliebiges  System,  and  sind 
{e  —  a)^,  (e  —  a)^, , .  .{z  —  a)^"  die  zagehörigen  Elementarteiler 
für  eine  beliebige  Stelle  p  der  Kagelfläche  ^,  so  lassen  sich 
die  kleinsten  nicht  negativen  Reste  der  Exponenten  Pi ,  Ps, .  •  •  p» 
derselben  stets  in  Brachseqaenzen  anordnen.     Sind  dami 


ra-  m-m 


die  h  jener  Stelle  p  zagehörigen  Brachseqaenzen,  so  Uegen 
bei  p  genan  h  Yerzweigangspankte  der  Fläche  91  übereinander, 
in  denen  bzw.  a,b,...d  Blätter  zasammenhängen. 

Dieser  Satz  giebt  eine  wichtige  theoretische  Einsicht  in  den  Zn- 
lammenliang,  welcher  zwischen  den  Elementarteilem  eines  beliebigen 
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algebraischen  Systems  und  der  Yerzweigong  der  zagehorigen  Biemann- 
schen  Fläche  besteht.  Er  liefert  aber  anch  ein  Mittel ,  nm  die  Art  der 
Yerzweigong  der  zn  einer  Gleichung  f(Uj  z)^0  gehörenden  Biemannschen 
Flache  leicht  zu  finden.    Da  man  nämlich  zur  Bestimmung  der  Bruch- 

Sequenzen  M-L    i-L...    —    von  einem  ganz  beliebigen  algebraischen 

Systeme  (i^^^^,  r^^^  . . .  r/^"))  ausgehen  kann^  so  ist  es  möglich,  die  Auf- 
gabe dadurch  zu  vereinfachen;  dafs  man  von  vornherein  ein  geeignetes 
System  zu  Grunde  legt.  Dies  soll  in  der  nächsten  Yorlesimg  an  einigen 
Beispielen  erläutert  werden. 

Aus  dem   soeben  bewiesenen  Satze  geht  von  selbst  hervor,  dals 
sich  die  kleinsten  Beste  der  Exponenten  qi  nur  auf  eine  Weise  in  die 

Bruchsequenzen    — L     ~r'**~~    zusammenfassen  lassen;  denn  ihre 

Nenner  geben  ja  die  zu  den  Verzweigungspunkten  S5a,  SJ*, . .  •  85^  ge — 
hörenden  Blätterzahlen  an.  Um  aber  diese  Zusammenfassung  in  jeden=:= 
konkreten  Falle  wirklich  durchzuführen,  wähle  man  unter  den  kleinste^ 
Besten  von  Qi,  Qi,  -  -  -  Qn  den  kleinsten  positiven  Best  aus;  dann 
dieser  nach  dem   oben  bewiesenen  Satze  notwendig  die  Form  — 

bestimmt   die    erste   Sequenz  jener    reduzierten    Brüche.      Ni 

Weglassung  dieser  Sequenz  ist  dann  der  kleinste  der  übrigbleibend«^ 
Brüche  notwendig  von  der  Form  -r-  und  bestimmt  die  zweite  Sequ^-sx 

\  —  \,  und   durch   Fortsetzung   desselben   Verfahrens   erhält   man    a.X[e 

Sequenzen  [i-j,  [|],...[|]. 

Der  Beweis  jenes  Satzes  galt  zunächst  nur  für  die  zu  einer  im 
Endlichen  liegenden  Stelle  {z=a)  gehörenden  Verzweigungspunkte.  Aber 
man  erkennt  ohne  weiteres,  dals  er  auch  für  die  Stelle  (^«oo)  richtig 
ist.     In   der   That   braucht   man  ja   in   der  ursprünglichen   Gleichun^f 

nur  an  Stelle  von  0  die  neue  unabhängige  Variable  z'  =  -    einzufOhraii- 

und   dann   das    System   (r/(^),  t/^^, . . .  i^("^)   in  der  Umgebung  der  Stella 
{z^  =  0)  zu  untersuchen.     Führt  man  dasselbe  dann  durch  die  oben  er^^ 
wähnten    elementaren   Transformationen    in    das    äquivalente   normal^^ 
System  über,  so  bleiben  auch  hier  die  Elementarteiler*  ungeändert,  ws^^ 
für  das  normale,  also  auch  für  das  ursprüngliche  System  können  wieder^ 
die   kleinsten   Beste   der  Exponenten  (>i7  (>2;  •  •  •  (>/i   in  Bruchsequenzen 
angeordnet  werden,  deren  Nenner  mit  den  Ordnungszahlen  der  zu  der 
Stelle  (^'  -=  0)  oder  (z  =  00)  gehörenden  Verzweigungspunkte  überein- 
stimmen.    Jener  Satz  gilt  also  ganz  allgemein  für  jede  endliche  Stelle 
(g  =  a)  und  auch  für  die  unendlich  ferne  Stelle  (z  «  00). 
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§4. 

Die  bis  jetzt  dorchgefülirten  Untersucliungen  haben  nns  zu  den 
wichtigsten  Invarianten  der  algebraischen  Matrizen  (rjj^^)  geführt. 
Um  sie  yollstandig  charakterisieren  zn  können^  betrachten  wir 
wieder  den  gro&ten  gemeinsamen  Teiler  2)a(^)  aller  Determinanten 
h^  Ordnung;  welche  man  aus  einer  beliebigen  Matrix  (i^^*^)  bilden 
kami,  aber  jetzt  nicht  blofs  für  eine  Stelle^  sondern  zugleich  für  alle 
encQichen  Stellen  und  die  unendlich  ferne  Stelle^  d.  h.  auf  der  ganzen 
einblättrigen  Eugelflache  S,  deren  Punkte  p  den  Stellen  (ß  »  a)  ent- 
sprechen. 

In  einem  jeden  Punkte  p(z  =  a)  enthalt  Da(^)  den  zugehörigen 
Primteiler  p  in  einer  Potenz  p^^^  deren  Exponent  aber  keine 
ganze  Zahl  zu  sein  braucht^  sondern  ein  positiver  oder  negativer 
rationaler  Bruch  sein  kann.  Aber  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von 
Paukten  werden  die  n  Determinantenteiler  B^{z)y  D^{s), , , .  D«(jer)  von 
Null  verschiedene  positive  oder  negative  Exponenten  besitzen^  während 
in  allen  übrigen  Punkten  die  zugehörigen  Exponenten  Null  sind. 

Es  seien  nun 

p,    q, ...r 

alle  und  nur  die  Punkte  der  einblättrigen  Eugelflache  ^(^),  für  welche 
mindestens  einer  der  n  Determinantenteiler  einen  von  Null  verschiedenen 
Wert  besitzt.  Dann  können  jene  n  Determinantenteiler  folgendermalsen 
dg  Divisoren  dargestellt  werden: 


Bildet  man  nun  aus  ihnen  die  zugehörigen  Elementarteiler 

80  können  diese  ebenfalls  in  der  folgenden  Weise  dargestellt  werden: 

jE;.(^)==p'^q^.  ..r^'  (t  =  i,  2, . .  .n). 

Von  diesen  n  Elementarteilem 

E,{z\    E,{z), , , .  E„{z) 

itt  jeder  ein  Teiler  des  folgenden,  denn  wir  hatten  auf  S.  182  bewiesen, 
dftb  dieses  für  jede  einzelne  Stelle  der  Kugelfläche  der  Fall  ist. 


186  Zwölfte  Vorlesung. 

Aucli  hier  bedeuten  die  Exponenten  df,  €{,...  ^i  sämÜicli  rationale 
Brüche;  jeder  von  ihnen  kann  also  in  der  Form 

tf,  =  h  +  It{di) 

geschrieben  werden^  in  welcher  ki  eine  ganze  Zahl  und  der  kleinste 
Best  B(di)  einen  nicht  negativen  rationalen  echten  Bruch  bedeutet 
Daher  kann  jeder  dieser  Elementarteiler  auch  in  der  folgenden  Form 
geschrieben  werden: 

WO  [Ei{z)]  nur  ganzzahlige  Potenzen  von  p,  q, . . .  r  enthalt  und  der 
kleinste  Best 

nur  positive  echte  Brüche  oder  die  Null  als  Exponenten  besitzt 
Die  n  Produkte 

mögen  die  n  reduzierten  Elementarteiler  des  algebraischen 
Systems  (rj^^^)  heilsen;  man  findet  sie^  indem  man  in  den  Elementarteilem 
alle  unecht  gebrochenen  Exponenten  durch  die  ihnen  kongruenten,  d.h.  nm 
ganze  Zahlen  von  ihnen  verschiedenen  echten  Brüche  ersetzt.  Sie  sind  dann 
die  Fundamentalinvarianten^  auf  welche  oben  hingewiesen  wurde.  In  der 
That  ist  durch  sie  die  Art  der  Verzweigung  der  zu  dem  Körper  K(Zy  u) 
gehörenden  Biemannschen  Fläche  in  der  Weise  bestimmt,  dals  man  mit 
ihrer  Hilfe  zu  entscheiden  vermag,  zu  welchen  Stellen  (js  =  a)  über- 
haupt Yerzweigungspunkte  gehören  und  welches  die  Ordnungszahl 
eines  jeden  solchen  Yerzweigungspunktes  ist;  und  zwar  kann  man  diese 
Aufgabe  lösen,  welches  auch  die  gegebene  Basis  (if^\  rf^^, . . .  rf^^^  sein 
möge.  Aus  den  bisher  gefundenen  Besultaten  ergiebt  sich  nämlich 
ohne  weiteres  der  Satz: 


Sind 
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die  n  reduzierten  Elementarteiler  eines  beliebigen  Systems 

des  Körpers  K(jSy u),  so  entsprechen  den  Punkten  p,(\, . .  .x 
der  einfiEUshen  Eugelflache  ^(/s),  und  nur  diesen,  Verzweigungs- 
punkte  auf  der  n -blättrigen  Eugelfläcbe  91.  Ist  femer  p  (xr»  a) 
einer  jener  Punkte  von  £  und  lassen  sich  die  zugehörigen  echt 
gebrochenen  Exponenten  d^,  d,^ . . .  d«  in  die  A  Sequenzen 


[i]'  M'-M 


anordnen  9  so  entsprechen  der  Stelle  p  die  A  Y erzweigungspunkte 
^uf  ^ö,  •  •  •  ^df  ui  denen  bzw.  a,bf . .  .d  Blätter  zusammen- 
hängen. 


Dreizehnte  Vorlesung. 

Berechnung  der  Verzweignngsordnnngen  für  die  zn  einer  gegebenen  Gleichung 
gehörige  Eugelflüche.  —  Direkte  Bestimmnng  des  ersten  und  zweiten,  sowie  des 
letzten  und  vorletzten  Determinantenteilers.  —  Anwendungen:  Die  binomischen 
Gleichungen  n^^  Grades.  Die  Verzweigung  der  allgemeinen  zweiblättrigen,  drei- 
blättrigen und  vierblättrigen  Riemannschen  Flächen. 

§1. 

Die  im  vorigen  Abschnitte  bewiesenen  Sätze  ergeben  nnn  ein 
einfaches  und  praktisch  brauchbares  Verfahren^  um  für  einen  beliebigen 
algebraischen  Körper  K{£i,  u)  die  Verzweigungspunkte  der  zugehörigen 
Riemannschen  Fläche  ihrer  Lage  und  Ordnung  nach  wirklich  zn 
bestimmen. 

Es  sei  Tj  irgend  eine  Gröfse  des  Körpers  K{ZyU)j  für  welche  die 
zugehörige  Gleichung  n*®**  Grades 

1)  an{z)if  +  a«_i(;8f)i?"-i  + h  0'i{ß)ri  +  «oW  =  0 

irreduktibel  ist;  ihre  Koeffizienten  ai{z)  können  als  ganze  Funktionen 
von  z  ohne  gemeinsamen  Teiler  angenommen  werden.  Es  werde  die 
Aufgabe  gestellt,  die  Verzweigung  der  zu  dem  Körper  gehörenden 
Riemannschen  Fläche  91  an  einer  beliebigen  Stelle  p  (^  ==»«)  zu  be- 
stimmen. Zu  diesem  Zwecke  suchen  wir  die  jener  Stelle  ent- 
sprechenden  Elementarteiler  {z  —  a)\  (jg?  —«)'',...  (^  —  «)  *•  der 
speziellen  algebraischen  Matrix 


2)  D(l,i;,i?^...7;-0  = 


^2    t;J...i?;-^ 


^in      r^n^-^nV^ 


deren  Determinante  die  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  der  Glei- 
chung (1),  also  sicher  von  Null  verschieden  ist,  imd  zwar  setzen  wir 
zunächst  voraus,  dafs  für  die  zu  untersuchende  Stelle  (;?  =  a),  mag  sie 
nun  im  Endlichen  oder  im  Unendlichen  liegen,  die  n  zugehörigen 
konjugierten  Zweige  %,  rj^,  ^  -  -r^n  sämtlich  endlich  sind,  also  dort 
keinen  Pol  besitzen,  oder,  was  dasselbe  ist,  wir  nehmen  an,  der  Teiler 
{z  —  aY  jener  n  konjugierten  Zweige  für  diese  Stelle  habe  einen  nicht 
negativen  Exponenten.     Nach   den  früher  gemachten  Bemerkungen  ist 


§  1.  Direkte  Bestimmung  der  redozierten  Elementarteiler. 
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diese  Yoranssetzimg  dann  und  nur  dann  für  eine  im  Endlichen  liegende 
Stelle  (j7  =  a)erf&llt9  wenn  der  Koeffizient  an(js)  des  höchsten  Gliedes 
dnrch  den  zugehörigen  Linearfaktor  nicht  teilbar  ist;  für  (e  =  cx>)  da- 
gegen müssen  wir  voraussetzen^  dafs  der  Grad  von  an(/)  in  Bezug 
auf  g  gröliser  ist  als  der  Grad  aller  anderen  Koeffizienten. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  können  wir  für  den  gröfsten  gemein- 
samen Teiler  aller  ünterdeterminanten  einer  beliebigen  X^^  Ordnung 
des  Systems  (2)  in  Bezug  auf  die  Stelle  (js  =  a)  einen  sehr  einfachen 
Ausdruck  angeben.  Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  zunächst  das 
rechteckige  System 


3) 


1   Hl... i?j-*   vi-  -Vi 


n—l\ 


^1     _,J^...1jJ-l 


Vi 


rr' 


welches   aus   den   X   ersten   Zeilen   von  (2)   gebildet  ist.     Jede  seiner 
Determinanten  A**'  Ordnung 


V^    V^^'"V[^ 


V^ 


v: 


'2 


<•   ''i--^.'' 


»i<h< 


n-l) 


verachwindet,  wenn  irgend  zwei  der  Elemente  %>  Vi)  ■  ■  -Vi  gleich- 
gesetzt werden,  weil  dann  zwei  ihrer  Horizontalreihen  gleich  werden, 
und  hieraus  folgt  bekanntlich,  dafs  sie  durch  das  Differenzenprodukt 

derselben 

1     %. 


TliVa  -  Vfi)  = 


0,(1=1 


v% 


vi-' 
vi-' 


Vx 


v\-' 


d.  k  durch  die  erste  Determinante  jenes  Systems  (3)  in  der  Weise  teilbar 
ist^  dals  der  Quotient  eine  rationale  ganze  Funktion  von  VifViy '  -Vi} 
also  selbst  algebraisch  ganz  ist.  Dieser  Satz  gilt  aber  nur  dann^  wenn 
die  Funktionen  rj.  für  die  Stelle  (jS'^a)  endlich  sind^  denn  andernfalls 
ist  eine  ganze  Funktion  yon  %,%,...  rjn  im  allgemeinen  nicht  an 
jener  Stelle  endlicL  Es  stimmt  demnach  unter  der  oben  von  uns  ge- 
machten Voraussetzung  der  grö&te  gemeinsame  Teiler  aller  Deter- 
minanten A^'  Ordnung  von  (S)  mit  der  ersten  Determinante  jenes 
Systems   üIm^^^'«-   macht  Ibe  Überlegung  für  alle   Systeme 

Ton  je  1  -h«  "^V^y  "''f~^)f  ^^  ergiebt  sich 

der  folgen 


X90  Dreizehnte  Vorlesung. 

Der  grolste  gemeinsame  Teiler  aller  Determinanten  einer 
beliebigen  A*^  Ordnnng  des  Systeme  D(l,  iy, . . .  ij"'"0  stimmt 
überein  mit  dem  Determinantenteiler  des  algebraischen  Systems 

(1  %...i?i-»^ 


Vi'-  ni-* 


.1   nn'-t~\ 

wdches   ans   dem   nrsprflnglichen   durch   W^Iassnng    seiner 
n  —  l  letzten  Yertikalreihen  gebildet  ist.    Derselbe  soll  Iran 

bezeichnet  werden. 

Hieraus  ergiebt  sich  für  die  gesuchten  Elementarteiler  der  folgende 
einfache  Ausdruck: 

2)(1,  ti,  .  .  ,  ij*-«) 

Für  die  Bestimmung  der  Yerzweigungspunkte  braucht  man  aber  nicht 
die  Elementarteiler  selbst^  sondern  nur  ihre  kleinsten  Beste  It{Ei)f 
welche  man  erhalt,  wenn  man  die  Funktionen  Ex  durch  ihren  grolsten 
rationalen  Teiler  [Ex]  dividiert.  Für  sie  erhalt  man  also  die  folgende 
Darstellung: 

4)  BiE,)=R(^>^^\      (X  =  i,2,...«). 

Aus  den  Exponenten  ^i,  ^2?  •  •  •  ^n  ^®^  Potenzen  von  e  —  a^  welche 
bzw.  in  R{E^),  RiE^), . . .  B{En)  enthalten  sind,  können  wir  nun  un- 
mittelbar die  Anzahl  und  die  Ordnung  der  an  der  Stelle  p  (z  =  a)  über 
einander  liegenden  Yerzweigungspunkte  finden.     Nach  dem   Resultate 
des  vorigen  Abschnittes  lassen  sich  nämlich  diese  n  nicht  negativen 

Brüche  in  Sequenzen    —    =  (  — >  _,  . . .  — ^^]  anordnen,  und  wenn 

jene  n  Brüche  in  die  A  Sequenzen  \  —  \>  "~r*''~  zusammen- 
gefaist  werden  können,  so  liegen  in  p  h  Windungspunkte  bzw.  von 
den  Ordnungen  ^_^^    b-l,...d-l 

Übereinander. 

Diese  Bestimmung  der  Invarianten  R{Ex(ß))  gilt  aber  zunächst 
nur  für  diejenigen  Stellen  a,  für  welche  %,  %,-  --fln  sämtlich  endlich 
sind,  denn  für  die  übrigen  Stellen  fäUt  der  Teiler  aller  Determinanten 
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X*«  Ordnung  im  allgemeinen  gar  nicht  mit  2)  (1^  i^; . . .  17^"^)  zusammen. 
Merkwürdigerweise  stimmen  aber  die  reduzierten  Elementarteiler 
R{Ez(0))  auch  fELr  diese  ausgeschlossenen  Stellen  mit  den  Ausdrücken  (4) 
überein. 

TJm  dies  nachzuweisen^  erinnern  wir  zunächst  daran,  dats  wir, 
falls  fjif  Vtf  •  "Vn  ^^  der  Stelle  p  nicht  endlich  sind,  falls  also  ihr 
Teiler  (g  —  aY  einen  negativen  Exponenten  hat,  die  Variable  17  durch 
eine  andere  ^  =  (jer  —  ay'r^  ersetzen  können,  für  welche  die  ganzzahlige 
Potenz  (0  —  aY  so  gröft  gewählt  ist,  dafs  alle  n  Entwickelungen  der 
n  Wurzeln  __      _  __ 

%}       %>  •  •  •  Vn 

an  jener  SteUe  endUch  sind;  denn  zu  diesem  Zwecke  brauchen  wir  ja 
aur  d'^  —  d  zu  wählen.    Dann  gelten  für  das  System 

(1,  Ij,  ^^  . . .  ^«-0 

in  Bezug  auf  die  Stelle  (z  =  a)  alle  früher  bewiesenen  Sätze,  d.  h.  die 
^reduzierten  Elementarteiler  des  neuen,  also  auch  des  ursprünglichen 
Systems  fOr  jene  Stelle  sind  durch  die  Gleichungen 

gegeben.  Man  erkennt  aber  leicht,  dafs  diese  reduzierten  Elementar- 
teiler mit  den  vorher  bestimmten  übereinstimmen.    Ersetzt  man  nämlich 

alkremein  —     j      i      /  \^ 

®  ry<     durch     (js  —  cc)  r^i, 

80  ist  fOr  jede  Detemunante  X^^^  Ordnung 

1 1,  ^„  •  •  •  vi-'  I  - 1 1,  (i'  -  «Yvn  •••(«-  «)('-«''i??-'  I 

Ah.  jede  Determinante  A*"  Ordnung  des  Systems  (1,  "^f ..  .^^—^) 
nntencheidet  sich  von  der  entsprechenden  des  ursprünglichen  Systems 
(1,  ij, . . .  i?'~0  *""  eine  und  dieselbe  ganzzahlige  Potenz  von  e  —  w, 
68  ist  also 

nnd  ebenso  f&r  die  Determinanten  {X  —  1)*"  Ordnung 

D(l,  Ij, . . .  V-*)  =  («-«)(»+»+•    +(^-»)''D(l,  V,--  V^-^)- 
HierauB  folgt: 

■0(1. -^....^^-1)   _  /^_    xy_i)j  .    -0(1,  »J,  •  •  •  yi-i^ 
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Da  sich  somit  die  beiden  Quotienten  JEi(ji)  und  Ex{fi)  nur  um  eine 
rationale  ganze  Funktion  des  LinearÜEiktors  e  —  a  unterscheiden,  so 
stimmen  ihre  reduzierten  Werte  Il{Ei(ji))  und  R{Ex{rj))  überein,  und 
es  gilt  somit  ohne  jede  Einschränkung  der  Satz: 

Für  einen  beliebigen  Körper  der  n*^  Ordnung  findet  man 
die  reduzierten  n  Elementarteiler  aus  den  Gleichungen 

wenn  rj  eine  beliebige  algebraische  Grolse  jenes  Eoipers  ist 
Durch  diese  n  Fundamentalinvarianten  ist  die  Verzweigung 
der  zugehörigen  Riemannschen  Fläche  fOr  jeden  ihrer  Punkte^ 
den  unendlich  fernen  Punkt  mit  eingeschlossen,  Tollsifindig 
bestimmt. 

§2. 

Wir   wollen  nun  zunächst   die   einfachen  Werte   des  ersten  und. 
zweiten    sowie    des    letzten   und   vorletzten    Determinantenteilers    toi 
2)(1,  iy, . . .  1^*""^)  durch  die  Koeffizienten  der  die  Gbölse  rj  definierend« 
Gleichung   ausdrücken^   um  jene  Werte   später  bei  der  üntersuchi 
der  zwei-,  drei-  und  vierblättrigen  Riemannschen  Flächen  benutzen 
können.  Der  erste  und  der  letzte  Determinantenteiler  sind  unmittelb«^;;.^ 
bekannt,  denn  es  ist 

A(i,)-D(l)-1, 

1)  i 

Z).(,)-D(l,^,...ij-0  =  A', 


wenn 


^--JJiVi-Vk) 

t,ibal 


die  Diskriminante  der  Gleichung  für  rj  ist. 

Auch  den  zweiten  und  den  vorletzten  DeterminantenteUer  findet 
man  leicht.     In  der  That  ist 


A(^)-2>(1,^) 


1 

Vi' 

1 

• 

•              • 

« 

1 

■              • 

v«. 

-   (Vl  -  Vif  .  .  .  J?.  -  l?Jfc,  .  .  .  Vn-1  -  Vn), 


J    V, 


T)o(rj)    ist   für  jede    Stelle   a   gleich   dem    gröfsten   gemeinsame 

"^--frpidijferenzen  t}i  —  rji.     Durch  denselben  Ter 


"•»r. 
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Di(i})  ist  aber  offenbar  auch  die  Snmme  der  n  folgenden  Differenzen 
teäbar: 

wann  _ .  . 

^1  =  %  +  %  H f- 1?»=  Sijj) 

die  Spar  von  i;^  also  den  negativ  genommenen  Koeffizienten  von  i^"~^ 
in  der  Gleichung  fOr  rj  bedeutet.  Also  ist  jener  Teiler  -^2(^9^)  ^^ 
Dinsor  des  folgenden: 

Andererseits  ist  aber  anch  D^^t])  in  D^^rj)  enthalten,  weil  ja  jede 
Differenz  rji  —  r^k  in  der  Form 

(bustellbar,  also  dnrch  D^^rf)  teilbar  ist.    Hieraus  folgt,  dais 

ist  Denken  wir  uns  nun  von  vornherein  die  ursprüngliche  Gleichung 
in  der  Form  gegeben: 

2)  F(rj,  z)  =  r+  an^iijs)  r-^  +  '"  +  a^{z)  =  0, 

80  dab  der  Koeffizient  der  zweithöchsten  Potenz  gleich  Null  ist,  so 
besteht  für    den    zweiten   Determinantenteiler    die    folgende    einfache 

also  ist  nach  dem  auf  S.  166  ausgesprochenen  Satze: 

3)  Dj  (1,1?)=  W-2,  a»-«,  . . .  a^J. 

Anf  jene  Form  (2)  kann  aber  jede  Gleichung 

durch  die  einfache  Substitution 

rebracht  werden. 

Ebenso  leicht  kann  auch  der  vorletzte  Determinantenteiler  durch 
iie  Gleichungskoeffizienten  ausgedrückt  werden.  Derselbe  hatte  nämlich 
lie  Form 

Hcnsel  n.  L»ndiberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  13 
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D»^i(iy)=D(l,i2,...i^«->)  =  D 


1     i7i     i2j...iß-*' 

1    fj^   ijj . . .  1?;-« 


1    V     ril...n 


n—t 

n 


also  ist  Dn—i(ji)  einfach  der  groiiste  gemeinsame  Teiler  der  n  Deter- 
minanten, welche  man  ans  der  obigen  Matrix  dnrch  Weglassang  je 
einer  Zeile  erhält,  d.  h.  aus  den  n  Differenzenprodnkten  Ton  je 
(n  —  1)  nnter  den  n  Elementen  (i^^,  ^s^  •  •  •  Vn—u  Vn)»  TStui  können 
wir  aber  das  Differenzenprodukt  von  n  —  1  GröJsen  ij^,  ly^, . . .  ij«— i 
durch  das  entsprechende  von  n  Gboisen  iji^i^s^  •  •  •  17»— i^  i?»  folgender- 
maisen  ausdrücken: 


(»•>*) 


f  ("-) 


1 

Thut  man  dies  für  alle  n  Determinanten  (n  —  1)^'  Ordnung,  welche  i 
aus  der  Matrix  (1,  rj^, . . .  ^J""*)  gebildet  werden  können,  so  ergiebt  j 
sich  fiir  den  vorletzten  Determinantenteiler  die  folgende  Darstellung:  i 

und  auch  dieser  Teiler  kann  in  jedem  Falle  leicht  durch  die  Gleichungs- 
koeffizienten  ausgedrückt  werden. 

§3. 

Die  hier  gefundenen  Resultate  wenden  wir  zunächst  auf  den  aller- 
einfachsten  Fall  an,  dafs  i^(iy,  z)  eine  binomische  Gleichung  n*®*  Grade» 


1) 


Tj^  =  A{z) 


ist,  wo  A{z)  eine  beliebige  ganze  oder  gebrochene  rationale  Funktioi 
von  z  bedeutet. 

In  diesem  Falle  ist  das  System 

(1,  ri,  7;V..^""0 


für  jede  endliche  oder  die  unendliche  Stelle  (z  =  a)  normal,   und 
kann  also  aus  seinen  Eolonnenteilem  unmittelbar  die  Verzweigung  d 


§  3.    Die  binomischen  Gleichungen  n^*^  Grades. 


195 


zugehörigen  n- blättrigen  Riemannschen  Flache  erkennen.    In  der  That 
ist  ja  in  diesem  Falle  allgemein 

•  •  •  _ 


wenn 


ini 


(0^6 


die  smgehorige  n^  Wurzel  der  Einheit  bedeutet;  also  ist  der  grofste 
gemeinsame  Teiler  der  n  in  einer  Kolonne  stehenden  Elemente 
vif  vif  -  "Vn  ^  J®^®  Stelle  (ßf  =  a) 

WuVv'"Vn)  =  ^^(^)y 

und  da  sich  die  Determinante 


1, 


%    ^* 

l'    %' ' 

»— 1 

A*     A* 

A  " 

1,  Co*,  CD«*,...  ca(«-i)* 


f&r  (g  =  a)  stets  auf  eine  von  Null  verschiedene  Eonstante  reduziert,  so 
ist  jenes  System  in  der  That  ein  normales,  d.  h.  seine  Eolonnenteiler 
stimmen  f&r  jede  Stelle  mit  den  Elementarteilem  überein. 

Es  sei  nun  (ß  =  a)  eine  beliebige  Stelle  und  (js  —  a/  die  Potenz 
des  zugehörigen  Linearfaktors,  welche  in  A(z)  enthalten  ist.  Dann 
lind  die  n  Eolonnenteiler 


genau  durch 


X ,  ^A.    ,  .  .  . 


w  — 1 

r    n 


(n-l)r 


ieQbar,  und  die  Ordnungszahlen  der  jener  Stelle  zugehörigen  Yer- 
iweigungspunkte  sind  also  die  Nenner  der  Bruchsequenzen,  in  welche 
£e  kleinsten  nicht  negativen  Reste  der  n  Brüche 

.        r  (n-l)r 

'      n  n 

pordnet  werden  können.    Ist  aber 

d  =  (r,  n) 

fe  groGste  gemeinsame  Teiler  von  r  und  n,  so  daJs  also 

r  =  dr\    n  =  dn^ 

tnd  r\  n'  teilerfiremd   sind,   so   sind  jene  Brüche   identisch   mit   den 


ULI 


LHirifui 


'     n         n 


(n~l)i^ 


n' 


13' 
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und  ihre  kleinsten  Beste  stimmen  offenbar  überein  mit  den  Elementen 
der  d-mel  hintereinander  zu  setzenden  Brachseqnenz 


Ln'J         \n!      W  n'    / 


Es  liegen  also  an  der  Stelle  (0  »  a)  genau  d  Yerzweigmigspunkte  über- 
einander, in  denen  je  n'  Blätter  zusammenhängen.  Es  ergiebt  sich 
also  der  folgende  Satz: 

Ist  iy*-»-4.(jef)  und  ist  der  Linearfaktor  x?  — a  ein  r-fiwher 
Teiler  von  ÄQs)  so  ist  die  Anzahl  der  im  Punkte  e  =  a  über- 
einander liegenden  Yerzweigungspunkte  stets  gleich  dem  grolsten 
gemeinsamen  Teuer  von  n  und  r,  und  diese  Yerzweigungs- 
punkte sind  sämtlich  von  gleicher  Ordnung. 

Also  nur  an  den  Stellen  können  überhaupt  Yerzweigungspunkte 
auftreten,  welche  Nullstellen  oder  Polen  von  Ä(js)  entsprechen.  Aber 
auch  diese  sind  nur  dann  Yerzweigungspunkte,  wenn  r  nicht  ein  Yiel- 
faches  von  n  ist.  An  der  Stelle  (is  =  cx))  besitzt  A(si)  die  Ordnung  —  ^, 
wenn  q  der  Gbrad  von  Ä(/)  in  Bezug  auf  g  ist.  Man  erhalt  für  diese 
Stelle  abo  den  speziellen  Satz: 

Der  Stelle  (^e^  =  cx>)  entsprechen  S  übereinander  liegende 
Yerzweigungspunkte  gleicher  Ordnung,  wenn  8  der  groüst^ 
gemeinsame  Teiler  von  n  und  dem  Orade  q  der  rationalem. 
Funktion  A(js)  ist. 

Alle  diese  Resultate  können  auch  in  einfacher  Weise  auf  anderem 
Wege  hergeleitet  werden,  da  hier  die  Entwickelungen  der  n  Wurzeln 
der  reinen  Gleichung  in  der  Umgebung  einer  jeden  Stelle  direkt  hin- 
geschrieben werden  können. 

Wir  wenden  dieses  Ergebnis  noch  kurz  auf  die  Betrachtung  der 
allgemeuien  zweiblättrigen  Riemannschen  Fläche  an,  nehmen  also  an, 
dals  rj  durch  eine  beliebige  Gleichung  zweiten  Grades 

2)  1?«  -f  2a^  +  6  =  0 

definiert  ist,   wo  a,  b  beliebige   rationale   Funktionen   von  e  bedeuten. 
Ersetzen  wir  hier  i^  durch  die  neue  Gröfse 

so  genügt  jetzt  ^  der  binomischen  Gleichung 

wo  ä(ß:)  =  a^—h  die  Diskriminante   der  ursprünglichen  Gleichung  isi 
Man  kann  nun  äiz)  auf  eine  und  nur  eine  Weise  als  ein  Produkt 
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eines  rationalen  Quadrates  und  einer  ganzen  Funktion 

Ol  {£)  =  (^  —  CTi)  (^  -  flfj)  . . .  (xf  -  ofO 

darstellen^    welche    ans    lanter    yerschiedenen    Linearfaktoren    besteht 
Ersetzt  man  nun  ^  durch  die  neue  Grölse  desselben  Körpers 

80  genügt  y  der  quadratischen  Gleichung 

2a)  y^  =  a^{z)  =  {z-  a^)  {z-a^,.,(js  —  ay), 

und  unser  soeben  gefundenes  allgemeines  Resultat  lehrt,  dafs  die  dem 
Korper  K{j]y  z)  zugehörige  zweiblättrige  Riemannsche  Fläche  im  End- 
lichen nur   an   den  v  Punkten   a^y  a^j , . .  ay  je   einen   zweiblättrigen 
Yerzweignngspunkt  besitzt  und  im  übrigen  dann  und  nur  dann  noch 
eben  solchen  Verzweigungspunkt   an   der  Stelle  {z  «=  cx>)    hat,    wenn 
(»,2)=  1,  d.  h.  wenn  der  Grad  von  a^{z)  eine  ungerade  Zahl  ist.    Die 
Anzahl  der  zu  einer  allgemeinen  zweiblättrigen  Riemannschen  Fläche 
gehörenden  Yerzweigungspunkte  ist  also  stets  gerade,  und  zwar  stets 
»{v);  wenn  [v]  die  nächste  gerade  Zahl  ist,  welche  ^  v  ist. 

§4. 

Die  gefundenen  Resultate  wenden  wir  femer  auf  die  aUgemeine 
Ulattrige  Riemannsche  Fläche  an.  Es  sei  y  als  Funktion  von  z 
iveh  die  kubische  Gleichung 

1)  y^  +  a^y'^  +  a^y  +  a^  =  0 

definiert,   wo   (hj  ^y  ^    beliebige   rationale   Funktionen   von   z   sind. 
Setzen  wir  hier,  um  den  Koeffizienten  von  y«  fortzuschafifen: 

^  genügt  ri  der  Gleichung 

vo  also  auch 

^""         8        '     ^■"  27 

bekannte  rationale  Funktionen  von  z  sind. 

Nach   den  Gleichungen  (1)  und  (3)  des  §  2  erhalten  wir  hier  für 
die  drei  Determinantenteiler  die  folgenden  einfachen  Werte: 

D(l)  =  l, 

D(l , ,,  ijO  =  A*  =  (4a»  +  276«) '  =  ^,E„ 
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Ist  der  betrachtete  Punkt  speziell  (^e^ »  oo);  so  besitzen  a,  b  xmi  A 
die  Ordnungszahlen  —  a',  —  V,  —  b',  wenn  a',  V,  V  die  Grade  jener 
rationalen  Funktionen  in  Bezug  auf  e  bedeuten.  Es  ergiebt  sich  hier 
der  folgende  spezielle  Satz: 

Sind  in  der  kubischen  Gleichung 

1^'  +  aij  +  6  =  0 

die  Koeffizienten  a,  b  und  die  Diskriminante  A  rationale  Funk- 
tionen von  0  bzw.  von  dem  Grade  a',  b'  und  b',  so  wird  die  Ver- 
zweigung im  Punkte  (js^oo)  durch  den  Nenner  des  grofseren 

der  beiden  Brüche  -^  und  -r- }  falls  aber  -—  =  —->  durch  den  __ 

Nenner  von  -r-  so  bestimmt^  dals  er  angiebt^  wie  viele  Blattei — 

jener  Flache  hier  zusammenhangen. 

Sind   also   a^  h,  b   die   Ordnungszahlen   von  a(js),  b(e),  A(^)   für   di^ 
Stelle  (js  =  a),  so  entspricht  jener  Stelle 

I.  ein  dreiblättriger  Verweigungspunkt,  wenn 

h        ö 

Y  <  Y    ^^d  zugleich  b  ==  3n  ±  1, 

II.  ein  zweiblattriger  Yerzweigungspunkt  und  ein  regulärer  Punki^ 

wenn  ^         ^ 

Y  <  Y    uBid  zugleich  a  ungerade, 

oder  wenn  ^ 

—  =  Y     i^d  zugleich  b  ungerade; 

ni.  drei  reguläre  Punkte,  wenn 

Y  <  Y    ^^^  zugleich  b  =  3n, 

oder  wenn  , 

—  <  —     und  zugleich  a  gerade, 

oder  endlich  wenn 

—  =  —     und  zugleich  b  gerade 
ist. 

So  ist  z.  B.  fiir  die  kubische  Gleichung 

a'  =.  7,  b'  =  11;  also  ergiebt  der  Nenner  des  Bruches  y'  ^^^  der  un- 
endlich ferne  Punkt  ein  dreiblättriger  Verzweigungspunkt  ist;  da  nun 
in  diesem  Falle  A  =  (is—  ly^^^  (z  +  3)  ist,  so  wird 

\    \  (  L  1  i\  1  1 

IJl-^    ==izU*(^-l)'(^  +  3)V  =  (^(^  +  3))^^--l)% 


L 
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und  hieraus  ia  Yerbindimg  mit  dem  auf  S.  199  bewiesenen  Satze  geht 
hervor,  dals  die  Riemannsche  Fläche  an  den  beiden  Stellen  (e  =■  0)  nnd 
(^  =3  —  3)  einen  zweiblattrigen,  an  den  Stellen  (z  =  1)  und  (js  =  c») 
einen  dreib^ttrigen  Yerzweigongsponkt  besitzt. 

§5. 

Es  soll  jetzt  noch  in  ähnlicher  Weise  die  allgemeine  yierblättrige 
Riemannsche  Fläche  nntersucht  werden,  welche  durch  eine  beliebige 
biqnadratische  Gleichung  für  rj  definiert  ist.  Diese  möge  von  yorn- 
herein  von  ihrem  zweiten  Gliede  befreit,  also  in  der  Form 

1)  fi^  +  a^^  +  bti  +  c^O 

gegeben  sein.  Die  Gleichungen  (1),  (3)  und  (4)  des  §  2  genügen  auch 
luer,  um  die  vier  Determinantenteiler  explicite  anzugeben;  es  ist  nämlich: 

D(l)  =1\     ,     , 

2)  i 

D{i,n,v')    =  ^' (f^y  rh' rh' rk))  ==^*^" 

^o  A  die  Disknminante  der  Gleichung  für  iy  bedeutet.    Man  braucht 
deinnach  nur  noch  den  grölsten  gemeinsamen  Teiler  der  konjugierten 

Sanktionen  jrr^  zu  finden;  nach  dem  auf  S.  166  ausgesprochenen  Satze 

^t  derselbe  aber  gleich  VAq,  A*,  B  ',  f*/,  wenn  Aq,  A,  B,  f  die  elementaren 

symmetrischen  Funktionen  der  vier  konjugierten  Funktionen  ^tt-t  be- 
deuten; und  da  man  durch  eine  leichte  Rechnung  erhält: 

^^2  f'(Vi)f'(v,)f'(r,d  °  ä2'^'^''"'^ '^--K' 

r 1 1 

BO  e^ebt  sich  fÜi-  2)(1,  ij,i2»)  der  Wert 

.  D{l,f,,r,')  =  A^{pJ,B^,rV  =E,E,', 

*    --      ^t^»     -  ItJ    aä    r*) 
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Ist  der  betrachtete  Punkt  speziell  (z  »  oo),  so  besitzen  a,  h 
die  Ordnungszahlen  —  a',  —  b',  —  b',  wenn  a',  V,  V  die  Grad« 
rationalen  Funktionen  in  Bezug  auf  z  bedeuten.  Es  ei^ebt  Bi< 
der  folgende  spezielle  Satz: 

Sind  in  der  kubischen  Gleichung 

1^'  +  aiy  +  6  =  0 

die  Koeffizienten  a,  h  und  die  Diskriminante  A  rationale 
tionen  von  z  bzw.  von  dem  Grade  a',  b'  und  b',  so  wird  d 
zweigung  im  Punkte  (z^oo)  durch  den  Nenner  des  gro 

der  beiden  Brüche  -  j-  und  -r-  9  Mb  aber  —-  =  -—>  dar 

yj  A  O  SO 

Nenner  von  —  so  bestimmt;  dais  er  angiebt;  wie  viele 

jener  Flache  hier  zusammenhangen. 

Sind   also   a^  b^  b   die   Ordnungszahlen   von  a{z)y  b(js),  A(jer)   i 
Stelle  (jer==a),  so  entspricht  jener  Stelle 


Jk» 

Y  <  Y    und  zugleich  b  =  3n  ±  1, 

n. 

ein  zweibKttriger  Verzweigungspunkt  und  ein  regulärer 

wenn                 ^        5 

Y  <  Y     "Tid  zugleich  a  ungerade, 

oder  wenn                  ^ 

Y  =  Y     '^^  zugleich  b  ungerade; 

m. 

drei  reguläre  Punkte,  wenn 

Y  <  Y    "nd  zugleich  b  —  3n, 

oder  wenn                  , 

Y  <  Y    ""^  zugleich  a  gerade, 

oder  endlich  wenn 

Y  —  Y     ^^^  zugleich  b  gerade 

ist 

So  ist  z.  B.  für  die  kubische  Gleichung 

if  -S(z^-z'^rj  +  2  (;?^-;^")  -  0 

a'  —  7,  b'  =  11;  also  ergiebt  der  Nenner  des  Bruches  y'  dafs  < 

endlich  ferne  Punkt  ein  dreiblättriger  Verzweigungspunkt  ist; 
in  diesem  Falle  A  =  {z^iyz^^(z  +  S)  ist,  so  wird 

IT    \  /  -  -  -\  - 

-^\^B[z\z^l)\z  +  Sy)  =={z{z  +  3)y{z--l] 
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and  hieraus  in  Yerbindimg  mit  dem  auf  S.  199  bewiesenen  Satze  geht 
heiTor,  dab  die  Biemannsche  Fläche  an  den  beiden  Stellen  (z  =  0)  und 
(j^  =»  —  3)  einen  zweiblattrigen,  an  den  Stellen  (js  =»  1)  und  {s  =  c») 
einen  dreib^tfarigen  Yerzweigungspunkt  besitzt. 

§5. 

Es  soll  jetzt  noch  in  ähnlicher  Weise  die  allgemeine  vierblättrige 
Riemmmsche  Fläche  untersucht  werden^  welche  durch  eine  beliebige 
biqoadratische  Gleichung  für  17  definiert  ist.  Diese  möge  von  vom- 
herein  von  ihrem  zweiten  Gliede  befreit;  abo  in  der  Form 

1)  i?*  +  a^*  +  6i?  +  c  =  0 

gegeben  sein.  Die  Gleichungen  (1),  (3)  und  (4)  des  §  2  genügen  auch 
Her,  nm  die  vier  Determinantenteiler  explicite  anzugeben;  es  ist  nämlich: 

D(l)  =1,^ 

1_ 

wo  A  die  Diskriminante  der  Gleichung  ftlr  ij  bedeutet.    Man  braucht 
demnach  nur  noch  den  gröisten  gemeinsamen  Teiler  der  konjugierten 

Funktionen  7,7-^  zu  finden;  nach  dem  auf  S.  166  ausgesprochenen  Satze 

i«t derselbe  aber  gleich  VAo,  A*,  B',  T*/,  wenn  Aq,  A, B,  V  die  elementaren 

symmetrischen  Funktionen  der  yier  konjugierten  Funktionen  jr?—\  l>e- 
deaten;  und  da  man  durch  eine  leichte  Rechnung  erhält:  ^  *^ 

t,  k  r,m 

ti  kf  l  m 

r^ 1 i 

so  ergiebt  sich  för  D(l,ij,  t;*)  der  Wert 


also  ist 


D(l,i,,  V)  =  A*  W,  B\  rO  =E,E,; 

1     _       £.-E.       _  (A     r}     A) 
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Diese  Ausdrücke  genügen,  um  die  Verzweigung  der  zngehSrigen 
Riemannschen  Flache  an  einer  beliebigen  Stelle  p(js^a)  ToUstandig  za 
ergründen.  Sollen  nämlich  zunächst  in  p  alle  vier  oder  nur  drei  Butter 
zusammenhängen,  so  müssen  die  Beste  der  in  E^tJEzf^i  enthaltenen 
Potenzen  des  zuffehöriffen  Linearfaktors  0  —  a  diQ  Sequenz  1  -7- 1  bzw. 

[1]  Ma.,  JaiA  a».  .a  ,.  a^  .5^0.,  i^J.-. 

mindestens  in  einer  der  Funktionen  E^  und  -^  in  einer  Potenz  ent-^ — 

halten   ist,   deren   Nenner  in  der  reduzierten  Form   gleich  vier   ode^ 

(i    i.    JL^" 

und  VA^,  B',r^/  nur  in  der  dritten  bzw.  zweiten  von  jenen  dr^^ 
Funktionen  auftreten  kann,  so  erhält  man  für  einen  vierblättrig^ 
bzw.  für  einen  dreiblättrigen  Yerzweigungspunkt  die  folgenden 
dingungen: 

I.  für  einen  vierblättrigen  Verzweigungspunkt: 

1)  (a %  6 S  c V  -  c*  B  (e^) 

2)  (A%B%r*)«r*  B{r^)> 

II.  für  einen  dreibUittrigen  Verzweigongsponkt: 

1)  (o^  6%  c V  =6^  B {b^) 

2)  (a^  b^,  r^)  =  B^  ^(b-^)  >  1, 

in  denen  die  beigefügten  Zusätze  besagen,  dais  die  Exponenten  der  in 
j_ 

c*  . . .  enthaltenen  Potenzen  von  e  —  a  in  der  reduzierten  Form  den 
Nenner  4  oder  3  haben  müssen,  und  wo  von  den  Bedingungen  1) 
und  2)  immer  nur  die  eine  erfüllt  zu  sein  braucht. 

Soll  dagegen  an  der   Stelle  p  gar  kein  Yerzweigungspunkt  vor- 
handen sein,   so   müssen  die  in  E^jE^yE^y   also  auch  die  in  £^,  -^9 

E^E^E^  enthaltenen  Potenzen  von  z  —  a  notwendig  sämtlich  ganz- 
zahlige Exponenten  haben.    Es  ergiebt  sich  also  die  Bedingung: 

III.  für  einen  regulären  Punkt: 

B (at  st  c^)  =  -R (a%  B^  r^)  =  R  W)  =  1. 

In  allen  übrigen  Fällen  hat  die  Riemannsche  Fläche  in  a  zweiblättrige 
Yerzweigungspunkte,  und  zwar  zwei   übereinander  liegende  oder  nur 


>l, 
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einen,  je  nachdem  in  den  Resten  der  Exponenten  von  E^^E^,  E^  die 

Sequenz  [{-]  zweimal  oder  einmal  vorkommt,  je   nachdem   also   das 
Produkt  j 

A^^E,E,E, 

eine  gaozzahlige  oder  eine  gebrochene  Potenz  von  z  —  a  eniMlt.    Es 
ergiebt  sich  also  als  notwendige  nnd  hinreichende  Bedingung: 

IV.  für  ein£Eu;he  Yerzweigungspunkte: 

Von  den  Bedingungen  unter  I,  II,  DI  darf  keine  einzige 
erfüllt  sein,  und  zwar  erMlt  man: 

1)  zwei  einfache  Verzweigungspunkte  für 

2)  einen  einfachen  Yerzweigungspunkt  für 


U^) 


BK^'J  >1. 


Vierzehnte  Vorlesung. 

Die  Ideale  des  Körpers  K{z^u)  nnd  ihre  einfachsten  Eigenschaften.  —  Die  Fun- 
damentalsysieme  für  ein  Ideal.  —  Transformation  einer  beliebigen  Basis  in  ein 
Fnndamentalsystem  für  das  Ideal  {!).  —  Folgerangen:  Die  einem  algebraischen 
Divisor  zugeordneten  Funktionen  des  Körpers.  —  Die  charakteristischen  Eigen- 
schaften des  Fundamentalsystems  für  ein  Ideal  und  die  Bestimmung  des  zu- 
gehörigen Divisors.  —  Die  Determinante  eines  Fundamentalsystems  für  ein  Ideal.  — 
Der  Verzweigungsteiler.   —  Die  ganzen  algebraischen  Funktionen  des  Körpers. 

§  1. 

Die  Fnndamentalaufgabe  für  die  ganze  Theorie  der  algebraischem 
Funktionen  kann  jetzt  folgendermafsen  formuUert  werden: 

Es  sei  )     3  3 

ein  beliebiger  ganzer  oder  gebrochener  algebraischer  Divisor. 
I)  Es  sollen  alle  diejenigen  Funktionen  des  Körpers  K{Zy  u)  ge- 

funden werden,  welche  durch  D  teilbar  sind;  oder,  was  das- 
selbe ist,  es  sollen  alle  Multipla  von  £l  innerhalb  K{Zy  u) 
angegeben  werden. 

die  den  gleich  bezeichneten  Primteilem  von  D  entsprechenden  Punkte 
der  ßiemannschen  Kugelfläche  9i,  so  kann  unsere  Fundamentalaufgabe 
oflFenbar  auch  folgendermafsen  ausgesprochen  werden: 

Es  sollen  alle  Funktionen   des  Körpers  K{Zy  u)  gefunden 
werden,  welche  in  h  beliebig  gegebenen  Punkten 

I)  der  Kugelfläche  ^  mindestens  die  Ordnungszahlen 

besitzen  und  sich  im  übrigen  auf  der  ganzen  Kugelfläche 
regulär  verhalten. 

Bei  der  Lösung  dieser  Aufgabe  kann  ohne  Beeinträchtigung  der 
Allgemeinheit  vorläufig  angenommen  werden,  dafs  sich  weder  einer  der 
Basispunkte  ^i,  ^2?  •  •  •  ^/o  ^^ch    auch  einer  der  Verzweigungspunkte 
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®a;  So;  •  •  •  ^d  der  Biemannschen  Fläche  91  an  der  Stelle  (z  =  cx>)  be- 
findet Sollte  dies  nämlich  nicht  der  Fall  sein^  so  genügt  es  offenbar, 
von  vornherein  an  Stelle  von  z  die  Grolse 


«  — «0 


ak  unabhängige  Variable  einzuführen,  so  dalis  der  Stelle  (z  =  a^)  die 
Stelle  (js'  =  oo)  entspricht,  und  dann  a^  irgendwie  so  zu  wählen,  dafs 
an  der  Stelle  (js  ==  c^)  keiner  jener  Punkte  ^ß,-  und  85  sich  befindet. 
Im  folgenden  kann  und  soll  daher  vorläufig  angenommen  werden,  da(s 
jene  Voraussetzung  bereits  för  die  Variable  z  erfiQlt  ist. 

Das  Fundamentalproblem  (I)  kann  nun  leicht  auf  die  Lösung  der 
folgenden  einfacheren  Aufgabe  zurückgeführt  werden: 

Es  sollen  alle  Funktionen  des  Körpers  K(Zy  u)  gefunden 
werden,   welche   in  den  h  im  Endlichen   liegenden   Punkten 
$i;  $a;  *  *  *  $a  hzw.  mindestens  die  gegebenen  Ordnungszahlen 
^)  Xj,  I,,  . . .  A*    besitzen    und    sonst    für    alle    im    Endlichen 

liegenden  Punkte  der  Kugelfläche  regulär  sind,  während  ihre 
Ordnungszahlen  für  die  n  unendlich  fernen  Punkte  beliebig 
sein  können. 

Alle  diese  Funktionen  bilden  dann  einen  Bereich  (!)  oder  /(D),  ein 
»Ideal'*  in  der  Dedekindschen  Terminologie.  Dieser  Bereich  ist  durch 
den  zugehörigen  Divisor  D  vollständig  charakterisiert,  auUserdem  aber 
J^och  durch  die  Stelle  (js  =  oo).  Schon  hieraus  geht  hervor,  dafe  der 
Begriff  des  Ideals  kein  dem  Körper  angehöriger  wesentlicher,  sondern 
Hur  ein,  für  manche  Anwendungen  allerdings  wichtiger,  Hilfsbegriff  ist 

Für  die  einem  Bereiche  /(D)  angehörigen  Funktionen  bestehen 
offenbar  die  folgenden  Sätze: 

1.  Sind  fii,fi2f  - '  Vr  irgendwelche  Funktionen  des  Bereiches  (J), 
so  gehört  auch  jede  Funktion 

demselben  Bereiche  an,  wenn  die  Koeffizienten  u^fti^y  -  -  »Ur  beliebige, 
aiber  ganze  rationale  Funktionen  von  z  sind.  —  Da  nämlich  die 
ganzen  Funktionen  u,(j8r)  für  keine  im  Endlichen  liegende  Stelle  von 
iiegativer  Ordnung  sind,  so  ist  die  Funktion  ty  in  der  Umgebung  einer 
jeden  endlichen  Stelle  durch  den  Divisor  D  teilbar,  wenn  dasselbe  für 
jede  der  r  Funktionen  %,  ^a, . . .  ^r  gilt. 

2.  Jede  Funktion  g  des  Körpers  K(Zy  u)  kann  mit  einer  solchen 
8*11  zen  Funktion  ^(;er)  multipliziert  werden,  dafs  das  Produkt  i?=flr-J; 
^    J(a)  gehört.  -  Ist  die»    "    ''  ^  nie  '"r  die  Funktion  g 
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Hierbei  ist  natürlich  z.  B.  (>  =  0  anzunelimeii,  wenn  der  Funkt  83«  nicht 
zu  den  h  Ponkten  ^^^ . . .  $a  gehört. 

Zum  Beweise  dieses  wichtigen  Satzes  braucht  man  nur  zu  zeigen, 
dals  das  System  (rf^\  irf^\  . . .  iy("))  in  ein  anderes  {^^^\  gW^ . . .  g^*))  trans- 
formiert werden  kann;  welches  nur  in  der  Umgebung  eines  jener  drei 
YerzweigungspunktC;  etwa  von  J8c;  die  verlangten  Eigenschaften  besitzt^ 
dals  nämlich  seine  ersten  a  +  h  Elemente  g^^  ^;  •  •  •  &i-f  6  dort  die 
Ordnungszahl  cx>  besitzen^  während  die  c  letzten^  ^4.64.19 .  -  •  S«;  der 
Reihe  nach  die  Ordnungszahlen  r,  r  +  1, . . .  r  +  c—l  haben.  Ist  dieser 
Beweis  nämlich  gefiihrt;  so  kann  man  das  ganze  System  successive  f&r 
fSßf  fßbf  ^a  80  umformen;  daTs  es  ein  Fundamentabystem  für  (/)  in 
Bezug  auf  die  Stelle  (js  =•  a)  wird. 

Wir  nehmen  zunächst  aU;  da(s  die  Punkte  SBa;  ^bf  ^c  so  bezeichnet 

sind,   dafe  —  ^  y  ^  —  ist,   und  denken  uns   femer  das  System  Ton 

vornherein  so  gegeben,  dals  es  für  die  Stelle  p  normal  ist,  was.  nach 

den   Resultaten    der    elften   Vorlesung    stets    möglich    ist.      Das    aus 

den  Anfangskoeffizienten  gebildete  dreizeilige   System  sei  wieder  das 

folgende: 

f  1,  1,  ...  1  ;    0,  0,  ...0 

^1 ;  ^2  ^  •  •  •  ^o  5    'f    ^ ;   ...  1 


Die  Exponenten 


6 


^0         _^  ^c  — 1 


0, 0, ...  0 ' 

0;    0,    ...    0 

1,1,...  1 


c         c 


der  zugehörigen  Teiler  der  letzten  c  Elemente 

auf  welche   es   im   folgenden   allein   ankommt,   bilden   dann  ein  voll- 
ständiges  System   inkongruenter   Brüche   mit   dem   Nenner   c,  welche 

alle   gleich   oder   gröfser  als         sind  und  von  vornherein  so  geordnet 

vorausgesetzt   werden   können,   dafs   sie   der   Reihe   nach   den   c    auf- 
einander folgenden  Brüchen 

t         t:  -j-l  T-j-C  —  1 

—  ,      ;  •  •  •  

C  C  C 

kongruent  sind,  so  dafs  also  allgemein 

-  =-^  +  h 

c  c 

ist,  wo  ki  eine  ganze  nicht  negative  Zahl  bezeichnet.    Alsdann  bleibt 
z.  B.  das  zu  dem  Teiler 
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^  -  +  ib 


bonge  Element  ri^<^+^+^)  in  dem  Bereiche  (I),  wenn  man  dasselbe 
die  ganzzahlige  Potenz  (js  —  a)^  dividiert;  denn  «.IsdünTi  beginnt 


^^  ^  tflü  

in  der  Umgebung  von  SB«  genau  mit  der  —    ,  bei  936  ^uid  f8a  aber 

it  einer  höheren  als  der  —      Potenz  von  j?  —  a.  also  a  fortiori  mit 

c  ' 

riner  höheren  als  der  -r-      bzw.  —      Potenz,  während  sein  Verhalten 

0  a  ' 


alle  anderen  endlichen  Stellen  durch  die  Division  mit  (js  —  a)^ 
o-ffenbar  in  keiner  Weise  gtöndert  ist.    Genau  ebenso  kann  man  weiter 
efireichen,  dals  f&r  diese  letzten  c  Elemente  die  Exponenten  der  be- 
züglichen   Teiler    der  Reihe    nach   die   Brüche  —  *  Lx_,  . . .  1±_?JI_ 
[^^  c         c  c 

sind,  während  sich  das  System  der  Anfangskoef&zienten  sonst  in  keiner 
Weise  geändert  hat. 

Jetzt  kann  man  endlich  bewirken,  daXs  die  a  +  &  ersten  Elemente 
ui  der  Umgebung  von  93«  amtlich  die  Ordnungszahl  cx>  besitzen.  In 
der  That,  sei  etwa  ^  die  Ordnungszahl  von  i^^^),  also 

r^i^)  =:  €i  (js  —  aY  +  ... 

die  Entwickelung  von  r/^'^  in  93c »  so  ist  -^  gleich  oder  grolser  als  — 

^d   einem   Bruche    der  Reihe  — ;  — -^-- ;  •  •  •  --^- kongruent.     Ist 

also  z.  B.  ~  =  ^-^  +  Je,  und  ersetzt  man  t)^^^  durch  das  neue  Element 
c  c 

rfiy  «  rf^)  -  ei  (;?-«)*  .  iy(«+*+'-i), 

80  erhält  man   eine  neue  Basis  (r/(')',  iy(*>, . . .  r/(")),  wo  aber  rp^'  in  S3o 
Ton  einer  mindestens  um  Eins  höheren  Ordnung  als  rf^'^  ist;  da  sich 

Her  das  Anfangsglied  Ciijs  —  ay  forthebt.  Geht  man  in  derselben 
Weise  fort,  so  kann  man  successive  beliebig  viele  Glieder  in  der  Ent- 
wickelung von  rf^^  in  der  Umgebung  von  SS«  zum  Verschwinden  bringen 
^  das  Gleiche  fElr  rf\ ...  1^^**+*^  erreichen;  so  erhält  man  schlielslich 
ein  neues  System,  dessen  a  +  h  erste  Elemente  in  S3e  in  der  That  von 
Wiebig  hoher  Ordnung,  also  von  der  Ordnung  oo  sind. 

Jetzt  forme  man  die  a  +  6  ersten  Elemente  Ip^,  'rp\  . . .  '^'»+ft)  des 
80  erlialtenen  äquivalenten  Systems  (ji^^\  ^<*J, . . .  "^("))  so  um,  daJj3  das- 
selbe  in  der  Umgebung  der  beiden  ersten  Verzweigungspunkte  normal 
^/  dals  also  wieder  die  Eolonnenteiler  mit  den  Elementarteilem 
''^üutimmen.  Hierbei  bleiben  die  c  letzten  Elftmente  xmseres 
•^xaes  ongriLndert,  weil  seine  a      '  *  und  nach 

*^«tl  v.  LABdfberg,  AlgvbraiMhe  Fni 
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jener  Umformung  in  93«  die  Ordnung  oo  haben«     AlHdann   n 

man  genan  wie  vorher  die  Exponenten  -^  *  T" '  ' ' "  ""Y"  ^®'  ^®^ 

Va+ifVa+%,'  '»Va+b  der  Reihe  nach  auf-|^;  "X"'*"~^^~"'  ^"^^  ^ 
dann  wieder^  dals  sowohl  die  a  ersten  als  auch  die  c  letzten  K 
die  Ordnung  oo  erhalten;  und  endlich  reduziere  man  in  ] 
Weise  die  Exponenten  der  Teiler  der  nunmehrigen  a  ersten  E 

auf  —  f  5-i— ;  •  •  •  ^' ^~    und  die  Ordnunfrszahlen  der  6  +  c  f a 

Elemente  in  der  Umgebung  von  SBa  auf  oo.  Man  erkennt  f 
auf  diesem  Wege  das  ganze  System  in  der  verlangten  Wei 
geformt  wird;  da  bei  keiner  jener  Umformungen  das  Ergebn 
früheren  Schrittes  vernichtet  wird. 

§2. 

Das  im  vorigen  Abschnitte  gefundene  System 

ist  zwar  noch  kein  absolutes  Fundamentalsystem  f&r  das  ganze  li 
dagegen  kann  es  als  ein  solches  für  diejenigen  Primfaktoren  bes 
werden,  welche  der  bisher  betrachteten  Stelle  (js  =  a)  zugehön 
seien  nämlich  ^«^  ^6;  $e  die  drei  Primfaktoren,  welche  den  hi' 
einander  liegenden  Yerzweigungspunkten  SS«;  ^6;  ^c  entsprech 
es  seien  Sßl,  Sßt,  $o  diejenigen  Potenzen  derselben,  welche 
Divisor  £l  enthalten  sind.     Dann  gilt  der  folgende  Satz: 

Eine   algebraische  Funktion  g  des  Körpers  K(i 
hält  dann  und  nur  dann  den  Divisor 

?s  %  %, 

wenn  sie  in  der  Form 

mit  rationalen  Koeffizienten  ti^,  ti^, . . .  u«  darstellbar 
sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  (z  =  a)  endlich  ve 
also  von  nicht  negativer  Ordnung  sind. 

Da  nämlich  dieses  System  ^^^\  ^^^\  . . .  g^")  ein  rational  ^ 
ist;  so  ist  zunächst  jede  Grölse  des  Körpers  in  der  Form 

mit  rationalen  Koeffizienten  u^,  u^, , . .  u^  darstellbar,  i 
noch  nachzuweisen,  dafs  g  dann  und  nur  dann  jenen  D 
enthält,  wenn   die  Funktionen  u^j  u^, , . .  Un  für  (z  =  c 
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Ist  dies  zonacIiBt  der  Fall;  so  enthalt  g  sicher  den  genannten  Divisor; 
da  nämlich  z.  B.  in  Bezng  anf  $a  die  Elemente  i^^\  ^^^\ . . .  g^")  die 
Ordnungszahlen  q,  q+1,  . , ,  Q  +  a—1  haben^  alle  folgenden  aber  die 
Ordnimg  oo^  so  kami  man  f&r  die  Umgebung  jener  Stelle 

setzen  nnd  diese  Summe  ist  mindestens  durch  ^S  teilbar^  weil  alle 
Koeffizienten Ul,^^,...Ua  nicht  negative  Ordnungszahlen  besitzen;  wört- 
lich ebenso  wird  der  Beweis  fdr  die  übrigen  Primüftktoren  ^^^  $J  geführt. 
Wenn  aber  auch  nur  einer  jener  Koeffizienten  Ut  in  Bezug  auf 
die  Stelle  (jb  =  a)  von  negativer  Ordnung  ist;  d.  h.  wenn  auch  nur 
einer  von  ihnen  auch  nur  die  erste  Potenz  von  e  ^  a  im  Nenner  ent- 
Mit,  so  kann  g  nicht  durch  ^S  $6  $c  teilbar  sein.  In  der  That  konnte 
man  dann  die  Koeffizienten  U/(ir)  alle  in  der  Form  schreiben: 

^(^)  = jzr-, -7^+  <')' 

wo  die  Eonstanten  Ci,c^,..>Cn  nicht  sämtlich  verschwinden  und  die 
rationalen  Funktionen  ^i(ji)  ftir  e  =  a  endlich  sind.    Dann  ist  also 

nnd  da  nach  dem  ersten  Teile  unseres  Beweises  das  zweite  Glied  auf 

der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  durch  5ß^5ß?^c  teilbar  ist,  so 
mülflte  auch  für  das  erste  Glied  dasselbe  gelten,  d.  h.  es  müijste 

s  —  a 

ftr  sich  jenen  Divisor  enthalten.  Nun  reduziert  sich  aber  die  Ent- 
wickelimg  dieses  Bruches  für  die  Stelle  ißa  auf 

z  —  a  ' 

nnd  dieser  Ausdruck  ist  nur  dann  durch  ^^  teilbar,  wenn  alle  Koeffi- 
aenten  C|, . . .  Ca  Null  sind;  wäre  dies  nämlich  nicht  der  FaU  und 
etwa  d  der  erste  nicht  verschwindende  Koeffizient,  so  lautete  die 
Zotwickelung: 

nnd  das  Anfirngsglied  hebt  sich  sicher  nicht  fort,  da  aUe  folgenden 
Elemente  ^^.i , . . .  von  höherer  Ordnung  als  ^,  sind.  Jener  Bruch 
ist  also  genau  durch  ^    ,     .... 


14 


« 
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aber  nicht  dorcli  ^  teflbar.  Damit  dies  letztere  ako  der  Fall 
die  Koeffizienten  c^, . .  .Ca  alle  Null  sein.  G^enan  ebenso  zeigt  man,  daü^ 
alle  folgenden  Koeffizienten  Ca-\.i,  -  -  -  Cn  Null  sein  mfissen,  damit  ^ 
durch  ^6  ^uid  ^c  teilbar  sei,  und  damit  ist  die  Behaoptang  in  ihra^ 
ganzen  Umfange  bewiesen. 

Wir  wollen  ein  System  (ri^^\  r^^^\  . . .  ij^"^)  ein  FondamentiL^ 
System  für  (J)  in  Bezug  auf  die  Stelle  {z  =  u)  nennen,  wenn  aK]| 
und  nur  die  durch  ^S$6$c  teilbaren  Funktionen  17  in  der  Form 

dargestellt  werden  können ;  wo  die  Koeffizienten  ti^,  t<|, ...  tf«  fSr  diese 
Stelle  endlich  sind. 

Dann  ergiebt  sich  zunächst ,  dals  unser  vorher  betrachtetes  System 
^g(i)^  gW^ . . .  g(n))  ein  solches  Fundamentabystem  ist;  man  erkennt  aber 
auch  ohne  weiteres  die  Richtigkeit  des  folgenden  allgemeinen  Satzes: 

Jedes  Fundamentalsystem  {ri^^^y  . . .  i^^"))  in  Bezug  auf  d-ie 
Stelle(£r=a)  geht  aus  einem  von  ihnen^  etwa  aus  demFundament^^ 
Systeme  (J<^),  tp^\  . . .  gW)  durch  eine  rationale  Substitution 

1)  1?«  =  Ia,*(£r)g(*) 

herror^  deren  Koeffizienten  üiuiz)  für  die  Stelle  {s  —  a)  ensSis^^ 
sind;  und   deren  Determinante  durch  z  —  a  nicht  teObar  i^^ 

Soll  nämlich  jedes  Element  des  Systems  (i^^^^,  ri^^\  . . .  ij^"^)  ijoC^ 
$S$6$c  teilbar  sein^  so  müssen  alle  Funktionen  r^^^  in  der  obig^^ 
Form  (1)  mit  regulären  Koeffizienten  durch  das  System  (l}^\  l^^\  . . .  g^*^  J 
darstellbar  sein^  und  ihre  Determinante  \aijc\  darf  nicht  identisch  Nn-^ 
sein,  wenn  {rf^\  . , .  i^^»))  rational  unabhängig  sein  sollen.  Dann  ergiet^' 
sich  aber  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (1): 

wo  die  Koeffizienten  (a^^)  die  Elemente  des  zu  {ait)  reciproken  Systems 
sind,  und  da  die  Determinante  |aa(^)|  der  einzige  Nenner  jener 
Elemente  a\i{z)  ist,  so  folgt  bekanntlich,  dab  diese  dann  und  nur 
dann  ebenfalls  endlich  sind,  wenn  diese  Determinante  den  Linearfaktor 
z  —  a  nicht  enthält. 

Ist  nun  (J(^),  g('), . . .  J(«^)  ein  Fundamentalsystem  des  Ideals  (i) 
für  die  Stelle  {z  =  a),  und  ist  {l^^\  !<*>, . . .  I^"))  ein  beliebiges  rational 
unabhängiges  System,  dessen  Elemente  ebenfalls  jenem  Ideale  an- 
H^fihi'trfMf  no  sind,  wie  oben  dargelegt  wurde,  die  Elemente  |W  folgender- 
iriafikf«  ^lamWIbar :  |(,)  _  zhn{z) g^*), 

wo   die   Hnbiiiiiritionskoeffizienten   htk   ganze    Funktionen  Ton  0  sind, 
der<?M  ii^rUrr/ninanUs  \bik\  dann  und  nur  dann  durch  z  —  a  nicht  teilbar 
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ist,  wenn  auch  (|(^),  S^*), . . .  |(**))  ein  Fundamentalsystem  ist.  Da  aber 
die  zu  jenen  beiden  Systemen  (S^'^)  und  (f  ('))  gehörigen  Determinanten 
1 1«  I  und  I  gf )  I  durch  die  Gleichung 

\^!'\=m\^n\ 

Terbunden  sind,  so  erkennt  man,  dafs  das  System  (|('))  dann  und  nur 
dann   kein   Fundamentalsystem  ist,   wenn   die  Ordnung   seiner  Deter- 
minante f&r  (js  =  a)  grolser  ist  als  die  von  \tf^.    Man  kann  also  die 
charakteristische  Eigenschaft  eines  Fundamentalsystems  auch  so  aus- 
sprechen: 

Ein  System  (^^^\  |^*), . . .  |(")),   dessen  Elemente   sämtlich 

dem  Ideal  (I)  angehören,  ist  für  eine  Stelle  (z  »  a)  dann  und 
nur  dann  ein  Fundamentalsystem,  wenn  seine  Determinante  { |(*)  | 
för  dea  zugehörigen  Linearfaktor  z  -  a  ron  mogUchBt  niedri^r 
Ordnung  ist 

Dieser  Satz  umfaüst  offenbar  auch  den  Fall,  dals  die  Determinante 

veiBchwindet,  dafe  also  (S(^>,  5^*), . . .  |(*>)  überhaupt  keine  Basis  für  den 

Körper  K(z,u)   bildet;   in   diesem   Falle   ist  eben  |SJ.*)|  =  0,  also  für 

jede  Stelle  von  unendlich  hoher  Ordnung;  das  Gleiche  gilt  somit  auch 

ftr  die  spezielle  Stelle  {z  =  a). 

Welches  nun  jene  niedrigste  Ordnung  ist,  können  wir  jetzt  leicht 
^^^timmen,   wenn  wir   das  yorher  betrachtete   spezielle  Fimdamental- 

2^    Grunde  legen. 

Zu  diesem  Zwecke  ersetzen  wir  die  w*  Elemente  von  |  gW  |  durch 
äii"e  Entwickelungen  in  der  Umgebung  der  Stellen  SSa,  SS*,  Sc-  Hierbei 
koxinen  aber  alle  diejenigen  Elemente  einfach  durch  Null  ersetzt 
Verden,  deren  Ordnung  an  diesen  Stellen  unendlich  grofs  ist.  Thun 
^^ir  dies,  so  erhalten  wir  für  jene  Determinante  die  folgende  einfache 
I^axBtellung: 

D«,  0,     0 

0,    A,0       =\Da\\D,\\Dc 

0,    0,     De 


O  I  if^ 


Hi^  bedeuten  Da,  Dt,  De  einfach  die  algebraischen  Systeme  von  bzw. 
^  >  6*,  c*  Elementen,  welche  den  drei  Partialsystemen 

"*^.  in  der  Umgebung  von  SSa,  So;  SSc  entsprechen.    ( 
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diejenige  Determinante  a*®'  Ordnung^  welche  ans  den  f&r  83«  konjca- 
gierten  Entwickelungen  von  ^^^\  i^^\ . . .  g^^)  in  der  ümgebimg  dieses 
Yerzweignngspnnktes  besteht. 

Nun  beginnen  aber  die  Entwickelangen  yon 

nebst  ihren  konjugierten  in  Beziehung  auf  den  Yerzweigungspunkt  %i 

^2iW-    °^i*  jp  q±l  Q+a-1 

{z  —  aYj     (z  —  a)  ^  , . .  .(js -- a)     ^     . 
ELieraus  folgt;  dafs  die  Entwickelung  von  \Da\  mit 

beginnt;  und  dieses  Anfangsglied  von  \Da\  hebt  sich  nicht  etwa  fort^ 
denn  sein  Zahlenkoefßzient  ist  ja  die  aus  den  Anfiangsgliedem  jener 
a^  Reihen  gebildete  Determinante: 


G7< 


(O, 


...1 


.  . .  o« 


IX  a 


deren  absoluter  Wert  gleich  a*  ist. 

Wir  nehmen  jetzt  allgemeiner  an^  dals  an  der  Stelle  (js  *=  a)  nicht 
blofs  drei,  sondern  beliebig  viele  Verzweigungspunkte  Sa9  93«;...Si 
übereinander  liegen,  denen  die  Primteilerpotenzen  ^a,  ^,  •  •  •  ?Ji  ni 
dem  Divisor  £l  von  (7)  entsprechen.  Dann  ergiebt  sich,  dals  die  Det6^ 
minante  |  ij'^^  \  genau  durch  die  Potenz 


;.+?--' 


M'+-r) 


(e  -  a)'  =  TT(;?  -  a)        *=(;?-  a) 


teilbar  ist,  wo  sich  das  Produkt  auf  alle  zu  (e  =  er)  gehörigen  Piim- 
faktoreu  ^  bezieht,  wo  femer  X  den  Exponenten  von  ^  in  £l  und  a  —  1 
die  Ordnungszahl  des  betreffenden  Punktes  bezeichnet 
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§3. 

Mit  Hilfe  der  im  vorigen  Abschnitte  gefandenen  Resultate  ist  es 
xuunehr  leicht,  ein  Fondamentalsystem  für  ein  Ideal  /(O)  anfzustellen, 
elches  zu  einem  beliebigen  Divisor 

chort.    Es  sei  nämlich  (|(^),  |(*), . . .  |(**))  ein  beliebiges  System  rational 
xmxabhangiger  Funktionen  des  Ideals  /(£!).    Bilden  wir  dann  die  Deter- 
xxtinante  |£|.*)|;  so  eniMlt  dieselbe  einen  beliebigen  Linearfaktor  z  ^  a 

einer  Potenz,  deren  Exponent  gleich  oder  gröfser  als  <  =  Z  f  A  +  — s— ) 

ist.   Nor  f&r  eine  endliche  Anzahl   von  Stellen  ist  aber  diese  Zahl  t 
'▼onNull  verschieden,  denn  ZX  ist  nur  fiir  diejenigen  Primfaktoren  ^  0, 

welche  in  dem  Divisor  D  vorkommen,  und  Z— g—  verschwindet  nur 

ftr  diejenigen  Stellen  nicht,  denen  Yerzweigungspunkte  entsprechen. 
^  feiner  die  Determinante  1 1(*>  |  ebenfalls  nur  für  eine  endliche  Anzahl 
^OQ  Stellen  eine  von  Null  verschiedene  Ordnung  besitzt,  so  giebt  es 
Wich  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Stellen 

^  welche  die  Ordnungszahl  von  1 1(*)  |  gröfser  ist  als  die  bezügliche  Zahl 

Ar  welche  also  (|<^^,  i^^\  . . .  JW)  noch  kein  Fundamentalsystem  für  (J)  ist. 
Wir  formen  dann  jenes  System  in  der  oben  auseinandergesetzten 
W'eise  zuiuLchst  in  ein  anderes  um,  welches  für  die  Stelle  (js  =  a)  ein 
^^Uidamentalsystem  für  (7)  ist.  Dies  geschieht  allein  durch  Addition 
^iner  Elemente  und  Multiplikation  mit  ganzen  Funktionen  von  js,  und 
^dlich  durch  Division  derselben  durch  Potenzen  des  Linearfaktors  js  —  a. 
ö-orch  alle  diese  Operationen  verlassen  wir  aber  den  Bereich  (J)  nicht, 
^^d  wir  erhalten  so  ein  neues  System  (J^^)',  J^*^;  •  •  •  5^"^ );  welches  jetzt 
m.  Bezug  auf  (a  =  a)  ein  Fundamentalsystem  ist  und  dessen  Determinante 
jeden  Linearfaktor  aulser  (e  —  a)  genau  ebenso  ofb  enthält,  als  die 
Determinante  des  ersten  Systems.  Formen  wir  nun  dieses  neue  System 
Ja  ein  Fundamentalsystem  in  Bezug  auf  die  Stelle  {js  =  cd)  um  und 
Wiren  so  fort,  so  ergiebt  sich  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Trans- 
formationen zuletzt  ein  System 

(1,(1),  V»), .  . .  rjM), 

Welches  in  Bezug  auf  jede  Stelle  ein  Fundamentalsystem  für  das 
Ideal  (J)  ist  Ist  also  r^  irgend  eine  Funktion  des  Ideals  (J),  so  ist 
«iö  durch  die  Basis  (i/^>,  iy<*>, . . .  i^(*))  in  der  Form 


Yierzennie  voncow. 

rationalen  Funktionen   von  xr  als    Koeffizienten    dantellbttr;    di( 
;ffizienten  u,  dürfen  jezt  aber  überhaupt  keinen  Nenner  haben,  n« 
ssen   ganze    Funktionen   sein^    denn    sie    müssen   jeder    endlichi 
3lle  (jf  =  a)  endlich  sein^  und  dies  ist  dann  und  nur  dann  der 
3nn  sie  ganze  Funktionen  von  e  sind. 

Wir  benutzen  das  soeben  gefundene  Resultat  zunächst  zur 
ditung  eines  für  das  Folgende  wichtigen  Hilfssatzes:  Ist 

wieder  ein  Fundamentalsystem  für  das  Ideal  (I),  welches  entsprecheoL^ 
den  bei  der  Stelle  (jg  »  a)  übereinander  liegenden  Yerzweigungspmikfe^^ 
^af  ^b,  83e  ^  die  drei  Partialsysteme  bzw.  von  den  Ordnungen  ^ ,  6, 
zerfallt;  so  ist 

^(«)  =  ^1  +  Va+l  +  Va+b+1 

eine  Funktion   des  Ideals  (I),  welche   in   den  konjugierten  Punkten 
fßaf  ^b}  83c;  welche  zu  (jg==a)  gehören;  genau  die  Ordnungszahlen  g,  6^% 
besitzt;  welche  jenen  Punkten  in  dem  Divisor  O  zukommen,  woM 
wieder  z.  B.  ()  =  0  zu  setzen  ist;  wenn  SS«  gar  nicht  in  D  auftritt  n.  s.  w. 
So  kann  man  für  eine  jede  Stelle  (js  =  a)  der  unabhängigen  Yariabeln 
innerhalb  (2)  eine  solche  zugehörige  Funktion  i^(a)  berechnen. 
Es  seien  nun  allgemeiner 

{z  «  a);     (£r  =  /3); . . .  (^  =  y) 

alle  und  nur  die  Werte  der  unabhängigen  Yariabehi;  denen  Überhaupt 
Primfaktoren  von  O  entsprechen;  und  es  bedeuten 

^(«)>      v{ß)f  •  •  •     vir) 

Funktionen  von  (I),  welche  bzw.  den  Stellen  (a,ß, . .  .y)  in  dem  eben 
angegebenen  Sinne  zugehören.     Es  sei  endlich 

das  Produkt  aller  zu  jenen  Stellen  gehörigen  Linearfaktoren. 
BUden  wir  dann  die  Summe 

so  ist  ri^  ebenfalls  eine  Funktion  des  Ideals  (2);  welche  jeden  Prim- 
teiler S^i  von  n  genau  in  der  I«*®''  Potenz  und  keiner  höheren  enthali 
In  der  That,  gehört  z.  B.  ^^  zu  der  Stelle  (^  =  a);  so  ist  nach  der  Vor- 
aussetzung ri(a)  in  ^^  genau  von  der  I^^®"  Ordnung;  während  der  Koeffi- 

zient  7 — ^  hier  von  der  nullten  Ordnung  ist.    Während  also  der  erste 
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Snmmaad  yon  17^  in  ^^  genau  die  X^^  Ordnung  besitzt^  haben  alle 
folgenden  hier  mindestens  die  (X^  +  !)*•  Ordnung,  denn  die  Ghröiise  1^  (ß) 

des  Ideals  (I)  ist  z.  B:  mindestens  durch  $ß^>,  —^  aber  durch  js  —  a, 

also  sicher    durch    $^    teilbar,    und    dasselbe    gilt    für    alle    übrigen 

Summanden. 

Eine  Funktion  rj^  des  Ideals  (I),  welche  genau  durch 

den  zugehörigen  Divisor  D  teilbar,  also  in  jedem  der  h  Punkte  ^z 

genau  yon  der  Xf^^  Ordnung  ist,  soll  eine  zu  D  zugeordnete 

Funktion  genannt  werden.    Innerhalb  eines  beliebigen  Ideals  (I) 

kann  man  also  stets  solche    zugeordnete  Funktionen  finden« 

Aus  diesem  Satze  ziehen  wir  gleich  zwei  Folgerungen:  Es  sei 
[i^u)  eine  beliebige  endliche,  oder  aber  auch  die  unendlich  ferne 
SteDe  der  miabhängigen  Variabein,  «nd  68  mögen 

(amtlichen  zugehörigen  konjugierten  Punkte  der  Riemannschen 
Flache  sein,  welche  reguläre  oder  Yerzweigungspunkte  sein  können. 
WiUen  wir  dann  q  .  Vßo^,^, . . .  ^,, 

80  ist  die  zugeordnete  Funktion  rj^  so  beschaffen,  dafs  sie  in  ^^  end- 
lich mid  yon  Null  yerschieden  ist,  während  sie  in  allen  konjugierten 
Pnnkten  ^, . . .  $,  y erschwindet.    Wählen  wir  femer  einfach 

SO  rerschwindet  die  zugeordnete  Funktion  i]^^,  in  S^^,  und  zwar  ist  sie 
hier  genau  yon  der  ersten  Ordnung.  Es  bestehen  also  die  beiden 
Satze,  welche  im  folgenden  gebraucht  werden  sollen: 

Innerhalb  eines  Körpers  K(ZyU)  existieren  stets  Funk- 
tionen, welche  in  einem  beliebigen  Punkte  ^^  endlich  und 
yon  Null  yerschieden  sind,  während  sie  in  allen  konjugierten 
Punkten  yerschwinden;  und  ebenso  giebt  es  stets  Funktionen, 
welche  in  einem  beliebigen  Punkte  $ßi  yon  der  ersten  und  yon 
keiner  höheren  Ordnung  sind. 

Diese  letzte  Eigenschaft  besitzt,   falls  ^^  kein  Yerzweigungspunkt  ist, 

natürlich  schon  der  zugehörige  Linearfaktor  {0  —  a)  bzw.  — .  ist  da- 
gegen ^1  ein  Verzweigungspunkt,  so  ist  es,  wie  schon  auf  S.  144  heryor- 
gehoben  wurde,  nicht   selbstyerständlich,   dafs   unter  den  in  ^^  yer- 

schwindenden  Funktionen  auch  eine  existiert,  deren  Entwickelung  in  der 

i_ 

TJmgebimg  yon  ^^  genau  mit  der  ersten  Potenz  yon  (z  —  aY  beginnt. 
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Ebenso^  wie  durch  einen  Diyiflor  O  das  zugehörige  Fundamental- 
System^  so  ist  auch  durch  ein  Fundamentabystem  der  zugehörige 
Divisor  D  eindeutig  bestimmt.  In  der  That  ergiebt  sich  nämlich 
offenbar  aus  den  Resultaten  des  vorigen  Abschnittes  der  folgende 
wichtige  Satz: 

Ein  algebraisches  System  (i^(^),  rj^^\  . . .  i^("))  ist  dann  und 
nur  dann  überhaupt  ein  Fundamentabystem  für  ein  Ideal  (7), 
wenn  es  für  jede  endliche  Stelle  (js  =  a)  einem  anderen  äqui- 
valent ist;  welches  entsprechend  den  an  jener  Stelle  über- 
einander liegenden  Punkten  fßa,  ^by  • . .  S3e  der  Riemannschen 
Fläche  in  lauter  Partialsysteme  zerfällt. 

Ist  femer  für  einen  beliebigen  Punkt  $  das  zugehörige 
Partialsystem  von  der  Ordnung  X,  so  enthält  der  zu  (J)  ge- 
hörige Divisor  D  genau  die  A**  Potenz  von  ^,  d.  h.  jener 
Divisor  ist  durch  die  Gleichung 


vollständig  bestimmt;  hier  braucht  das  Produkt  offenbar  nur 
über  diejenigen  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen  Punkte  $ 
erstreckt  zu  werden,  für  welche  die  Ordnungszahlen  l  von 
Null  verschieden  sind. 

Wir  wollen  jetzt  die  soeben  gefundenen  Eigenschaften  des  Pun- 
damentalsystems  (i^(^), . .  .  rj^**))  für  einen  Divisor  D  dazu  benutzen,  um 
die  Determinante 

i)(Cl)=hW,7jW,...7jj')|  (i  =  l,2,...n) 

des  zugehörigen  algebraischen  Systems  zu  berechnen.  Da  ihr  Quadrat 
eine  rationale  Funktion  von  0  allein  ist,  so  ist  diese  Aufgabe  gelöst, 
wenn  man  angeben  kann,  wie  oft  ein  beliebiger  Linearfaktor  e  -~  a 
in  D(Q)  enthalten  ist.  Nun  war  aber  nach  §  2  (1)  für  jede  endliche 
Stelle  p(z  =  ci)  ,^. 

wenn  |-Dal>  ...|Z)c!  die  Determinanten  der  zu  p  gehörigen  Partial- 
systeme bedeuten,  welche  den  jener  Stelle  zugeordneten  Punkten 
^a,  ^b, .  . .  ^c  der  Fläche  91  entsprechen.     Femer  war  aber  z.  B.  jD« 

genau  durch  {0  —  a)  *    teilbar,  wenn  der  zugehörige  Punkt  ^ 

a- blättriger  Verzweigungspunkt  von    91,   und   der   ihm    entsprechend- 
Primfaktor  ein  A-facher  Teiler  von  O  ist,  und  diese  Gleichung  blei 
auch  dann  richtig,  wenn  a=l,  oder  wenn  A=0  ist.  Also  folgt  fär  2)( 
die  einfache  und  elegante  Gleichung 
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D(££)  =JJ(z  -  a)'''~^ 
(«) 

OflfiT 

(D(D))' = I  ,i*'  I« = (n(.  -  afy .  n  (.  -  ay-\ 

WO  das  Produkt  znnaclist  auf  alle  endlichen  Punkte  der  Riemannschen 
Flaehe  91  zu  erstrecken  ist.    Schreibt  man  aber  i)^(O)  in  der  Form 

1)  D'(ö)  -  DJ  •  A, 

WO  die   beiden    rationalen  Funktionen   Di(js)  und    D^(js)    durch    die 
Gleidnmgen 

1»)  AW-JJ(^-«)\  AW-JJC^-«)"-' 

bestimmt  sind,  so  erkennt  man^  dafs  das  erste  Produkt  nur  auf  alle 
JVim&ktoren  ^7  $9> .  • .  $a  von  D  erstreckt  zu  werden  braucht;  da  für 
^€86  allein  X  von  Null  yerschieden  ist;    das  Produkt  D,  braucht  da- 
gegen nur  auf  alle  Yerzweigungspunkte  ^a}  $6;  •  •  •  bezogen  zu  werden, 
fSr  alle  übrigen  die  Yerzweigungsordnung  (a  —  1)   gleich  Null  ist; 
erste  Faktor  hangt  also  nur  von  dem  Divisor  D,  der  zweite  nur 
'^on  der  Flache  91  ab,  und  ist  fOr  jeden  Divisor  D  derselbe. 

Diese  wichtige  Gleichung  können  wir  in  sehr  eleganter  und  über- 
sichtlicher Form  schreiben,  wenn  wir  die  Funktion  D(D)  als  Produkt 
^^iirer  Prim&ktoren   darstellen. 

Zu  diesem  Zwecke  fähren  wir  einen  ganzen  algebraischen  Divisor 

^in,  welcher  nur  von   der   zugehörigen   Riemannschen  Fläche  91  ab- 

^^Sngt  und  der  im  folgenden  eine  sehr  wichtige  Rolle   spielen   wird. 

Unter  dem  Yerzweigungsteiler  der  Fläche  91  verstehen  wir  nämlich 

^  Divisor 

in  welchen  jeder  Primfaktor  ^a  so  oft  aufgenommen  wird,  als  seine 
Veizweigungsordnung  (a  —  1)  angiebt;  also  enthält  3  aUe  und  nur  die 
Tefler,  welchen  Yerzweigungspunkte  entsprechen;  insbesondere  enthält  Q 
bei  der  hier  gemachten  Yoraussetzung  keinen  der  n  regulären  unendlich 
fernen  Punkte  von  91.    Die  Ordnung 

2a)  fc;  =  Z(a-l) 

von  Qy  also   die  Summe  aller  Yerzweigungsordnungen  fQr  die  ganze 
Fßche  nennen  wir  die  Yerzweigungszahl  von  91. 

Schreiben  wir  nun  den  zu  einem  beliebigen  Primteiler  ^  zugehörigen 
rationalen  Linearfaktor  (js  —  a)  in  der  Form: 

^00  ^« 
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und  beachten  dann  die  auf  S.  150  (2)  bewiesene  FondamentaleigenBcIiaft 
der  Funktion  Nm  (D),  so  ergeben  sich  für  D^  (z)  und  D^Qi)  die  folgenden 
Darstellungen: 

3)  A  w  -nc  -y-n  i^f- "'  '1;  •  •  ^'•^  -  ^. 

(*0  (*.)         *  ^"^  '• 

wenn  q  =  1.Xi  die  Ordnung  des  Divisors  JQ  bedeutet,  tmd: 

8.)        i,.w.jj(^)--^!=(5!0_^). 

Man  erhJUt  also  für  D*  (D)  die  einfiwjhe  Gleichung: 


TOO 

oder  durch  Wurzelausziehung 

Wir  spezialisieren  diese  für  jeden  Divisor  D  giltige  Gleichung  f&r 
den  Fall  D=  1^  wo  also  das  zugehörige  Ideal  1(1)  alle  und  nur  die 
ganzen  algebraischen  Funktionen  des  Körpers,  namUch  diejenigen 
Funktionen  |  umfabt,  welche  im  Endlichen  gar  keinen  Pol  besitzeii| 
sich  aber  für  (g  ==  od)  ganz  beliebig  verhalten  können.  Durch  An- 
wendung des  oben  beschriebenen  Verfahrens  kann  man  auch  für  dieses 
Ideal  ein  Fundamentabystem  finden;  es  besteht  also  der  Satz: 

Alle  ganzen  algebraischen  Funktionen  |  des  Körpers  K(ßj%^ 
und  sie  allein  werden  durch  ein  rational  bestimmbares  Fun- 
damentalsystem 

in  der  Form 

so  dargestellt;  dals  die  Koeffizienten  Ui  beliebige   ganze  ratio- 
nale Funktionen  von  z  sind. 

Da  in  diesem  Falle  Nm  (D)  =  Nm  (1)  =  1  ist,  so  ist  für  das  Quadrat 
der  zugehörigen  Determinante 

4a)  D(l)2^  ||(*)|2=JJ(,-«)-^=.  ^)  =2),(^), 


.dl 
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wo  das  Produkt  nur  über  alle  Yerzweigimgspnnkte  erstreckt  zn  werden 
brancht.  Substituiert  man  endlich  diesen  Wert  von  I)^{z)  in  (1)  und 
zieht  die  Wurzel  ans,  so  erhalt  man  die  elegante  Gleichung 

Zu  jedem  Divisor  D,  welcher  keinen  von  den  n  Primfaktoren  ^^*^ 
enthält;  gehört  ein  Ideal  /(D),  welches  aus  allen  in  dem  Sinne  durch 
Q  teilbaren  Funktionen  von  K  (js,  u)  besteht,  dals  ihr  Verhalten  für 
(jffsscx))  ganz  beliebig  sein  kann.  Die  Theorie  der  Ideale  stimmt  voll- 
ständig mit  derjenigen  der  algebraischen  Divisoren  überein,  wenn  man 
dort  die  n  Primfaktoren  $i*^  $^,*\  . . .  ^L*^  als  Einheiten  ansieht.  Unter 
der  Norm  eines  zu  einem  Divisor  O  =  ^i^ . . .  ^l^  gehörigen  Ideales  /(O) 
Yerstehen  wir  die  rationale  Funktion  von  is,  welche  aus  D  hervorgeht, 

wenn  man  jeden  seiner  PrimteUer  ^,  durch  den  zugehörigen  Linear- 

{aktor  0  —  Oi  ersetzt,  so  dals  also: 

Nm  [J(D)]  -  (^  -  a^y*. . .  (^  -  a*)^* 
irt.   Da  andererseits  allgemein  ;?  —  «,=:  — -^^  ist,    so   ergiebt  sich 

reo 

zwischen   der  Norm  des  Ideals  /(O)  und  der  Norm  des  zugehörigen 
Diyigors  D  die  einfEU^he  Gleichung: 

[  Nm  [im  =  ^ 


00 


wenn  q  ==  Uli  die  Ordnung  von  D  ist.  Unter  Benutzung  dieser  Be- 
Midmung  kann  die  Fundamentalgleichung  (4)  auch  einfacher  so  ge- 
schrieben werden: 

^  i)(D)  =  Ml(D3"^)) 

Wir  werden  dem  Begriff  der  Idealnorm  in  der  weiteren  Theorie  niemals 
<>6gegnen,  dagegen  vereinfacht  sich  in  den  Anwendungen  derselben  auf 
<^6  Geometrie  die  Darstellung  beträchtlich,  wenn  man  ihn  hinzuzieht. 


Ftofzehnte  Vorlesung. 

Aofsncbmig  aller  linear  unabbSjigigen  Mnltipla  eines  g^g^benen  DiTisors.  — 
Folgerangen:  Die  Yerzweignngszabl  einer  Riemannscben  Engelfläcbe  ist  stets  eine 
gerade  Zabl.  —  Die  komplementären  algebraiscben  Systeme.  —  Ibre  Grund- 
eigenscbaften.  —  Die  Elementarteiler  komplementärer  Systeme.  —  Die  komplemen- 
tären Fondamentalsysteme  nnd  die  zugebörigen  komplementären  Divisoren.   — 

Anwendungen. 

§  1. 

Durch  die  Ergebnisse  des  yorigen  Abschnittes  ist  die  Angabe, 
alle  zn  einem  beliebigen  Ideale  /(D)  gehörigen  Funktionen  des  ESrpers 
za   finden,   vollständig   gelöst.     Will    man  nun  alle   Funktionen  dei^ 
Körpers  finden,  welche  Mnltipla  des  zu  (7)  gehörigen  Divisors  O  ^üuL^ 
so  hat  man  nur  noch  unter  den  Funktionen  von  /(O)  alle  diejemige^^ 
auszusuchen,  welche  im  Unendlichen  endlich  bleiben,  welche  also  do^rf 
mindestens   die   Ordnung  Null   besitzen.     Ist    nämlich   g   eine    solcfc^e 
Funktion,    so   enthält   sie,    da   sie   dem   Ideal   /(D)   angehört,  jedoii 
Primfaktor  von  jQ  mindestens   so   oft  wie  jQ  selbst  und  ist  fOr  j^e 
andere  endliche  Stelle  ebenfalls  endlich;  aber  sie  besitzt  auch  an  keiner 
der  n  unendlich  fernen  Stellen  einen  Pol,  da  sie  fOr  {z »  oo)  von  nicht 
negativer  Ordnung  ist. 

Diese  Mnltipla  eines  gegebenen  Divisors  sind  fdr  die  in  der  Theorie 
der  algebraischen  Funktionen  aufkretenden  Fragen  allein  wesentlich, 
während  die  Moduln  und  Ideale  nur  Hilfsbegriffe  sind.  Die  Richtig 
keit  der  letzteren  Bemerkung  erkennt  man  leicht  daraus,   daXs  schon 

bei   einer   einfachen   gebrochenen   Substitution  £?'= fttr  die  un- 

abhängige  Variable   sowohl  die  Moduln  als  auch  die  Ideale  sich  voll- 
ständig ändern.     Ist  nämlich  z.  B.  {z  =  a^)   eine   endliche  Stelle,  der 
keiner  der  Punkte  von  D  entspricht,  so  entspricht  der  Stelle  (e  «=  oo) 
die  Stelle  (js^  =  0),  während  für  (z=ia^  (z^z=oo)  wird.  Bei  dieser  Sub-    ^ 
stitution  werden  also  die  Funktionen  r]  des  Ideals  /(D)  algebraische   [ 
Funktionen  von  z\  welche  sich  fiir  (jgr'  «=  oo)  endlich  verhalten,  wahrend  ^ 
sie  für  (jer'=0)  in  beliebiger  Ordnung  unendlich  werden  können.  Dagegen  • 
werden  wir  sehen,  daJjs   der  Bereich  aller  Mnltipla   eines  DivisoiB  Q 
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allein  Yon  diesem  abhängt  und  bei  jeder  umkehrbaren  Transformation 

beider  Yariabeln  derselbe  bleibt 

Es  sei  nnn  ein  Fnndamentalsystem  (i^^\  i^%  . . .  ^("))  für  das 
Ideal  /(D)  gegeben,  mid  wir  denken  ans  dasselbe  von  vomherein  so 
umgeformt 9  dals  es  in  Bezng  auf  die  Stelle  (js  »  <x>)  normal  ist;  dann 
stimmen  also  in  dem  zugehörigen  algebraischen  Systeme 

»1         »1    •  •  •  ©1 

ai)    jii)       M 

bj         bj    •  •  •  »2 

• 

M      a«)  an) 

bn        bn    •  •  •  bn 

die  Eolonnenteiler  fär  den  unendlich  fernen  Punkt  mit  den  Elementar- 
teilem  überein.  Diese  Umformung  können  wir  nach  dem  auf  S.  169  aus- 
gesprochenen Satze  stets  durch  eine  umkehrbare  Transformation  mit 
ganzen  rationalen  Koeffizienten  erreichen;  das  umgeformte  System  bleibt 
also,  und  das  ist  für  die  Folge  sehr  wichtig;  ein  Fundamentalsystem  für 
das  Ideal  /(D).  Da  an  der  Stelle  (z  =  oo)  nach  der  Voraussetzung 
keine  Yerzweigungspunkte  übereinander  liegen^  so  sind  die  Ordnungs- 
zahlen 

jener  n  Eolonnenteiler  ganze  Zahlen^  welche  wieder  nach  ihrer  Grölse 
80  geordnet  sein  mögen,  daJs  ^i  ^  ^2  ^  ' "  ^  ^»  ^^^-  -^^  dann  r,  die 
letzte  nicht  negative  unter  diesen  Zahlen ,  so  sind  von  jenen  n  Ele- 
menten g(^), . . .  gW^  t^*'^^\  ' ' .  5^"^  nur  die  s  ersten  Multipla  von  D,  die 
n  —  s  letzten  aber  nicht  mehr,  da  diese  für  (js  =  00)  von  negativer 
Ordnungszahl;  also  nicht  für  alle  n  unendlich  fernen  Punkte  endlich 
sind.  Aus  der  Gb-undeigenschaft  der  normalen  Systeme  folgt  aber 
weiter  der  allgemeine  SatZ;  durch  welchen  jetzt  auch  die  Haupt- 
frage (I)  a.  S.  204  in  voller  Allgemeinheit  gelöst  wird: 

Alle  Multipla  des  Divisors  jQ  und  nur  sie  sind  in  der  Form 

enthalten;  in  welcher  die  Koeffizienten  u^ . .  ,Ug  beliebige 
ganze  Funktionen  der  unabhängigen  Variable  g  bzw.  von  den 
Graden  r^,  r,, . . .  r,  sind. 

In  der  That  sind  ja  alle  jene  Funktionen  offenbar  Vielfache  von  D, 
da  sie  einmal  Funktionen  voni(O)  sind  und  da  andererseits  ihre  Ordnung 
fOr  die  Stelle  (jer  =  00)  gleich  oder  gröfser  als  Null  ist;  ist  nämlich 

Ui  =  4^  +  afz  +  •  •  •  +  a??/« 
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eine  beliebige  ganze  Funktion  vom  r^^^  oder  von  niedrigerem  Orade 
in  Zy  80  ist  ihre  Ordnungszahl  ftlr  (jer  =  <x>)  gleich  —  r<  oder  gröJGier; 
also  ist  in  der  That  die  Ordnung  eines  jeden  Produktes  Uti^^  j^eich 
oder  gröfser  als  Null.  Wäre  aber  auch  nur  einer  jener  KoefiGl- 
zienteU;  etwa  U/^  von  höherem  als  dem  angegebenen  Ghmde,  oder  wäre 
auch  nur  einer  der  folgenden  Koeffizienten  ti^-f-i; . . .  u«  von  Null  yer- 
schieden;  so  wäre  das  bezügliche  Glied  Uit^,  also  auch  i  selbst,  für 
{z  =  oo)  von  negativer  Ordnung,  i  wäre  also  sicher  kein  Vielfaches 
von  D. 

Bezeichnet  man  also  die 

J^=(ri  +  l)  +  (r,  +  l)  +  ..-  +  (n  +  l) 

algebraischen  Funktionen 

gW,     Zi^\     ;?>g(0,.../<g(0  (»-1,2,...*) 

in  irgend  einer  Reihenfolge  durch 

Xu         X^y   .    .    .   X^y 

so  bilden  diese  in  der  Weise  ein  vollständiges  System  linear  un- 
abhängiger Multipla  von  D,  daJb  alle  anderen  Multipla  x  eindeutig  in 

der  Form  ,  , 

X  =-  c^Xi  +  c^x^  H f-  c^Xjf 

mit  konstanten  Koeffizienten  darstellbar  sind. 

Das  hier  erlangte  Resultat  ist  von  der  bisher  gemachten  Voraus- 
setzung, daCs  sich  an  der  Stelle  {0  =  00)  keiner  der  Basispunkte  $^, . . .  $* 
und  auch  kein  Verzweigungspunkt  befindet,  vollkommen  unabhängig. 
Ist  diese  Voraussetzung  nämlich  nicht  erfüllt,  so  braucht  man  ja  nur 
in  der  Gleichung  f{u,z)  =  0  an  Stelle  von  z  die  unabhängige  Variable 


Z  —  a^ 


einzuführen,  wenn  (z  =  ct^)  irgend  eine  Stelle  ist,  für  die  jene  beiden. 
Voraussetzungen  erfüllt  sind.  Dann  entspricht  wieder  der  Stelle  (z  =  (x^ 
die  Stelle  (z^  ==  <x>).  Bildet  man  dann  für  diese  Variable  z^  ein  Fun- 
damentalsystem  (g(^),  g(^), . . .  g(«))  des  Ideals  J(0),  welches  für  die  Stelle 
(z^  =  (x>)  oder  (z  =  Kq)  normal  ist  und  dessen  Ordnungszahlen  hier 
gleich  r^, . . .  r,, .  . .  r„  sind,  so  erhält  man  in  den  N  Elementen 

ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Multipla  von  D  für  z^ 
als  unabhängige  Variable;   ersetzt  man  jetzt  also  wieder  umgekehrt  z^ 

durch f  so  erhält  man  in  den  N  Elementen 

je— «A 
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ein  Yollstandiges  System  linear  unabhängiger  Moltipla  von  D  für  die 

unabhängige  Variable  is,   nnd  jene   Aufgabe   ist   somit   ohne  jede  be- 

Bchiankende  Voraussetzung  vollständig  gelöst. 

Wir   stellen  uns  endlich   die  allgemeinere  Aufgabe^  alle  Multipla 

yon  D  aufzusuchen,  welche  in  den  n  zu  der  regulären  Stelle  (js  =  a^) 
gehörigen  Punkten  der  Biemannschen  Fläche  mindestens  von  der 
Ordnung  X  sind,  wo  X  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
bedeutet,  wahrend  man  för  X  =  0  den  soeben  betrachteten  Fall  wieder- 
erhält- ist  e  —  an==  ^*~*'' )  wo  also  der  Zähler  j^-o^  aus  den  n  von- 
'  "         tu 

einaader  verschiedenen  Primfaktoren  '^^^''\  ^^^'\  . . .  ^i"»^  besteht,  welche 
^  der  regulären  Stelle  (z  =  Oq)  untereinander  liegen,  so  ist  diese  Auf- 
g^he  identisch  mit  der  folgenden: 

Es  sollen  alle  Multipla  des  Divisors  Oj^_^  gefanden 
werden. 
Sind  nun  in  dem  vorher  betrachteten  Systeme  (g^^), . . .  g(^), . . .  g^*)) 
^^  6  ersten  Elemente  i^^\ . . .  g^*')  diejenigen,  deren  Ordnungszahleh 
'i  >  - . .  r<y  far  die  Stelle  {z  =  «q)  gleich  oder  gröfser  als  X  sind,  so  zeigt 
^^n  genau  ebenso  wie  früher,  dafs  die 

N,==(r^-X  +  l)  +  '''  +  (ra-X  +  l) 
Ji-l^mente  ^,j  ^.^ 

— ,  . . . 

^^Xi  vollständiges   System    linear   unabhängiger  Multipla   von   Oj,_„ 
^^pifisentieren. 

§  2. 

Wir  wollen  aus  dem  erlangten  wichtigen  Resultate  zunächst  einige 
Folgerungen  ziehen. 

Ist  (5^^),  i^^\  . . .  5^"^)  ein  Frmdamentalsystem  für  einen  beliebigen 
Divisor  D,  dessen  Ordnung  gleich  q  sein  möge,  und  welcher  keinen  der 
Primfaktoren  ^^*^  enthält,  und  wird  der  Einfachheit  wegen  wieder  die 
Stelle  {z  =  oo)  als  regulär  vorausgesetzt,  so  besitzt  nach  (4)  a.  S.  220 
die  Determinante 

in  Bezug  auf  den  unendlich  fernen  Punkt  p^  der  einblättrigen  Engel- 
flaclie   die   Ordnungszahl   ""  (s  +  y)i  -^7  —  '"'        *^    die   Ver- 

Hensel  n.  Landiberg,  Algebraische  Funktior 
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zweigimgszahl  der  Riemannsclien  Fläche  bedeutet;  dieselbe  Ordnungs- 
zahl hat  also   die  algebraische  Funktion    |  g/^)  |  in  jedem  der  n  zu  p^ 

gehörigen  konjugierten  Punkte  ^i, . . .  ^„  der  Riemannschen  Flache 
91,  und  diese  Zahl  mufs,  da  jene  Punkte  alle  regulär  sind,  also  jede 

Entwickelung  nach  ganzen  Potenzen  von  —  fortschreitet,  notwendig 

selbst  ganz  sein.    Da  nun  q  ebenfalls  ganz  ist,  so  ergiebt  sich  dasselbe 

auch  für  -  >  es  folgt  also  das  wichtige  Theorem: 

Die  Verzweigungszahl 

w;  =  Z(a-l) 

einer  jeden  Riemannschen  Eugelfläche  ist   stets   eine   gerade 
Zahl 

Dieser  Satz  ist  selbstverständlich  unabhängig  davon,  dals  die  Stelle 
^z  =  <x>)  regulär  ist.  Ein  spezieller  Fall  dieses  Theoremes  ist  der 
auf  S.  197  bewiesene  Satz,  dafs  die  Anzahl  der  Yerzweigungspunkte 
jeder  zweiblättrigen  Riemannschen  Fläche  stets  gerade  ist.  Es  bleibe 
dem  Leser  überlassen,  denselben  Satz  direkt  mit  den  im  §  4  und  §  5 
der  dreizehnten  Vorlesung  gegebenen  Hilfsmitteln  für  die  drei-  und 
vierblättrigen  Flächen,  sowie  auch  für  diejenigen  Kugelflächen  zu  be- 
weisen, welche  den  binomischen  Gleichungen  entsprechen. 

Es  sei  das  System  (^^^\  . . .  g^"))   wieder  normal  in  Bezug  auf  die 
unendlich  ferne  Stelle,  und  es  mögen 

die  Ordnungszahlen  seiner  Kolonnenteiler  für  jene  Stelle  sein;  dann 
sind   dieselben   ganze   Zahlen,    und   ihre   Summe  ist    n.  S.  167    gleich 

der  Ordnungszahl  von  D(£i)  für  jene  Stelle,  also  gleich  —  (^  +  -ö')' 
hieraus  erhalten  wir  also  die  elegante  Gleichung 

1)  -  Y  =  g  +  »-i  +  ^'2  +  •  •  •  +  ^n, 

welche  wir  später  benutzen  werden. 

§  3. 

Zu  jedem  Systeme   von  n^  Elementen  mit  nicht  verschwindender 
Determinante, 

/  \  ^      'h       va    •  •  •  '/2 


gehört,  wie  bereits  auf  S.  133  ausgeführt  wurde,  ein  anderes,  das  so- 
genannte komplementäre  System 
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iv) 


¥i*'  •  •  •  v['^  ] 

??> . . .  ^ir> 


5J(.) 


^0.) 


welches  aus  dem  zu  (i^)  reciproken  Systeme  (rj')  einfach  durch  Ver- 
tauBchniig  der  Horizontal-  und  Vertikalreihen  hervorging.  Für  dieees 
komplementäre  System  ist  also  z.  B. 


1)  5Ji') 

und  aUgemein 
la) 


H<,i) 


H 


•             « 

•                • 

• 

• 

f^m  ,(f) . . 

, .  e' 

Hj*^ 


^<  H 


WO  H  die  Determinante  des  Systems  (rf)  und  H^  diejenige  Unter- 
determinante von  H  bezeichnet;  welche  aus  H  durch  Weglassung  der 
i^^  Zeile  und  k^^^  Kolonne  entsteht.  Aus  dieser  Definition  ergeben  sich 
sofort  die  folgenden  Fundamentaleigenschaften  der  komplementären 
Systeme: 

I.  Ist  (rj),  wie  bisher  angenommen  wurde,  ein  algebrai- 
sches System  von  z  und  u,  dessen  n  Zeilen  also  aus  seiner 
ersten  durch  Vertauschung  von  u^  mit  u^, . .  .u^  hervorgehen, 
so  gilt  dasselbe  von  dem  komplementären  Systeme. 

In  der  That  folgt  zunächst  aus  der  Gleichung  (1),  dafs  rj^^^ 
z.  B.  eine  rationale  Funktion  von  Ui,u^, . . .  Un  ist,  welche  aber  in 
iig, , .  .Un  symmetrisch  ist,  mithin  rational  durch  ti^  allein  dargestellt 
werden  kann.  Vertauscht  man  hier  nämlich  etwa  w«— i  mit  u„,  so  ver- 
tauschen sich  sowohl  in  H^^^  als  auch  in  H  die  beiden  letzten  Horizontal- 
reihen; also  bleibt  rj^^^  bei  dieser  und  ebenso  auch  bei  jeder  anderen 
Transposition  von  u^, , ,  .Un  ungeändert,  d.  h.  es  ist  symmetrisch  in 
t(3,  t(3, .  .  .  Un,  ist  also  wirklich  rational  von  u^  allein  abhängig. 

Vertauscht  man  aber  etwa  u^  mit  u^,  so  vertauschen  sich  in  dem 
ursprünglichen  Systeme  (r]),  also  auch  in  dem  komplementären 
Systeme  (rj),  nur  die  zweite  und  die  erste  Zeile,  es  geht  also  bei  dieser 
Vertauschung  z.B.  rj[^^  in  rj^^  über  u.  s.w.;  unsere  Behauptung  ist  daher 
in  allen  ihren  Teilen  bewiesen. 

Ist  also  (r^^^\  r^^^\  . .  .  ij^"))  irgend  ein  rational  unabhängiges  System 
des  Körpers  K(is,  w),  so  existiert  ein  zu  ihm  komplei»^'**"''^«  System 
(rj^^\  5JW, . , .  55^»))  desselben  Körpers,  welchem  nen 
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Wege   stets   gefanden   werden  kann.    Sind  |i;|   and   |^|   die   Detec- 
minanten  komplementärer  Systeme,  so  war 

hl-l?l-i; 

ebenso  leicht  erkannten  wir^  daXa,  wenn  Qj)  komplementär  zu  (17)  ist, 
anch  umgekehrt  (rf)  das  komplementäre  System  zu  (rj)  ist. 

Geht   das   System   (r/^^>, . . .  i^W)   durch   die   Substitution  (of»)  toh 

nicht  verschwindender  Determinante  in  das  System  (^^^\ g("))  über, 

so  besteht  zwischen  den  zugehörigen  algebraischen  Matrizen  die  Gleichmig 

Durch  Übergang  zu  den  komplementären  Systemen  ergiebt  sich  aber 
nach  dem  auf  S.  133  bewiesenen  Satze  (4)  aus  dieser  Gleichung  die 
folgende: 

2)  OT(ä.o-(in, 

d.  h.  es  besteht  der  Satz: 

n.  Geht  das  System  (ij^^\  fp\  . . .  1/*))  durch  eine  beliebige 
Transformation  {Oik)  von  nicht  verschwindender  Determinante 
in  ein  anderes  (t^^\  t^^\  . . .  £(">)  über,  so  geht  das  komplemea- 
tare  System  (rj^\ . . .  ^^■>)  durch  die  komplementäre  Trans- 
formation (flik)  in  das  komplementäre  (|^^\  . . .  g^*^)  über. 

Ist  also  speziell  (if)  äquivalent  (^),  so  gilt  das  Gleiche  von  (rj)  und  (|). 

m.  Ist  das  System  (ij<i),  1/»), . . .  ijW)  für  irgend  eine  SteUe, 
z.  B.  für  (j?  —  er),  normal,  so  gilt  dasselbe  von  dem  komplemen- 
tären (^^*^,  ^^*^, . . .  ^^"0-  Sind  dann  femer  r^,r^,.,,r^  die 
Erponenten  der  Eolonnenteiler  von  (q(*J)  f^  diese  Stelle,  so 
sind  die  entsprechenden  Exponenten  für  das  komplementäre 
System  bzw.  gleich  —  r^,  —  r„  . . .  —  r». 

Ersetzt  man  nämlich  z.  R  in  dem  Ausdrucke  (1)  von  rj^^  die  n^ 
Elemente  17^^^  durch  ihre  Entwickelungen  nach  Potenzen  von  z  —  a^  nnd 
beachtet  dabei,  dals  alle  Elemente  t/^*^,  t/;>, . . .  ijjp  einer  und  derselben 
Kolonne  in  der  Form  {z  —  af'G{e\a)  geschrieben  werden  können, 
weil  f/"^  nach  der  Voraussetzung  für  die  Stelle  {$ » a)  den  Teiler 
(e  —  afi  besitzt,  so  erkennt  man,  dals  die  Determinante  H^^)  im  Zahler 

von  r{p  mindestens  die  (r,  +  r3  H h  r,)**  Potenz  von  e  —  a  enthalt^ 

wahr^  die  Determinante  H  im  Nenner  genau  die  (r^  +  r^H \-r^^ 

Potenz   enthält,    weil    das    System   (ijj*>)   für  jene   Stelle  normal   ist 

Also  beginnt   der   Quotient  ti^j^)  —  -g-  mindestens  mit  {s  —  a)    '^',  uni 

das    Entsprechende    beweist    man    von    den    konjugierten    Elementei 
r^^\ . . .  ijW;   es  zeigt  sich  also,  dab  die  Tdler  von  ^\  rp\  . . ,  ^")  ffc 
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Stelle  mindestens  die  Exponenten  —  r^,  —  r,, . . .  —rn  haben.  Die 
Ordnungszahl  der  Determinante  |^|  des  komplementären  Systems  ist 
demnach  mindestens  gleich 

und  komite  nnr  dann  grolser  als  diese  Zahl  sein^  wenn  wenigstens  eines 
der  Elemente  ^<^)  eine  höhere  Potenz  als  (;ßr  —  «)"'"•  als  Teiler  enthielte. 

Da  aber  |  ^  |  =  -, — r  ist,  so  ist  |  ^  |  genan  von  der  —  (^i  +  ^2  H f"  ^»)**° 

und  nicht  von  höherer  Ordnung;   unsere   Behauptung   ist   daher  voll- 
sündig  bewiesen. 

Denkt  man  sich  in  dem  normalen  Systeme  (t/*),  ti^^\  . . .  r/**))  die 
Elemente  so  geordnet,  dafs  in  den  Eolonnenteilem  (z  —  ay\  ,..{z  —af^ 
die  Exponenten  eine  aufsteigende  Reihe  bilden,  so  sind  sie  der  Reihe 
nach  der  erste,  zweite,  . . .  n*®  Elementarteiler  der  Matrix  (rif^)  för 
jene  Stelle.     Dann  bilden  aber  in  den  EolonAenteilem 


-»•n 


des  komplementären  Systems   die  Exponenten  eine  absteigende  Reihe; 
also  sind  die  Potenzen 


—ri 


(z - a)""*",  (z  —  a)    '*»-!,  ...(z  —  a) 

W.  der  erste,  zweite,  . . .  w*®  Elementarteiler  des  komplementären 
Systems.  Da  dasselbe  aber  für  jede  endliche  und  die  unendlich  ferne 
Stelle  der  Fall  ist,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

nia.  Sind  v         v  v 

der  erste,  zweite,  .  .  .  n*®  Elementarteiler  eines  beliebigen 
algebraischen  Systems,  so  sind 

£jn         En — 1  El 

die  Elementarteiler  des  komplementären  Systems.  Dieselben 
sind  also  die  reciproken  Elementarteiler  des  ursprünglichen 
Systems  in  umgekehrter  Reihenfolge. 

Natürlich  gilt  derselbe  Satz  für  die  Elementarteiler  reciproker  Systeme, 
da  bei  der  Yertauschung  der  Zeilen  und  Kolonnen  diese  Teiler  nicht 
geändert  werden. 

IV.  Ist  das  System  {ji)  so  beschaffen,  dafs  es  für  eine 
Stelle  {z  =  a)  entsprechend  den  dort  vorhandenen  Verzweigungs- 
paukten  SSay  ^b9''%  in  Partialsysteme  zerfällt,  so  gilt  das 
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Gleiche  auch  von  dem  komplementären  Systeme.  Ist  femer 
z.  B.  das  zu  93a  gehörende  Partialsystem  von  (17)  Ton  der 
Ordnimg  q,  so  besitzt  das  komplementäre  Partialsystem  die 
Ordnmig  p  •=  —  (p  +  a  —  1);  d.  h.  es  besteht  die  Gleichiing 

3)  ^  +  ^--(a-l). 

Der  erste  Teil  unserer  Behauptung  folgt  aus  dem  auf  S.  132  be- 
wiesenen Satze  der  Determinantentheorie^  dafs,  wenn  eine  Matrix  yon 
n*  Elementen  z.  B.  in  drei  Partialsysteme  bzw.  von  a*,  6*,  c*  Elementen 
zerfällt;  wenn  es  also  die  Form  hat: 

(Ä,    0,    0^ 
0,     B,    0 
0,     0,    G 

dann  die  reciproke  un^  somit  auch  die  komplementäre  Matrix  in 
gleicher  Weise  zerfällt,  und  zwar  so,  dafs  jedes  Partialsystem  derselben 
einfach  zu  dem  entsprechenden  Partialsysteme  der  ersten  Matrix 
reciprok  bzw.  komplementär  ist. 

Zweitens  ist  aber  unter  der  oben  gemachten  Voraussetzung  das 
System  für  die  Stelle  (;8r  —  «)  normal,  und  die  Exponenten  ri,r2,...r« 
der  Teiler  seiner  Elemente 

sind  der  Reihe  nach 


Q      p  +  l  p  +  a— 1,     a      G-\-l  a-^-h  —  l^     t      t  +  1  t  +  c  — 1 


Nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  III  ist  also  auch  das  komplemen- 
täre System 

normal,  und  die  Exponenten  der  Teiler  seiner  Elemente  sind  bzw. 

.      V  Q  p  +  l  Q  +  a-l,  a  (7+1  «y+fej-1. 

^  a  a  ab  b  b 

T  ^  +  1  t  -\-C—  1 

—  ; ,    ... . 

C  C  C 

Daher  besitzen  die  drei  Partialsysteme  von  (rj)  bzw.  die  Ordnungs- 
zahlen —  (()  +  a— 1),  —  (a  +  6— 1),  —  (r  +  c— 1),  da  diese  aus  der 
Reihe  (4a)  der  Exponenten  die  kleinsten  sind;  der  obige  Satz  ist 
also  vollständig  bewiesen. 
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Um  nun  endlich  den  Fundamentalsatz  über  die  komplementären 
Systeme  einfach  aussprechen  zu  können,  führen  wir  den  schon  auf 
S.  219  benutzten  Yerzweigungsteiler 

ein,  in  welchem  jeder  Divisor  ^  so  oft  vorkommt,  als  seine  Ver- 
zweigungsordnung a  —  1  angiebt,  und  welcher  also  alle  und  nur  die 
Divisoren  enthält,  welche  Yerzweigungspunkten  der  zugehörigen 
Riemannschen  Flache  entsprechen.  Da  die  Stelle  {z  =  <x>)  als  regulär 
vorausgesetzt  wird,  so  enthält  3  hier  nur  solche  Divisoren,  welche 
endlichen  Stellen  entsprechen.  Wir  können  nun  jenen  Satz  folgender- 
maXsen  aussprechen: 

V.  Ist  (g(^),  g(*), . . .  g(*))  ein  Fundamentalsystem  für  einen 
beliebigen  Divisor  D,  so  ist  das  komplementäre  System 

(p,  r\ . . .  r-o 

ein   Fundamentalsystem   für    denjenigen    Divisor   O,    welcher 
mit  jQ  durch  die  Gleichung 

verbunden     ist.      Zwei     solche    Divisoren     sollen     ebenfalls 
komplementäre  Teiler  genannt  werden. 

unserer  Voraussetzung  zufolge  ist  immlich  das  System 

(g(i),  g(«), . . .  g(-)) 

für  jede  endliche  Stelle  {z  =  a)  einem  anderen  äquivalent,  welches  ent- 
sprechend den  dort  übereinander  liegenden  Punkten  der  Riemannschen 
Fläche  in  Partialsysteme  zerfällt.  Das  Gleiche  gilt  also  nach  den 
Sätzen  II  und  IV  far  das  komplementäre  System  i^^^,  l^^\  . . .  l^%  nach 
dem  auf  S.  248  bewiesenen  Theoreme  ist  also  auch  dieses  ein 
Fundamentalsystem  für  einen  anderen  Divisor  Ö.     Sind  femer 

die  zu  (g)  und  (g)  gehörigen  Divisoren,  so  ergiebt  sich  unter  Berück- 
sichtigung der  Gleichung  (3)  für  ihr  Produkt  die  Relation 

4)  D5  =n^^+'^=n^-^"-'^  =  -^-, 

und  damit  der  voUständige  Beweis  unserer  Behauptung.*) 

•)  Ist  die  Stelle  (z  =  oo)  nicht  regulär,  so  besteht  offenbar  zwischen  zwei 
komplementären  Divisoren  D,  und  C  ebenfalls  die  Gleichung  (4)  mit  der  Mafsgabe,  . 
dafs  auf  ihrer  rechten  Seite  diaieniffen  FrimtAiiAi-  ana  ^  fortzulassen  sind,  welche 
den  unendlich  fernen  "V 
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Ist  z.B.  D=l,  so  bildet  das  zugehörige  System  (g<^>,  gW, . . .  g(«)) 
ein  Fnndamentalsystem  für  alle  und  nur  die  ganzen  algebraischen 
Funktionen  des  Körpers  K(j8,u).    Dann  ist  also 

d.  h.  das  komplementäre  System  ist  ein  Fnndamentalsystem  f&r  alle 
und  nur  die  algebraischen  Funktionen,  welche  in  jedem  im  Endlichen 
liegenden  a- blättrigen  Yerzweigungspunkte  mindestens  von  der 
—  (a  —  1)**°  Ordnung  sind,  während  sie  in  den  unendlich  fernen  Punkten 
beliebige  positive  oder  negative  Ordnungszahlen  besitzen  können. 

§4. 

Maa  kann  die  Beziehung  zwischen  zwei  komplementären  algebrai- 
schen Basen     ^^^^^  ^j,,^        ^^^^    ^^    ^^^,)^  ^p,^        ^,)^ 

in  einer  fQr  die  Anwendungen  sehr  bequemen  Weise  darstellen.  Sind 
jene  Basen  nämlich  komplementär,  so  ergiebt  die  Komposition  der 
beiden  zugehörigen  a^ebraischen  Systeme  die  Gleichung 


1) 


r}(n)  ^(«) 


rjW 


n     ß 


rt^  ,(«) 


=  (1), 


denn  das  System  (^J/))  entsteht  ja  aus  dem  reciproken  zu  (t;[*))  durch 
Vertauschung  der  Zeilen  und  Kolonnen.  Also  können  die  n  Bedingungs- 
gleichungen zwischen  den  Elementen  komplementärer  Systeme  unter 
Benutzung  der  auf  S.  117  gegebenen  Bezeichnung  der  Spur  so  geschrieben 
werden: 


( 


«,.»  =  0,  i^k 


**t=l 


) 


3) 


Führen  wir  also  die  beiden  Linearformen 

w;  =  i?i  i?(*)  +  t?g  i^^^J  H h  t?n  ^/^"^ 

mit  unbestimmten  Koeffizienten  t;,,  i;yt  ein,  so  können  wir  jene  v?  Glei- 
chungen (2)  in  eine  zusammenfassen:  Multipliziert  man  nämlich  jede  der- 
selben mit  dem  zugehörigen  Produkte  v.t?*  und  addiert  sie  dann  alle, 
so  ergiebt  sich 

und  besteht  umgekehrt  zwischen  den  beiden  Linearformen  w  und  w 
diese  Gleichung,  so  sind  die  beiden  Systeme  (i^('))  und  (^(*))  komplementär. 
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denn  ans  jener  Gleichung  ei^ben  sich  durch  Eoeffizientenvergleichung 
die  n'  Relationen  (2). 

Zwei  Systeme  (i?(i),  i?W, . . .  i?<«))  und  (^(^),  ^W, . . .  ^W)  sind 
ako  dann  und  nur  dann  komplementär,  wenn  zwischen  den 
zugehörigen  Linearformen  tv  und  w  die  Gleichung 

n 

besteht. 

Wir  benutzen   diese  Definition,  um   zu   dem   auf  S.  188  flg.  be- 
trachteten einfachsten  Basissysteme 

5)  1,    1?,    ij», . . .  1?»-^ 

das  komplementäre  zu  berechnen,  wenn  ij  irgend  eine  Gh*ölse  des 
Körpers  K(z,u)  ist,  welche  durch  die  irreduktible  Gleichung 

6)  9(V9^)  "=-  ^^  +  K-i rf'''^  H +  6i^  +  &o  •"  0 

definiert  ist.    Es  seien 

^i>     %;  •  •  •  ^t 

die  n  konjugierten  Wurzeln  dieser  Gleichung,  und 

eine  beliebige  ganze  Funktion  des  (n  —  1)^''  Grades  von  t  mit  un- 
bestimmten Koeffizienten,  so  besteht  nach  der  Lagrangeschen  Inter- 
polationsformel fQr  ein  variables  t  die  Identii&t 

oder  kürzer  geschrieben 

7a)  ^(,)-s(<p(,;)-^^3^). 

Denkt  man  sich  in  dem  Quotienten 

g(0  _  9(l)-9(.V,)     _1_ 

,.  («-'J.)<7'(1,)  «-'7,  /(l.) 

die  Divisionen  ausgeführt  und  die  sich  ergebende  ganze  Funktion  des 
(n  —  1)**°  Grades  von  /  nach  Potenzen  von  t  geordnet,  so  möge  sich 
ergeben: 

*)  't^^^  °  ^■'  +  '"'^ + •  •  • + ^'-" '""' ' 

wenn  i;  eine  der  n  Wurzeln  der  Gleichung  (6)  bedeutet  Substituiert 
man  diesen  Wert  in  die  Identität  (TaJ,  so  kann  sie  folgendermalsen 
geschrieben  werd«*«* 
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fif[(?w  +  ^pt  +  •  •  •  +  ^(— »)  <— ^)  {%  +  v^n+'"+  «'i.-i  i?"-*)] 

«=  Vo  +  t?i^  +  t?j<» H h  t^ii-  1  ^""■S 

und   ans   dieser   Gleichnng  folgt   mit  Hilfe  von  (4),   da&  die  beiden 

Systeme 

9)  (1,  ,,,«,...  r,-i)     (^W,  ?(«,...  ^-") 

komplementär  sind. 

Führt  man  in  (7  b)  die  Division  ans,  so  ergeben  sich  die  folgenden 
einfachen  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Elemente  vf'''\  vf^^,...  ^"~^): 

^{nW    = »?"-' + 6—11?—*  +  &«-  %n'-*  +  •••+&! 

^(.nW*    =  vr~*  +  &—1  >?""'  +  •  •  •  +  6, 

10)       <;'(i?)?«*>    =  ij"-*+"  +  68 

Als  eine  einfache  Anwendung  dieser  Betrachtungen  zeigen  wir 
jetzt;  wie  unter  Benutzung  der  komplementären  Systeme  die  direkte 
Bestimmung  der  Verzweigung  von  91  aus  den  Elementarteilem 

E,{e),    E,ig), . . .  E„(g) 

des  algebraischen  Systems 

11)  (1,  %,  ril,,..  i^y-^)  (Ä:  =1, 2,  .  .  .  fi) 

wesentlich  vereinfacht  werden  kann. 

Nach  dem  auf  S.  229  bewiesenen  Theoreme  Illa  sind  nämlich  die 
Elementarteiler  des  komplementären  Systems 

IIa)  (^(0),  ^C»,  ^i^...^!-») 

in  (9)  der  Reihe  nach  bzw.  gleich 

_l  J i_. 

wir  können  daher  zur  Bestimmung  jener  Elementarteiler  nach  Belieben 
das  System  (11)  selbst  oder  das  komplementäre  System  (IIa)  be- 
nutzen. Multipliziert  man  aber  alle  Elemente  rj^^^  des  komplemeniaren 
Systems  mit  fl^(i?),  ersetzt  sie  dann  durch  ihre  Ausdrücke  in  (10)  und 
schreibt  sie  in  umgekehrter  Reihenfolge,  so  erkennt  man  ohne  weiteres, 
dafs  das  so  sich  ergebende  System 

(1,  ti  +  K-i,  7;*+6„-ii?  +  6n-2, ...  r;^"-'  +  &«-ii?«-*  +  ---  +  6i) 
dem  ursprünglichen  Systeme 

(1;  V>  ^i\  •  .  •  r^-') 

äquivalent  ist,  falls  nur  die  Koeffizienten  ?>«_i,  ?>„_2, . .  .  ?>i  an  der  be- 
trachteten Stelle  von  nicht  negativer  Ordnung  sind,  ein  Fall,   auf  ' 
der  allgemeine  ja  leicht  reduziert  werden  konnte. 
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Also  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  Elementarteiler  des  Systems 

sind  den  reciproken  Elementarteilem  des  Systems 

(1,  ri,  ifi\...  1?«-^) 

in  umgekehrter  Reihenfolge  gleich. 

Die  Determinantenteaer  und  damit  auch  die  Elementarteiler  dieses 
Systems  kann  man  aber  ebenso  einÜEUsh  wie  die  des  Systems 

(1,  iy, . . .  if-^) 

bestimmen;  es  besteht  nämlich  auch  hier  der  Satz  (s.  S.  190): 

Der  grolste  gemeinsame  Teiler  aller  Determinanten  einer 

beliebigen  X^^  Ordnung  des  vollen  Systems  ( -^ ;  -^j^ '  '  "  ^tt"^  ) 

von  n  Elementen  stimmt  überein  mit  dem  Determinantenteiler 
gleicher  Ordnung  des  Systems 

^^^  W)'  7^)'"'  7W' 

welcher   aus  jenem   durch  Weglassung   seiner    n  —  X    letzten 

Elemente  entsteht. 

^  der  That   ist  ja  jede  seiner  Determinanten  X^'  Ordnung ,  etwa  die 

folgende: 


V?        V?               r,',X 

1 

offenbw 

1 

'  durch  die  erste  unte 
1           Vi             Vi 

S^(Vi)  "'9' (rix) 
r  ihnen 

1 

la^iiY  ^(!><y    ^(jii) 

^  ff'(vi) .  '-g'ijix) 

1;  Vif'"  V]^^\ 

teilbar,  welche  dem  obigen  Partialsysteme  (12)  angehört. 

So   ergeben  sich  z.  B.  fiir  die  letzten  Elementarteiler  die  folgen- 
den Darstellungen: 

^^W¥y   7W  ^    En{z)  En-i{z)    ^  (virS)'   7W))       ' 

(  Vi-Vt  \ 

.  s.  w.,   und  80  können  für  algebraische  Körper  höherer   Ordnung  die 
itzten  Elementarteiler  verhaltnismäfsig  einfach  gefunden  werden. 


Sechzehnte  Vorlesung. 

Die  eindeutige  Transformation  des  Körpers  K(z,u)  in  einen  anderen  K(x^  y)  bei 
beliebiger  Annahme  der  unabhängigen  Variabeln.  —  Die  einer  Variabebi  x  zu- 
gehörige Riemannsche  Eugelfläche  %e  und  ihr  Verzweigungsteiler  3«*  —  ^^^ 
Punkte  der  Flächen  ffi,  und  ffix  nebst  ihren  Umgebungen  entsprechen  sich  ein- 
deutig. —  Invariante  Definition  der  Punkte  %  ihrer  Umgebung  und  der  Ordnungs- 
zahlen. —  Alle  Eugelflächen  9lr  des  Körpers  K  sind  zusammenhängend,  die  zu- 
gehörigen Gleichungen  also  irreduktibel. 

§  1. 

Wir  haben  bisher  den  Körper  K{gy  u)  immer  als  die  GesamÜieit 
aller  rationalen  Funktionen  von  jer  und  u  angesehen  unter  der  YoraoS' 
Setzung;  dafs  u  eine  algebraische  Funktion  der  unabhängigen  Variabeln  e, 
also  mit  dieser  durch  die  Gleichung  n^^^  Grades 

verbunden  ist.  Wir  sahen  dann^  dab  jede  andere  Gh-ofse  17  jenes 
Körpers  ebenfalls  einer  Gleichung  n^°  Grades  genügt,  deren  linke  Seite 
entweder  selbst  irreduktibel  oder  die  Potenz  einer  irreduktibeln  Funk- 
tion von  z  und  1^  ist,  und  dafs  die  Werte  aller  dieser  Gröfsen  auf  der 
n- blättrigen  Riemannschen  Kugelfläche  9%  genau  ebenso  eindeutig  aus- 
gebreitet waren,  wie  die  rationalen  Funktionen  von  z  allein  auf  der  ein- 
blättrigen Kugelfläche  fi. 

In  dieser  Wahl  der  unabhängigen  Variabeln  z  liegt  aber  eine  Be- 
schränkimg, eine  Willkürlichkeit,  welche  uns  die  weiteren  Unter- 
suchungen wesentlich  erschweren  würde.  Wollten  wir  gerade  diese 
unabhängige  Variable  immer  beibehalten,  so  wäre  dies  ähnlich,  wie 
wenn  wir  in  der  analytischen  Geometrie  alle  Untersuchungen  unter 
Zugrundelegung  eines  und  desselben  Koordinatensystems  durchführen 
wollten.  Die  dort  gerade  betrachtete  Kurve  oder  Fläche  kann  nämlich 
eine  besondere  Lage  zu  jenem  Koordinatensysteme  haben,  durch  welche 
die  Betrachtung  in  willkürlicher  Weise  erschwert  würde,  und  bei  Ver- 
änderung des  Koordinatensystems  würden  alle  diese  gewissermafsen 
selbstgeschaffenen  Schwierigkeiten  mit  einem  Male  fortfallen.  Daher 
ist  es  in  der  elementaren  analytischen  Geometrie  eine  unerläüsliche 
Bedingung,  dafs  man  imstande   sei,   das   Koordinatensystem   in  jedem 
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einzelnen  Falle  geeignet  zu  wählen,  es  dem  Probleme  möglichst  eng 
anzupassen.  Genau  ebenso  moGs  man  in  der  Theorie  der  algebraischen 
Funktionen  imstande  sein,  jede  GhroJse  des  Bereiches  K(/s,u)  als  unab- 
hängige Variable  zu  wählen.  Während  man  dort  an  Stelle  der 
Koordinaten  (|,  17)  eines  Punktes  der  Ebene  die  Koordinaten  (!',  rf) 
desselben  Punktes  in  Bezug  auf  ein  neues  Koordinatensystem  einführt, 
handelt  es  sich  hier  darum,  anstatt  der  beiden  Gh*örsen  z  und  u  des 
Körpers  K(z,  u)  in  der  allgemeinsten  Weise  zwei  andere  Grölsen  x 
und  y  desselben  Körpers  so  einzuführen,  dafs  jede  Grölse  g  von  K 
sowohl  durch  jgr  und  u  ab  auch  durch  x  und  y  rational  ausdrückbar 
sei,  und  umgekehrt,  daCs  also  die  Körper  K(z,  u)  und  K(x,  y)  ein- 
ander gleich  sind. 

Wir  hatten  bereits  früher  zwei  spezielle  Fälle  dieser  Aufgabe  be- 
handelt; einmal  führten  wir  auf  S.  205  an  Stelle  der  unabhängigen 
Variabein  z  die  andere 


z'  = 


£f  — «0 


ein;  dann  tritt  an  die  Stelle  des  Körpers  K{Zy  u)  der  mit  ihm  überein- 
stinimende  K{z\  ti),  und  statt  der  Riemannschen  Fläche  9i^  erhalten 
^  die  ihr  Punkt  für  Punkt  eindeutig  entsprechende  ebenfalls 
H-blattrige  Fläche  91^,.  Zweitens  hatten  wir  im  §  5  der  neunten  Vor- 
lesung an  Stelle  der  algebraischen  Funktion  u  eine  beliebige  andere 
Chaise  ü  dies  Körpers  K^sSy  u)  eingeführt  und  fanden,  daüs  daim  und 
Unr  dann  K{ey  u)  ==  K{ey  ü)  ist,  wenn  U  ebenfalls  Wurzel  einer 
irrednktibeln  Gleichung  n^^  Grades  mit  rationalen  Koeffizienten  in 
^ist,  während  andernfalls  K(jSy  U)  ein  Unterkörper  oder  ein  Divisor 
Ton  K(zy  u)  ist.  In  diesem  Falle  kann  man  also  die  Gröfse  U  inner- 
Iialb  des  Körpers  K(Zy  u)  zwar  nicht  ganz  willkürlich,  wohl  aber  auf 
onendlich  yiele  Arten  so  auswählen,  dafs  beide  Körper  identisch  werden. 
M  K{Zy  U)  =  K{zy  u),  so  sind  die  zugehörigen  Riemannschen  Flächen 
identisch. 

Wir  wollen  diese  Aufgabe  jetzt  in  ihrem  weitesten  Umfange  lösen; 
wir  beweisen  nämlich  die  Richtigkeit  des  folgenden  wichtigen  Satzes: 

Ist  X  eine  beliebige  nicht  konstante  Gröfse  des  Körpers 
K(Zy  u),  so  kann  man  stets  eine  andere  Gröfse  y  desselben 
Körpers  so  auswählen,  dafs 

igt  ir(a;,y)  ^  E{z,u) 

Wählt  man  x  beliebig,  aber  ein  für  allemal  fest,  und  ist  zunächst 
f  eine  beliebige  andere  Gh-öfse  von  K(Zy  w),  so  bestehen  infolge  der  Zu- 
^hörigkeit  von  x  und  y  zu  K(ZyU)  zwei  Gleichungen 
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wo  q)  und  p  rationale  Funktionen  ihrer  Argumente  sind.  Ist  daher 
Y^  <t>(x,  y)  irgend  eine  rationale  Funktion  von  x  und  y,  also  irgend 
eine  GröDse  des  Körpers  K(x,y),  so  ist 

r=  <t>[(p{sf,  u),  ^(£r,  u)]  «  X(£r,  u) 

auch  rational  durch  e  und  u  ausdrückbar;  also  gehören  alle  Elemente  Y 
des  Körpers  K(x,  y)  auch  zu  K{Zy  m),  oder  der  Körper  K{x^  y)  ist 
ein  Teiler  des  Körpers  K(jSy  u).  Es  kommt  also  jetzt  nur  noch  darauf 
an^  an  Stelle  von  y  ein  solches  Element  y  von  Kie,  u)  zu  wählen^ 
dafs  auch  umgekehrt  nicht  nur  jedes  Element  von  K{Xy  y)  zu  K{zy  u), 
sondern  auch  jedes  Element  von  K(Zy  li)  zu  K{x,  y)  gehört ,  dals  also 
nicht  blofs  der  letzte  Körper  ein  Teiler  des  ersten,  sondern  auch  der 
erste  ein  Teiler  des  letzten  ist. 

Offenbar  wird  dieser  Bedingung  dann  und  nur  dann  genügt,  wenn 
X  und  y  innerhalb  K{z,  u)  so  angenommen  werden,  dals  die  beiden  Ele- 
mente z  und  u  zu  K(x,  y)  gehören.  Denn  sind  z  und  u  rational 
durch  X  und  y  ausdrückbar,  so  gilt  dasselbe  von  jeder  rationalen 
Funktion  von  z  und  u,  d.  h.  von  jeder  Gh*örse  des  Körpers  K(z,  u). 

Wir  beweisen  nun  den  folgenden  Satz: 

Ist  X  eine  beliebige  GhröJse  von  K(z,  u),  so  kann  man  in 

der  linearen  Funktion 

y  ^  az  +  bu 

die   Koeffizienten   a  und  b   auf  unendlich  viele  Arten  so  be- 
stimmen, dafs  K(x,  y)  =  K(z,  u)  ist. 

Es  sei  X  ein  beliebiges  Element  von  K(z,u)]  dann  genügt  x  als 
Funktion  von  z  einer  irreduktibeln  Gleichung,  deren  Grad  in  x  gleich  n 
oder  gleich  einem  Teiler  von  n  ist.  Denken  wir  uns  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung  nicht  nach  Potenzen  von  x,  sondern  nach  Potenzen 
von  z  geordnet,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung 

1)  ^  +  be-i{xy-^  +  "•+  b^(x)  =  0, 

aus  welcher  sich  ergiebt,  dafs  auch  umgekehrt  z  als  Funktion  von  x 
einer  irreduktibeln  Gleichimg  eines  bestimmten  e^^  Grades  genügt, 
deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  x  sind,  und  die  wir  genau 
ebenso  behandeln  können  wie  früher  die  ursprüngliche  Gleichung 
f(ii,  z)  =^  0.  Thun  wir  dies,  so  ergiebt  sich  genau  wie  früher  folgen- 
des Resultat: 

Die  Gleichung  (1)  besitzt  stets  e  Wurzeln 

welche   in   der  Umgebung  jeder  endlichen  Stelle  (x  —  ß)  oder 
der   unendlich   fernen    Stelle    (x  =  oo)   in   Reihen   entwickelt 
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werden  können;  dieselben  schreiten  im  allgemeinen  nach  ganzen 
Potenzen  nnd  nur  fOr  eine  endliche  Anzahl  von  Yerzweigmigs- 
stellen  nach  gebrochenen  Potenzen  des  bezüglichen  Linear- 
faktors X  —  ß  bzw.  —  fort    und    sind    samtlich    voneinander 

verschieden.  Eine  rationale  Funktion  von  e^yZ^,,,,Zef  welche 
bei  jedem  Umlaufe  der  unabhängigen  Yariabeln  x  ungeandert 
bleibt,  speziell  also  jede  symmetrische  Funktion  Siss^^z^y , . ,  Ze) 
dieser  e  Wurzeln,  ist  eine  rationale  Funktion  von  x. 

Wir  betrachten  nun  neben  dieser  unabhängigen  Yariabehi  x  die 
neue  Gh*öijBe  des  Körpers  K(z,u), 

W^  kZ  +  (lUy 

wo  A  und  fi  zimächst  noch  unbestimmte  Parameter  bedeuten  sollen, 
deren  spätere  geeignete  Bestimmung  wir  uns  vorbehalten.  Dann  ge- 
nügt w  als  Element  des  Körpers  K(ZfU)  nebst  den  konjugierten 
Orölsen  einer  Gleichung  n*®°  Grades 

2)  (t>(iv,z)''W^+Än^i(z)w^-^+'"+A^(z)=^0, 

deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  z  sind  und  aoGser  z 
natürlich  auch  die  Parameter  X  und  fi  rational  enthalten;  auDserdem 
ist  diese  Gleichung  offenbar  für  unbestimmte  X  und  ^  irreduktibel, 
denn  zerfiele  sie  in  zwei  Faktoren,  so  müjjste  dasselbe  auch  z.  B.  für 
1  =  0,  fi  » 1  der  Fall  sein,  was  unmöglich  ist,  da  ja  dann  ti;  in  u 
übergeht. 

Betrachtet  man  nun  diese  Gleichung  in  der  Umgebung  irgend 
einer  Stelle  (x  »  ß)  der  neuen  unabhängigen  Yariabeln  x,  ersetzt  dann 
in  <t>(w,z)  z  nacheinander  durch  die  e  Reihen 

Zif      Z^f  ,  ,  ,  Zey 

welche  jener  Stelle  zugehören,  und  multipliziert  die  so  sich  ergebenden 
e  Gleichungen 

* (w,  z)  =  «;"  +  .Ä„_i(jßr,.)t(;«-i  -\ +  A^{z^  =  0     (»=  i,  2, . . . c) 

miteinander,   so  ergiebt  sich  für  w  eine  Gleichung  des  ne^^  Grades 

V(w;,  x)  «  «(t(;,  z,)  .  «(tc;,  z^)  . , ,  «(u;,  Ze) 

^  -  w?«^  +  JBi(a;)ti?«*-i  +  •  •  •  +  Bncix)  =  0, 

deren  Koeffizienten  nun  offenbar  rationale  Funktionen  von  x  sind,  da 
ja  V(w?,  x)  eine  symmetrische  Funktion  von  z^,  z^,  - . .  z^  ist. 

Also  ist  w  eine  algebraische  Funktion  von  a;,  und  einem  jeden 
Werte  x^  ß  entsprechen  die  ne  Entwickelungen,  welche  sich  aus  den 
e  einzelnen  Gleichungen 

(t>(w,zi)  =  0  (t  =  l,2,...c) 

ergeben  würden. 
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In  der  Umgebung  irgend  einer  Stelle  (x  —  ß)  der  neuen  un- 
abhängigen Yariabeln  erhalt  man  durch  die  früher  angewandten 
Methoden  ne  Reihen 

welche  nach  ganzen  oder  nach  gebrochenen  Potenzen  von  x  —  ß  forir 
schreiten  und  in  einer  endlichen  Umgebung  jener  Stelle  die  ne  Wurzeln 
darstellen.    Diese  Wurzeln  brauchen  nicht  alle  voneinander  verschieden 


zu  sein;  es  seien 


Wly        W^y  , . ,    Wv 


diejenigen  unter  jenen  ne  Reihen^  welche  voneinander  verschieden  sind 
Dann  zeigt  man  leicht^  daüs  jede  symmetrische  Funktion  dieser 
V  Wurzeln  rational  von  x  abhängt.  Lässt  man  nämlich  die  unabhängige 
Variable  x  einen  beliebigen  Umlauf  $  machen^  und  sind  uf^y  w\y . . .  «^ 
die  so  sich  ergebenden  Reihen^  so  sind  diese  ebenfaUs  Wurzeln  der 
Gleichung  ^{w,  x) » 0^  denn  bei  jenem  Umlaufe  ändern  sich  die 
Koeffizienten  Bi{x)  der  Gleichung  ^{w,x)  —  0  gar  nicht;  femer  sind 
aber  jene  neuen  Reihen  ebenfalls  alle  voneinander  verschieden,  denn 
wäre  etwa  w[^  to^^y  so  bliebe  diese  Gleichung  auch  bei  dem  inversen 
Umlaufe  s"^  bestehen,  es  wäre  also  entgegen  der  obigen  Annahme 
auch  Wi^  w^.  Also  ändern  die  v  Reihen  w^, , .  .Wy  bei  jedem  Um- 
laufe nur  ihre  Reihenfolge;  irgend  eine  symmetrische  Funktion  der^ 
selben  ist  also  eine  rationale  Funktion  von  x,  da  sie  bei  jedem  Um- 
laufe dieser  Yariabeln  ungeändert  bleibt.  Also  genügen  diese  v  Wurzeln 
für  sich  einer  algebraischen  Gleichung 

jp(w,x)  =  (w?  — M?i)  . . .  (w  —  w^)  =  «{;''+  Cy^i(x)w''~^  H [-  Cq(x)  =  0 

des  1/*°°  Grades  mit  rationalen  Funktionen  von  x  als  Koeffizienten, 
deren  linke  Seite  ein  Teiler  der  vorher  gefundenen  Funktion  V(w,x)  ist 
Man  kann  aber  diese  Gleichung  aus  der  in  (3)  gefundenen  V(w?,  x)  =  0 
auch  ohne  Kenntnis  ihrer  ne  Wurzeln  ableiten.  Die  letztere  besitzt  näm- 
lich   dann    und   nur   dann   lauter    verschiedene   Wurzeln,    wenn    ihre 

Gleichungsdiskriminante 

DQV)  «  T\(Wi  —  Wk)  (^  A:  =  l,  2,  .  .  .ne) 

nicht  identisch  verschwindet.  Ist  aber  D(Y)  ==  0,  so  hat  V(m?,  a:) 
mit  ihrer  nach  w  genommenen  Ableitung  ^^'(WfX)  einen  gemeinsamen 
Teiler,  den  wir  durch  das  Euklidische  Verfahren  bestimmen  und  dann 
durch  einfache  Division  beseitigen  können.  Die  so  sich  ergebende 
Funktion  i;(w,x)  ist  dann  die  linke  Seite  der  gesuchten  Gleichung 
jp  {tv,  x)  =  0,  deren  v  Wurzeln 

Wi  =  XZi  +  ^Ui  (t  =  1,  2,  .  .  .  v) 

nun  sämtlich  voneinander  verschieden  sind. 
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Für  jede  dieser  v  Wurzeln  Wi  ist  die  Gleichnng  ^(ti;,  a;)=»0 
identisch,  d.  h.  für  jedes  ky  [i  erföUt;  ersetzt  man  nämlich  Wi  durch 
XZi  +  iiUi  und  entwickelt  die  linke  Seite  nach  Produkten  von  Potenzen 
von  X  und  {i,  so  muls  der  Koeffizient  eines  jeden  solchen  Gliedes  X'ii^ 
für  sich  identisch  Null  sein.  Also  bleibt  jene  Gleichung  auch  richtig, 
wenn  sie  beliebig  oft  nach  A  oder  fi  differentiiert  wird  Differentiiert 
man  aber  jene  Gleichung 

ilf(w,x)^0  (w^Xs  +  fiu) 

das  eine  Mal  nach  X,  das  andere  Mal  nach  fi,  und  bedenkt  dabei,  dals 

dw  dw 

ist,  so  ergeben  sich  die  beiden  neuen  Gleichungen 

0  ■=  dl  ■=  ^'i^)jx  +  FT  =  ^  W^  +  BT' 
0=  ^  =  ^'(«>)g-  +  3-  =  V'Wu  +  g^; 
in  ihnen  ist  der  Koeffizient 

von  z  und  u  für  jede  der  v  Wurzeln  der  Gleichung  ^{w)  —  0  sicher 
von  Null  verschieden;  man  kann  sie  also  nach  z  und  u  auf  losen  und 
erhalt  so  unmittelbar  die  folgende  Darstellung  für  z  und  u: 

jv  dX  dii 

4)  ^--:;;?7;äs'    ^-- 


d.h.  es  stellen  sich  die  beiden  Elemente  z  und  u  des  Körpers  K{z,u) 
rational  durch  x  und  w  ^  Xz  +  ^lu  dar,  und  hieraus  folgt,  dals  auch 
jede  Grolse  |  von  K{z,  u)  eine  rationale  Funktion  von  x  und  w  ist. 

Diese  Darstellung  ist  immer  gütig,  welche  Werte  man  auch  den 
Unbestimmten  X  und  ft  geben  mag;  nur  müssen  diese  so  gewählt 
werden,  dafs  die  beiden  Quotienten  (4)  nicht  in  unbestimmter  Form 
erscheinen.  Dieser  Bedingung  wird  stets  genügt,  wenn  nur  der  ge- 
meinsame Nenner  ilf^{w\  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  die  Diskriminante 

B{w)  —  J\{wi  —  tc?jfc)  «=  TT  \X  {Zi  —  Zk)  +  (i  (Ui  -  Uk)] 

nicht  identisch  verschwindet.     Diese  Diskriminante  D(w)  ^  D(x,  X,  ii) 

ist   aber   eine   rationale   Funktion   von   x,   deren   Koeffizienten  von  X 

und  fi  rational   abhängen   und   welche,   da  Wi, , .  ,Wv  für  unbestimmte 

jl,  (A  voneinander  verschieden  sind,  nicht  identisch  verschwindet.    Wählt 

man  also  A  —  a,  ft  -=  6  irgendwie  so,  dafs  D(w,  a,  b)  weder  Null  noch 

unendlich  wird,  so  sind 

X    und    j/  =  a*  +  hu 

Hensel  a.  Landsborg,  Algebraische  Fuuktioneu  etc.  16 
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sicher  zwei  solche  Grofsen  des  Körpers  K{ejU)f  dals  nicht  nur 

X  =  R{zy  u),    y  =  8{0y  u)  «  ajE?  +  hu, 
sondern  auch  umgekehrt 

dals  also  in  der  That 

K{x,  y)  =  K{z,  u) 

ist;  und  zwar  braucht  man  a  und  h  nur  so  zu  bestimmen,  dals  von 
den  V  Entwickelungen  nach  Potenzen  von  {x  —  ß) 

Vi  =  aZi  +  lUi 

in  der  Umgebung  irgend  einer  SteUe  {x  »  ß)  nicht  zwei  zufiiUigerweise 
identisch  ausfallen,  was  stets  auf  unendlich  viele  Arten,  z.  B.  auch  so 
geschehen  kann,  dafs  man  fOr  a  und  h  geeignete  ganzzahlige  Werte 
setzt. 

§2. 

Es  sei  nun  y  ^  az  -\-'bu  irgendwie  dieser  Anforderung  gemaEs 
bestimmt  und 

1)  9{yj  a?)  «  y^  +  ay^i{x)tf'-^  H h  a^ix)  =  0 

diejenige  Gleichung,  welcher  y  als  Funktion  von  x  genügt.  Behandeln 
wir  dann  die  algebraische  Funktion  y  von  x  genau  ebenso  wie  früher 
die  Funktion  u  von  z  und  übertragen  wir  alle  vorher  gefundenen 
Resultate  auf  diese  neuen  Variabein,  so  ergeben  sich  genau  ebenso  die 
folgenden  Sätze: 

Zu  jeder  nicht  konstanten  Gröfse  x  des  Körpers  K  gehört  eine 
ganz  bestimmte  Riemannsche  Kugelfläche  von  v  Blättern,  auf  welcher 
alle  Gröfsen  des  Körpers  K{x,y^  eindeutig  ausgebreitet  sind  und  deren 
V  Blätter  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Verzweigungspunkten  mit- 
einander zusammenhängen.  Wir  wollen  im  folgenden  die  zu  einer 
solchen  Gröfse  x  gehörige  Riemannsche  Kugelfläche  durch  9lx  be- 
zeichnen, so  dafs  also  der  bis  jetzt  stets  betrachteten  n- blättrigen 
Kugelfläche  die  Bezeichnung  SR,  zu  geben  wäre.  Ist  TT  ein  beliebiger 
Punkt  von  ^x,  welcher  der  Stelle  (x  =  ß)  entsprechen  möge  und  in 
dem  etwa  h  Blätter  dieser  Fläche  zusammenhängen,  so  ist  jede  Funk- 
tion g  des  Körpers  in  der  Umgebung  jener  Stelle  in  eine  konvergente 

Reihe  entwickelbar,  welche  nach  ganzen  Potenzen  von  {x  —  ß)  fort- 
schreitet. 

Wir  zeigen  nun  zunächst,  dafs  die  Punkte  der  Riemannschen 
Flächen  SR^  und  SR^  einander  eindeutig  entsprechen,  und  zweitens,  dals 
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Mch  die  Definition  der  Ordnungszahlen  einer  Funktion  in  einem 
solchen  Punkte  von  der  Wahl  der  unabhängigen  Yariabeln  vollständig 
unabhängig  ist. 

Eine  Stelle  ^  der  Riemannschen  Flache  91«  kann  dadurch  ein- 
deutig und  unabhängig  von  der  zu  Ghrunde  gelegten  Yariabeln  z 
definiert  werden,  dals  jede  Funktion  ^  des  Körpers  K  dort  einen  ganz 
bestimmten  konstanten  Wert  ^^  erhält,  der  auch  Null  oder  unendlich 
grob  sein  kann,  und  der  sich  aus  der  Entwickelung  von  |  in  der 
Umgebung  von  ^  für  (js  ==  a)  ergiebt.  Andererseits  erkennt  man  jetzt 
aber  leicht,  dals  durch  die  so  sich  ergebenden  Gleichungen  S  » lo  ^^^^ 
eine  einzige  Stelle  ^  der  Riemannschen  Fläche  bestimmt  ist  Gäbe 
es  nämlich  z.  B.  auf  91«  zwei  Stellen,  $  und  ^',  in  denen  jede  Funk- 
tion l  denselben  Wert  i^  annähme,  so  müTste  ja  zunächst  z  selbst  in  $ 
nnd  ^'  denselben  Wert  a  erhalten,  d.  h.  ^  und  ^'  müüsten  zwei  von 
den  bei  (js  =  a)  übereinander  liegenden  konjugierten  Punkten  5ßi,  ^j, . . . 
der  Fläche  91«  sein.  Nun  folgt  aber  aus  dem  auf  S.  217  bewiesenen 
Satze,  dals  man  stets  eine  Funktion  |  finden  kann,  welche  in  einem 
jener  konjugierten  Punkte,  etwa  in  ^j,  den  Wert  1,  in  allen  anderen 
aber  den  Wert  0  annimmt;  es  existieren  also  sicher  nicht  zwei  unter  diesen 
Punkten,  5ßi  und  ^j,  wo  die  Werte  aller  Funktionen  von  K  identisch 
nnl  Durch  die  Gleichungen  i^^  für  alle  Elemente  von  K{Zf  u)  ist  also 
der  Punkt  ^  sowohl  auf  91«  als  auch  auf  9lx  bestimmt,  und  da  alle 
Fonktionen  |  des  Körpers  K{Zy  u)  -=  K{xy  y)  sowohl  auf  9i«  als  auch 
tof  %c  eindeutig  ausgebreitet  sind,  so  folgt,  dafs  die  einzelnen  Punkte 
beider  Flächen  einander  eindeutig  entsprechen,  also  auch  auf  beiden 
flachen  gleich  bezeichnet  werden  können. 

Ist  nun  $  ein  beliebiger  Punkt  der  Kugelfläche  9i«  oder  9ix;  so 
baben  wir  die  Ordnungszahlen  der  Funktionen  des  Körpers  £*  in  ^ 
folgendermaisen  ebenfalls  unabhängig  von  der  Wahl  der  unabhängigen 
Variabein  definiert:  Unter  allen  in  ^  verschwindenden  Funktionen 
Ton  K  greifen  wir  eine  solche  %  heraus,  welche  in  ^  von  möglichst 

niedriger  Ordnung,  d.  h.  so  verschwindet,  dals  der  Quotient  —  in  $ 

cndUch  bleibt,  wenn  g  irgend  eine  ebenfalls  in  ^  verschwindende 
Funktion  von  K  ist.  DaCs  eine  solche  Funktion  ic  stets  vorhanden  ist 
und  auf  rationalem  Wege  gefunden  werden  kann,  hat  der  soeben  erwähnte 
Sitz  auf  S.  217  gelehrt.  Diese  Funktion  nun  wählten  wir  als  Maüsstab 
nnd  sagten  allgemein:  Eine  Funktion  g  besitzt  in  ^  die  Ordnungs- 
zahl  (>,   wenn  q    derjenige  Exponent    von   n   ist,    für    welchen    der 

Quotient  — -  endlich  und  von  Null  verschieden  ist.    Aus  den  Resultaten 
des  vorigen  Abschnittes  folgt  dann,  dals  dieser  Exponent  q  fOr  jede 

16* 
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Gh-öfse  g  Yon  K  einen  bestimmten  ganzzahligen  Wert  hat,  der  positiv, 

negativ  oder  Null  sein  kann  und  der  vollständig  unabhängig  von  der 

zu  Ghrunde  gelegten  Yariabeln  x  oder  z^  d.  h.  von  der  Kngelflache  ^ 

oder  ^,  ist;  denn  als  Mafsstab  wird  ja  hier  nicht  mehr  eine  gebrochene 

L  JL 

Potenz  {x  —  ß)     oder  (js  —  aY  des  betreflfenden  Linearfaktors  gewählt, 

sondern  die    durch   eine    nur   dem    Körper    zukommende   Eigenschaft 
charakterisierte  Funktion  n  des  Körpers  K. 

Wir  zeigen  endlich,  dafs  sich  auch  die  unendlich  kleinen  Um- 
gebungen eines  Punktes  $  auf  den  beiden  Biemannschen  Flachen  ein- 
deutig entsprechen,  und  definieren  zunächst  auch  die  Umgebung  eines 
Punktes  ^  so,  dals  sie  von  der  Wahl  der  unabhängigen  Yariabeln  z 
nicht  mehr  abhängt.  Gehen  wir  zunächst  von  der  Biemannschen 
Fläche  91«  aus;  ist  $  irgend  ein  Punkt  derselben,  ^'  ein  auf  91«  un- 
endlich nahe  liegender  Punkt  und  U  ein  beliebiges  Element  von  K(z,  u), 
welches  in  ^  endlich  ist,  so  unterscheidet  sich  wegen  der  Stetigkeit 
von  ü  der  Wert  J7(?ß')  von  U{^)  um  eine  unendlich  kleine  Grölse, 
d.  h.  der  absolute  Betrag  der  Differenz 

?7(5ß')  -  Ui^) 

ist  beliebig  klein,  wenn  $'  genügend  nahe  an  ^  gewählt  wird,  und 
das  Gleiche  gilt  för  jede  Qröfse  Fvon  K^z^  u),  welche  in  5ß  endlich  ist 
Dasselbe  gilt  aber  auch  umgekehrt:  Ist  ^'  ein  solcher  Punkt,  dafs  für 
jede  in  ?ß  endliche  Funktion  U  des  Körpers  die  Differenz  | U{^')  —  ü(^) \ 
unendlich  klein  ist,  so  liegt  ^'  in  einer  unendlich  kleinen  Umgebung 
von  ?ß.  Wählt  man  nämlich  zuerst  für  U  die  unabhängige  Variable  jgr, 
so  mufs  der  Wert,  den  j?  in  $ß'  annimmt,  dem  Werte  von  z  in  Sß  be- 
nachbart sein,  d.  h.  der  Punkt  ?ß'  mufs  entweder  wirklich  zu  5ß  oder 
zu  einem  der  zu  ?ß  konjugierten  benachbart  sein,  welchen  derselbe 
Wert  von  z  entspricht.  Wählen  wir  jetzt  zweitens  für  U  eine  Funk- 
tion des  Körpers,  welche  in  ?ß  gleich  Eins  wird,  aber  in  allen  kon- 
jugierten Punkten  verschwindet,  so  unterscheidet  sich  ?7(^')  nach 
dem  vorher  Gesagten  um  sehr  wenig  von  U{^)  =  1,  also  um  eine  end- 
liche Gröfse  von  dem  gemeinsamen  Werte  Null,  welchen  U  in  allen 
konjugierten  Punkten  annimmt.  Also  kann  $ß'  nicht  einem  der  zu  5|3 
konjugierten  Punkte  benachbart  sein,  mufs  also  wirklich  notwendig 
zur  Umgebung  von  ?ß  gehören.    Es  ergiebt  sich  also  der  wichtige  Satz: 

Ein  Punkt  ^'  gehört  dann  und  nur  dann  zu  einer  un- 
endlich kleinen  Umgebung  eines  anderen  Punktes  5ß,  wenn 
für  eine  jede  in  $ß  endliche  Gröfse  des  Körpers  K(z,  u)  der 
absolute  Betrag  der  Differenz  |  i7(^')  —  U(^)\  unterhalb  einer 
beliebig  kleinen  Gröfse  liegt. 
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Diese  Definition  enthalt  gar  keine  Beziehung  auf  die  unabhängige 
Variable  oder  auf  die  zugehörige  Riemannsche  Fläche.*)  Ist  also  ^' 
m  $  auf  91«  benachbart^  so  gilt  das  Gleiche  f&r  die  Fläche  91«,  es 
besteht  also  der  Satz: 

Die  unendlich  kleinen  Umgebungen  zweier  entsprechenden 
Punkte  auf  den  Kugelflächen  91«  und  %c  entsprechen  sich 
Punkt  für  Punkt  eindeutig. 

Hierbei  kann  natürlich  der  Fall  eintreten,  dafs  von  den  beiden  ent- 
sprechenden Punkten  der  eine  ein  regulärer,  der  andere  ein  Yer- 
zweigangspunkt  ist,  so  dafs  die  Umgebung  des  ersten  eine  kleine 
Kreisfläche,  die  des  anderen  eine  kleine  Schraubenfläche  ist;  aber  auch 
in  diesem  Falle  wird  die  eine  kleine  Fläche  auf  der  anderen  eindeutig, 
d.h.  Punkt  f&r  Punkt  abgebildet. 

Beschreibt  man  auf  91«  eine  beliebige  kontinuierliche  Kurve 

so  entspricht  ihr  auf  91«  Punkt  für  Punkt  eine  kontinuierliche  Kurve, 
welche  die  entsprechenden  benachbarten  Punkte 

verbindet.  Ist  die  erste  Kurve  geschlossen,  d.  h.  kehrt  sie  nach  ^^ 
2Qrück,  so  gilt  dasselbe  von  der  entsprechenden  Kurve  auf  9i«.  Jeder 
Knire  auf  91«  entspricht  also  eindeutig  eine  andere  Kurve  auf  9^^  und 
jedem  Umlaufe  ein  Umlauf. 

Nun  ist  aber  die  Fläche  91.  zusammenhängend,  weü  die  Grund- 
j^eichung  f(u,  jßr)  =  0  irreduktibel  ist;  man  kann  also  von  jedem 
l^inkte  ^0  zu  jedem  anderen  ^  auf  einer  ganz  innerhalb  91«  ver- 
laufenden Kurve  s  gelangen.  Hieraus  folgt  aber,  dals  man  auch  auf 
der  Flache  9i,  von  jedem  Punkte  ^Pq  nach  jedem  anderen  5ß  innerhalb 
^on  9ix  gelangen  kann,  d.  h.  auch  die  Riemannsche  Fläche  fitx  ist  zu- 
ttmmenhängend,  oder  die  Grundgleichung  (1)  ist  ebenfalls  notwendig 
imduktibel. 

§3. 

Da  die  Punkte  ^  und  die  Ordnungszahlen  der  Funktionen  des 
Körpers  unabhängig  von  der  gewählten  Yariabeln  js  und   der  Kugel- 

*)  Ans  den  soeben  gegebenen  Beweisen  ergiebt  sich,  dafs  man  znr  voll- 
i^digen  Bestimmung  eines  Punktes  $  und  seiner  Umgebung  nicht  alle  Grölsen  ü 
fe  Körpers ,  sondern  nur  eine  endliche  Anzahl  von  ihnen  wirklich  zu  untersuchen 
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fläche  yt,  definiert  worden  sind,  so  gilt  das  Gleiche  von  den  jenen  Punkten 
zugeordneten  Primteilem   $  nnd  den  aus  ihnen  gebildeten  Divisoren 

Nun  war  der  Grad  der  unabhängigen  Yariabeln  e,  welche  wir  in  der 
Form  . 

schreiben  wollen,  gleich  n,  d.  h.  gleich  dem  Grade  des  Körpers  K(e,  u) 
in  Bezug  auf  e,  denn  die  Blätterzahl  der  zugehörigen  Eugelfläche  9t« 
war  ja  gleich  dem  Grade  der  irreduktibeln  Gleichung  für  u,  und  somit 
besitzen  der  Zähler  und  der  Nenner  von  e  genau  so  viele  gleiche  oder 
verschiedene  Primfaktoren,  wie  der  Ghrad  des  Körpers  angiebt. 

Ersetzt  man  nun  s,  durch  die  nnabhängige  Variable  « -  |f'  so 

sind  auch  hier  im  Zähler  und  Nenner  soviele  Primfaktoren  enthalten, 
wie  der  Grad  v  des  Körpers  in  Bezug  auf  x  angiebt. 

Wir  wollen  im  folgenden  den  bisher  gleich  v  gesetzten  Grad 
einer  Variabein  x  von  KQ:,  u),  d.  h.  die  Anzahl  der  Primfaktoren, 
aus  denen  ihr  Zähler  und  ihr  Nenner  besteht,  durch  n«  bezeichnen,  so 
dafs  also  der  früher  n  genannte  Grad  von  e  nun  die  Bezeichnung  n, 
erhalten  würde.    Dann  können  wir  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wählt  man  irgend  eine  Gröfse  x  von  K  vom  Grade  n, 
als  unabhängige  Variable,  so   wird  der  Grad  des  Körpers  K 

in  Bezug  auf  sie  gleich  fix]  alle  Elemente  derselben  sind  also 
auf  der  zugehörigen  nx- blättrigen  zusammenhängenden  Kugel- 
fläche  91«  eindeutig  und  im  allgemeinen  stetig  ausgebreitet 
Jede  Grröfse  des  Körpers  genügt  einer  irreduktibebi  Gleichung, 
deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  x  sind  und  deren 
Grad  nx  oder  ein  Teiler  von  n^  ist.  In  dieser  Form  könnte  unser 
Satz  auch  auf  die  Konstanten  x  ausgedehnt  werden,  für  die 
der  Grad  n^  gleich  Null  ist;  dann  wird  eben  die  Gleichung  für 
alle  Gröfsen  y  vom  nullten  Grade,  also  von  y  xmabhängig. 

Statt  der  vorher  gewählten  speziellen  Gröfse  y  =  az  +  hu  kann  man, 
wie  auf  S.  137  nachgewiesen  wurde,  als  abhängige  Variable  irgend 
eine  andere  Gröfse  y  des  Körpers  K  wählen,  welche  nur  dem  Körper 
K{Xj  y)  selbst  und  nicht  etwa  einem  Unterkörper  desselben  angehört, 
für  welche  also  der  Grad  der  zugehörigen  irreduktibeln  Gleichung 
gleich  fix  und  nicht  etwa  gleich  einem  Teiler  von  fix  ist. 

Im  folgenden  wollen  wir  uns  für  y  allgemeiner  irgend  eine  Gröüse 
des  Körpers  K(z,  u)  gewählt  denken;  ihr  Grad  sei  n^  und  es  sei 
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die  irreduktible  Gleichung,  der  sie  als  Funktion  von  x  genügt.  Dann 
ist  ilir  Grad  in  Bezug  auf  y  gleich  n«  oder  einem  Teiler  von  nx,  je 
nachdem  K{xy  y)  gleich  K{ey  u)  oder  gleich  einem  Divisor  von  £'(jer^  u) 
ist.  Sehen  wir  aber  umgekehrt  y  als  unabMngige,  x  als  abhangige 
Variable  an,  so  folgt  genau  ebenso,  dals  der  Grad  von  F{yf  x)  in 
Bezug  auf  x  gleich  n,  oder  gleich  einem  Teiler  dieser  Zahl  ist,  je 
nachdem  K{Xy  y)  gleich  K{Zy  u)  oder  gleich  eruem  Teiler  dieses 
Korpers  ist    Es  ergiebt  sich  also  der  Satz: 

Zwischen  zwei  beliebigen  Elementen  x  und  y  des  Körpers 
K{Zy  u)  besteht  stets  eine  irreduktible  Gleichung 

Fix,  y)  =  0, 

« 

deren  Grade  in  x  und  y  bzw.  gleich  n,  und  fix  oder  Teiler 
dieser  Zahlen  sind.  Der  aus  ihnen  entstehende  algebraische 
Korper  K{Xy  y)  ist  dann  und  nur  dann  gleich  K(js,  u),  wenn 
jene  beiden  Gradzahlen  ihren  gröüsten  Wert  haben. 

Man  sieht  so,  daüs  man  einen  und  denselben  Korper  K  durch 
algebraische  Gleichungen  von  ganz  verschiedenem  Grade  vollständig 
definieren  kann,  und  man  kann  leicht  die  Gleichung  niedrigsten  Grades 
für  denselben  auffinden.     Ist  nämlich 

eine  nicht  konstante  Gröüse  des  Korpers,  deren  Grad  n^^  v  möglichst 
klein  ist,  so  kann  man  eine  andere  Grö&e  desselben  Körpers  so  finden, 
dais  ri  durch  eine  irreduktible  Gleichung  v^^°^  Grades 

F{Vf  I)  -  ^^  +  6.-i(l)r/-^  +  •  •  •  +  6o(l)  -  0 

als  Funktion  von  |  definiert  wird;  dann  ist  von  selbst  K(z,u)  =»  K(^,rjD, 
und  dieses  ist  die  Gleichung  des  niedrigsten  Grrades,  welche  zur  Be- 
stimmung des  Körpers  hinreicht;  alsdann  sind  aUe  Größen  des  Körpers 
auf  der  i; -blättrigen  Kugelfläche  91^  eindeutig  ausgebreitet. 

Ist  speziell  v  =  1,  giebt  es  also  eine  Funktion  des  Körpers,  welche 
nur  eine  Nullstelle  und  nur  einen  Pol  auf  91«  besitzt,  und  wählt  man 
sie  als  unabhängige  Variable,  so  genügt  jede  Gröfse  von  K  einer 
Gleichung  ersten  Grades  mit  rationalen  Koeffizienten  in  |,  d.  h.  sie  ist 
eine  rationale  Funktion  von  g  allein;  der  algebraische  Körper  K(js,  u) 
ist  also  in  diesem,  aber  auch  nur  in  diesem  Falle  mit  dem  Körper 
-K'(g)  aller  rationalen  Funktionen  von  |  identisch.  In  diesem  Falle 
läCst  sich  also  die  n- blättrige  Kugelfiäche  91«  auf  die  einfache  Kugel- 
fläche 9lf  abbilden. 
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Ist  femer  v  =  2,  giebt  es  also  in  K(e,  u)  eine  Orötae  |,  welche 
zwei  Nollstellen  und  zwei  Pole  hat,  so  kann  man  eine  Qröbe  i}  inner- 
halb K  finden,  welche  mit  |  durch  eine  irredoktible  quadratische 
Gleichung  ^,  ^  ^^^^^^  ^  ^^^^  ^  ^^ 

zusammenhängt,  so  dafe  also 

1? = -  a(s)  ±  ys^^ 

ist.     Setzt  man  also 

g  =  t,  +  a(S),    a»(g)-6(l)  =  A(|), 

80  ist  die  Grofse  g  von  f  (i?^  t«)  durch  die  reine  Gleichtmg 

bestimmt,  nnd  jede  Gröüse  rj  von  K{js,  u)  ist  ratiomd  durch  |  und  {^ 
also  in  der  Form  ^ 

darstellbar.  In  diesem  and  nur  in  diesem  Falle  ist  also  der  Körper 
K(z,u)  gleich  dem  quadratischen  Körper  -£"(§, }/Ä(|)). 

Man  erkennt  so,  von  welcher  Bedeutung  die  Lösung  der  Aufgabe 
ist,  innerhalb  eines  Körpers  K  ein  Element  von  möglichst  niedriger 
Ordnung  zu  bestimmen. 

Ist  ß  eine  beliebige  endliche  Konstante  und  zerlegt  man  den 
Linearfaktor  a:  —  /3  in  seine  Primfaktoren,  so  folgt  aus  der  auf  S.  156 
durchgeführten  Überlegung,  dafs  dieser  denselben  Nenner  tl,  wie  x 
selbst  besitzt,  dafs  also  x  —  ß  ebenfalls  von  der  Ordnung  w^  ist.    Ist  also 

X  —  p  =  -f 

so  besteht  der  Zähler  Jx— ,'?  aus  allen  und  nur  den  Primfaktoren  $ß, 
welche  den  zu  (x  =  ß)  gehörenden  Punkten  von  Sfl,  entsprechen,  der 
Nenner  aus  allen  denen,  welche  den  zu  (x  =  oo)  gehörenden  Stellen 
zugeordnet  sind,  mit  der  Mafsgabe,  dafs  ein  solcher  Primfaktor  in  der 
jten  Potenz  im  Zähler  oder  Nenner  auftritt,  wenn  der  korrespondierende 
Punkt  ^  ein  & -blättriger  Verzweigungspunkt  der  Fläche  Sfl^  ist,  wenn 
also  seine  Verzweigungsordnung  6  •—  1  ist. 

So  erhält  man  also  auch  hier  eine  endliche  Anzahl  von  Ver- 
zweigungsfaktoren, und  man  erkennt,  dafs  zu  jeder  Kugelfläche  Si,  ein 
Verzweigungsteiler 


gehört,   wo   das  Produkt  auch  hier  wieder  nur  auf  die  Verzweigungs- 
punkte erstreckt  zu  werden   braucht,   da  ja  für    alle  übrigen  die  Ver- 
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zweigangsordntmg  &  —  1  von  selbst  verschwindet.  Also  gehört  anch 
zu  jeder  Gröfse  x  des  Körpers  K  ein  bestimmter  Verzweigongsteiler, 
welcher  sich  im  allgemeinen  beim  Übergange  zu  einer  neuen  un- 
abhängigen Yariabeln  ändert.     Ist  aber  speziell 

eine  lineare  Funktion  von  x^  so  wird  3,'  =  8,;  ^^^  ^^^  leicht 
erkennt. 

Die  Fundamentalaufgabe^  alle  linear  unabhängigen  Multipla  eines 
beliebigen  Divisors  O  in  dem  Körper  K  zu  bestimmen^  ist  im  §  1  der 
f&n£zehnten  Vorlesung  zwar  unter  Zugrundelegung  einer  bestimmten 
Yariabebi  z  gelöst  worden^  aber  unsere  Überlegungen  lehren^  dafs  sie 
von  dieser  vollständig  unabhängig  ist.  In  der  That  können  wir  mit 
Hilfe  der  in  der  vierzehnten  Vorlesung  auseinandergesetzten  Methoden 
auch  f&r  die  unabhängige  Variable  x  eine  Basis 

für  das  zu  D  gehörige  Ideal  /(O)  finden^  für  welche  aber  jetzt  natürlich 
die  Elementenanzahl  gleich  nxy  d.  h.  gleich  dem  Grade  von  x  ist. 
Zugleich  können  wir  diese  Basis  so  gewählt  voraussetzen^  dafs  ihre  Ele- 
mente für  eine  beliebige  reguläre  Stelle  {x  =  ß^)  normal  sind.    Srud  dann 

die  Ordnungszahlen  jener  Elemente  für  diese  Stelle,  und  ist  6^  die 
letzte  nicht  negative  unter  ihnen,  so  bilden  die 

Funktionen  des  Körpers  K 

(x-Po)'*'  ^  ^ 

ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Multipla  von  O,  und 
diese  Zahl  N  ist  vollständig  unabhängig  von  der  Wahl  der  Variabein  x 
innerhalb  K, 

Ist  endlich  (|^^\  g^^\  . . .  g^"*^)  das  zu  dem  oben  gefundenen 
komplementäre  System,  so  ist  dasselbe  ein  Fundamentalsystem  für  den 
komplementären  Divisor  Q,  welcher  mit  D  durch  die  Gleichung 

verbunden  ist.  Man  erkennt  also,  dafs  sich  der  zu  O  komplementäre 
Divisor  mit  der  Wahl  der  unabhängigen  Variabein  ändert,  weil  der 
Verzweigungsteiler  ein  anderer  wird. 


Siebzehnte  Vorlesung. 

Die  Divisorenklassen.  —  Die  Haupt-  oder  Einheitsklasse.  —  Die  Eomporition  der 
KlaBsen.  —  Der  Integritätsbereich  einer  Klasse.  —  Lineare  Darstellung  aller  ganzen 
Divisoren  einer  Klasse  durch  ein  linear  unabhängiges  System.  —  Anwendung: 
Reduktion  des  Körpers  K{z,u)  auf  eine  möglichst  niedrige  Ordnung.  —  Das  G^ 
schlecht  des  Körpers.  —  Bestimmung  aller  Multipla  eines  Divisors  D  innerhalb 
einer    beliebigen    Divisorenklasse   R.   —   Die  Klassen    vom    Teiler  2)   und   die 

primitiven  Klassen. 

§  1- 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über^  den  grolüsen  Bereich  der  algebraischen 
Divisoren  in  Klassen  einzuteilen  und  dann  die  gemeinsamen  Eigen- 
schaften aller  Divisoren  einer  und  derselben  Klasse  zu  untersuchen. 

Die  einfachsten  Divisoren  sind  diejenigen  D,^,  welche  einer 
algebraischen  Funktion  |  des  Körpers  zugeordnet  sind,  f&r  welche  also 

ist;  für  sie  giebt  es  also  ein  und  nur  ein  Element  |  von  K,  dessen  Null- 
istellen  durch  j.  und  dessen  Pole  durch  n--  auch  ihrer  Ordnungszahl 
nach  vollständig  bestimmt  sind.  Der  multiplikative  konstante  Faktor  e 
bestimmt  sich  nach  der  auf  S.  153  gegebenen  Festsetzung  als  der  erste 
Entwickelungskoeffizient  von  |  in  der  Umgebung  eines  ein  für  alle- 
mal fest  angenommenen  Punktes  ^^^\  Alle  diese  Divisoren  wollen 
wir  in  eine  und  dieselbe  Klasse  rechnen,  die  wir  die  Haupt-  oder 
Einheitsklasse  nennen  und  durch  E  oder,  wo  kein  Mifsverstandnis 
zu  befürchten  ist,  mitunter  auch  durch  (1)  bezeichnen.  Wir  stellen 
also  die  Definition  auf: 

Alle  und  nur  die  Divisoren  D--,  welche  irgend  einer 
algebraischen  Funktion  des  Körpers  gleich  sind,  gehören  in 
eine  Divisorenklasse,  die  sogenannte  Einlieitsklasse  E.  Diese 
Klasse  besitzt  mithin  genau  so  viele  Divisoren  £Lc^  als  der 
Körper  K(z,  u)  Elemente  |  hat. 

Durchläuft  also  |  alle  Funktionen  von  K,  als  Divisoren  betrachtet, 
so  kann  man  in  leicht  verständlicher  Bezeichnung  schreiben: 
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Da  alle  Funktionen  |  die  Ordnung  Nnll  haben^  so  folgt^  dab  alle 
DiTisoren  der  Elasse  E  ebenfalls  die  Ordnung  Null  haben,  daCs  also 
ihr  Zahler  von  demselben  Grade  ist  wie  ihr  Nenner.  Aber  damit  ist 
im  allgemeinen  keineswegs  gesagt,  dals  auch  umgekehrt  jeder  Divisor  O 
von  der  Ordnung  NuU  der  HauptUasse  angehört,  also  einer  Punktion 
des  Körpers  gleich  ist.  Es  wurde  bereits  auf  S.  155  herrorgehoben, 
dab  dies  zwar  f&r  den  Körper  K(z)  der  rationalen  Funktionen  von  0 
allein,  aber  im  allgemeinen  nicht  für  einen  algebraischen  Körper  K(e,u) 

der  Fall  ist,  da  z.  B.  schon  ein  Divisor  O  =  -^  im  allgemeinen  nicht 

der  Hauptklasse  angehört,  weil  keine  Gfrölse  $  existiert,  welche  nur 
eine  einzige  Nullstelle  und  einen  Pol  besitzt.  Dies  ist  (nach  der  Be- 
merkong  auf  S.  247  unten)  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  der 
algebraische  Körper  jBr(xr,  u)  einem  rationalen  Körper  K{i)  gleich  ist. 
Wir  wollen  nun  allgemeiner  zwei  Divisoren  O  und  O'  äqui- 
valent nennen  und  sie  in  eine  Klasse  Q  rechnen,  wenn  ihr  Quotient 

0  eine  Gröfse  des  Körpers  K(z,  u)  ist.    Zwei  Divisoren  gehören  also 

dann  und  nur  dann  in  eine  Klasse,  wenn 

iat,  wo  g  irgend  eine  algebraische  Funktion  des  Körpers  K  bedeutet. 
Ist  also  CLq  irgend  ein  Divisor,  und  durchläuft  |  alle  Elemente  des 
K&pers  jST,  so  sind  alle  Produkte  m„  als  Divisoren  betrachtet,  zu  O^ 
^oiyalent.    Denn  ist 

Bo  ist  wirklich 

Umgekehrt  sind  aber  in   dem  Bereiche  (|Oo)   ^^^^  ^^  zu  CLq  äqui- 
Talenten  Divisoren   enthalten.     Denn  ist  £l  '^  Oq,   so   ist  ja  -=r-  =  |, 

wo  ^  eine  Gbrölse  von  K  bedeutet,  d.  h.  es  ist  in  der  That  0  =  $0^. 

Die  Divisoren  einer  Klasse   bilden   also   einen  Bereich  von  unendlich 

fielen  Elementen,  welche  aber  den  Divisoren  der  Hauptklasse  eindeutig 

zugeordnet  sind,  denn  man  erhält  ja  alle  Divisoren  desselben  und  jeden 

nur  einmal,  wenn  man  alle  Elemente  g  oder  £l|  der  Hauptklasse  mit 

einem  beliebig  gewählten  Divisor  O^  dieser  Klasse  Q  multipliziert.    Man 

kann  also  hier  in  ähnlicher  Bezeichnung  wie  oben  schreiben: 

iQ)  =  (D,|), 

wenn  £1q  ii^end  ein  beliebig,  aber  fest  ausgewählter  Divisor  der  Klasse  Q 
ist  und  I  alle  Elemente  der  Hauptklasse  durchläuft. 
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Wir  wollen  diesen  Divisor  £Lq,  dorch  welchen  die  Elemente  der 
Hanptklasse  (E)  in  die  entsprechenden  Elemente  der  Elasse  (Q)  ver- 
wandelt werden,  den  znr  Klasse  Q  gehörigen  Multiplikator 
nennen. 

Ist  speziell  O^  irgend  eine  Funktion  des  Körpers ,  etwa  gleich 
Eins,  so  enthält  (^)  =  (D^|)  =  (|)  alle  und  nur  diejenigen  Divisoren, 
welche  Gfrofsen  des  Körpers  K  gleich  sind;  die  vorher  definierte  Hanpt- 
klasse der  Divisoren  ist  also  in  der  That  auch  nach  dieser  Definition 
eine  Divisorenklasse. 

Man  erkennt  ohne  weiteres,  daJDs  die  angegebene  Definition  der 
Äquivalenz  den  Bedingungen  genügt,  welche  man  an  eine  solche  stellen 
mub.    Es  bestehen  nämlich  die  Sätze: 

1.  Jeder  Divisor  D  ist  sich  selbst  äquivalent,  da  -^  =  1  ist  und 

die  Zahl  1  der  Hauptklasse  angehört. 

2.  Sind  zwei  Divisoren  einem  dritten  äquivalent,  so  sind  sie  unter- 
einander äquivalent.    Sind  nämlich  O  und  D!  zu  O^  äquivalent  und  ist 

80  ist  -j.,  ~  y  gehört  also  der  Hauptklasse  an. 

Alle  Divisoren  derselben  Klasse  haben  dieselbe  Ordnung,  da  jeder 
Divisor  0^|  die  Ordnung  q  von  O^  besitzt.  Es  soll  q  daher  die 
Ordnung  der  Klasse  (Q)  genannt  werden. 

Es  ergiebt  sich  so,  dafs  die  Elemente  D  einer  beliebigen  Divi- 
sorenklasse (Q)  =  (JOlo^)>  ahgesehen  von  dem  gemeinsamen  Faktor  £l^ 
mit  den  Elementen  des  Körpers  K  übereinstimmen.  Jeder  Funktion  5 
des  Körpers  K  entspricht  dann  eindeutig  ein  Divisor  D  =  DqI 
der  BJasse  Q,  welcher  aus  S  durch  Multiplikation  mit  dem  festen  Mul- 
tiplikator Dq  hervorgeht.  Umgekehrt  erhält  man  aus  Q  die  zugeordnete 
Funktion  |,  wenn  man  Q  durch  den  Multiplikator  Dq  dividiert. 

Welchen  Divisor  der  Klasse  Q  man  hier  als  den  gemeinsamen 
Multiplikator  wählt,  ist  vollkommen  gleichgiltig.  Ist  nämlich  DJ,  ein 
anderer  Divisor  der  Klasse,  ist  also 

so    entspricht  jetzt   dem   vorher   betrachteten   Divisor  D  eine    andere 
Funktion  |  des  Körpers,  denn  es  ist 

Wählt  man  also  statt  des  Multiplikators  CIq  einen  anderen  Divisor  D^, 
so    findet   man    die    den    einzelnen   Divisoren  D,  D!, . .  .    zugeordneten 
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Elemente  |,  |'^ . . .  der  HauptMasse^  indem  man  die  diesen  vorher  zugeord- 
neten Elemente  1^1'^...  alle  mit  derselben  Gfrölse  |o= ^  multipliziert. 

Man  kann  den  Multiplikator  Oq  innerhalb  der  Klasse  Q  stets  so 
Wahlen,  daCs  er  einen  oder  mehrere  gegebene  Primteiler  ^,  ^', . . .  ^^''^ 
gar  nicht,  weder  im  Zahler  noch  im  Nenner  enthält.  Sollte  das  nämlich 
fQr  den  ursprünglich  gewählten  Multiplikator  nicht  der  Fall  sein,  so 
kann  man  statt  seiner  einen  anderen  äquivalenten 


nehmen   und   die   Funktion   |q   im    Körper  K  nach  S.  217  so  wählen, 
daJjB  der  Quotient 

die  Primfaktoren  5ß,  5ß', . . .  5ß('-)  gamicht  enthält. 

Hat  man  den  Multiplikator  O^  so  gewählt,  so  sind  irgend  zwei 
zugeordnete  Elemente  |  und  £l=|0|)  der  Hauptklasse  Exmd  der  Klasse  Q 
stets  von  derselben  Ordnung  in  Bezug  auf  diese  gegebenen  Prim- 
faktoren 5ß,  ^', . . .  ^^^\  weil  ja  ihr  Quotient  y  =  O©  gerade  diese  Divisoren 
nach  dem  vorher  Gesagten  nicht  enthält. 


§2. 
Es  seien  jetzt 

§1?       ta>  •  •  •     5/t 
ft  beliebige  Funktionen  des  Körpers,  und 

die  ihnen  eindeutig  entsprechenden,  auch  der  multiplikativen  Konstaute 
nach  bestimmten  Divisoren  der  Hauptklasse  E,  so  dals  allgemein 

ist;  dann  stellt  jede  homogene  lineare  Funktion 

1)  S'^-^li  +  C8?2+---+c^|^ 

mit  konstanten  Koeffizienten  für  jedes  Wertsystem  c^^ , .  ,  c^t  ein  Element 
des  Körpers  dar,  welches  durch  jene  Konstanten  eindeutig  bestimmt 
ist.     Ist 
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der  zu  |  gehörige  Divisor  der  Hanpiklasse,  und  ersetzt  man  in  (1)  die 
Elemente  des  Körpers  K  durch  die  ihnen  gleichen  Divisoren,  so  ist  Oe 
ebenfalls  durch  die  Gleichung 

la)  Oc==CiD^,  +  (iD€.  +  ---+c^D|^ 

eindeutig  bestimmt  und  kann  leicht  mit  Hilfe  der  folgenden  Über- 
legung gefanden  werden: 

der  groljste  gemeinsame  Teiler  der  ft  Divisoren  O^^.,  d.  h.  derjenige 
Divisor,  welcher  jeden  einzelnen  Primfaktor  $  so  oft  enthalt,  als  er 
mindestens  in  allen  ft  Divisoren  £l^^  auftritt;  dann  ist  S)  im  allgemeinen 
ein  gebrochener  Divisor,  und  es  bestehen  die  ft  Gleichungen 

wo  jetzt  (®i, . . .  %fi)  ganze  Divisoren  bedeuten,  welche  keinen  Prim- 
faktor gemeinsam  haben. 

Dann  zeigt  man  leicht,  dafs  auch  D|  durch  den  groüsten  gemein- 
samen Teiler  S)  teilbar  ist,  da(s  also,  wie  auch  die  Koeffizienten  Ci 
beschafEen  sein  mögen,  stets  die  Gleichung  besteht: 

wo  @  einen  von  den  Ci  abhängigen  ganzen  Divisor  bedeutet. 

Ist  nämlich  ^  ein  beliebiger  Primteiler  und  ^^  diejenige  Potenz 
desselben,  welche  in  S)  enthalten  ist,  so  sind  alle  ft  Divisoren  D^^  oder 
also  alle  ft  Funktionen  $,  mindestens  durch  ^^  teilbar.  Ist  also  der 
zu  5p  gehörige  Punkt  ^  von  SR,  etwa  ein  a- blättriger  Verzweigungs- 
punkt, so  bestehen  in  seiner  Umgebung  für  Si, . . .  S/t  die  Entwicke- 
lungen 

:  i. 

wo  mindestens  einer  der  fi  Anfangskoeffizienten  6|,  Cj, .  . .  c^  von  Null 
verschieden  ist.  Also  ergiebt  sich  für  §  oder  Dt  in  der  Umgebung 
desselben  Punktes  die  Entwickelung 
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wo  der  Anfangskoeffizient  e  durch  die  Gleichung 
2)  e  =  Ciei  +  c^e^+"'  +  Cf,ef, 

bestimmt  ist  Also  ist  $  in  der  Umgebung  einer  jeden  Stelle  $  min- 
destens von  derselben  Ordnung  wie  der  Divisor  S)  von  (li, . . .  1;,), 
iL  es  ist  in  der  That  £l  =  S)@;  was  zu  beweisen  war. 

Aus  der  Form  (2)  des  Anfangskoe£fizienten  e  in  der  Entwickelung 
Ton  l  folgen  aber  weiter  unmittelbar  die  Sätze: 

1.  Man  kann  die  Eonstanten  c^,  c^y . .  .Cf^  auf  unendlich 
viele  Arten  so  bestimmen^  dafs  in  der  Funktion  |  =  S)®  der 
ganze  Divisor  ®  beliebig  viele  gegebene  Primteiler 

nicht  enthält; 

denn  hierzu  sind  ja  die  Eonstanten  Ci  nur  so  zu  wählen^  dafs  die  zu 
^^\ . . .  ^("^  gehörigen  Anfangskoef&zienten  (2)  von  Null  verschieden  sind. 

2.  Man  kann  die  Eonstanten  c^, . .  .Cfi  stets  so  bestimmen^ 
dals  der  Divisor  &  einen  gegebenen  Primteiler  $  enthält; 

denn  zu  diesem  Zwecke  brauchen  ja  die  o«  nur  so  gewählt  zu  werden, 
dab  der  zu  $  gehörige  Anfangskoeffizient  (2)  verschwindet 

Da  sich  die  Divisoren  einer  und  derselben  Elasse  Q  von  den 
zugeordneten  Divisoren  der  Hauptklasse  E  nur  um  einen  und  den- 
selben Multiplikator  O^  unterscheiden,  so  gelten  die  soeben  gefundenen 
ätze  ohne  weiteres  auch  für  die  Divisoren  einer  beliebigen  Elasse, 
wenn  wir  festsetzen, 

dals  jede  Gleichung  zwischen  beliebigen  Gröfsen  g,  1^, . . .  I^t 
des  Eörpers  K  oder  zwischen  beliebigen  Divisoren 

Dt,    D|,, . . .  Dt^ 

der  Hauptkksse  E  gütig  bleibt,  wenn  man  sie  mit  einem 
beliebigen  von  Null  verschiedenen  Divisor  multipliziert,  und 
dals  umgekehrt  eine  solche  Gleichung  innerhalb  der  Elasse  Q 
besteht,  wenn  aus  ihr  durch  Division  mit  dem  Multiplikator  Dq 
eine  richtige  Gleichung  innerhalb  der  Hauptklasse  E  folgt. 

Diese  Festsetzung  stimmt  mit  dem  bekannten  Satze  überein,  dafs  eine 
Gleichung  richtig  bleibt,  wenn  man  sie  mit  einer  von  NuU  ver- 
schiedenen Grölse  multipliziert. 

Es  sei  O^  der  Multiplikator  für  die  Elasse  Q,  und  es  mögen 

die  den  Divisoren  der  Hauptklasse 

^if     ^hf     ^'.J  •  •  •  ^^u 
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oder^  was  dasselbe  ist,  die  den  Elementen 

von  K  zugeordneten  Divisoren  der  Klasse  Q  sein,  so  daCs  ako  all- 
gemein Di«=  0^,.Clo=  l«Qo  ^^^'  Multipliziert  man  nun  die  Gleichimg  (1) 
mit  D^  und  ersetzt  die  dann  sich  ergebenden  Produkte  Os^D©  durch  die 
ihnen  gleichen  Divisoren  O,-,  so  erhält  man  die  Gleichung 

durch  welche  jetzt  für  jedes  Wertsystem  der  (c)  ein  Divisor  D  der 
Klasse  Q  eindeutig  bestimmt  ist,  nämlich  derjenige,  welcher  dem 
durch  (1)  gegebenen  Divisor  £l&  der  Hauptklasse  zugeordnet  ist. 

Diese  Gleichung  (3)  zwischen  den  (ft  +  1)  Divisoren  der  Klasse  (O 
besagt  nur,  dafs  zwischen  den  zugeordneten  Elementen  |,  S^^ . . .  ^^  der 
Hauptklasse  die  entsprechende  Gleichung  (1) 

3a)  l  =  CiSi  +C2I2  H hc^l/t 

besteht,  in  welche  diese  durch  Division  mit  dem  gewählten  Multi- 
plikator £lo  übergeht,  wenn  man  allgemein 

setzt.  Geht  man  dagegen  umgekehrt  von  der  Gleichung  (3)  aus,  dividiert 
sie  aber  durch  einen  anderen  Multiplikator  D^,  so  erhält  man  aller- 
dings eine  von  (3a)  verschiedene  Gleichung  des  Körpers,  welche  aber 
eine  notwendige  Folge  von  dieser  ist.     Setzt  man  nämlich 

so  geht  aus  (3)  durch  Division  mit  Q[j  die  Gleichung 

3b)  g'  =  c,g;  +  ^j^  +  ...+  c^g;^ 

hervor,  aber  aus  den  Gleichungen  (4)  und  (4  a)  folgt,  dafs 

S'   _  ^'1  _       _  6'a^  _   ^0   _  . 
1;       *•*        V         £f,        ^0 


ist;  also  geht  die  zweite  Gleichung  (3b)  aus  der  ersten  (3a)  durch 
Multiplikation  mit  dem  Faktor  ^q  hervor,  die  eine  ist  also  dann  und 
nur  dann  erfüllt,  wenn  auch  die  andere  besteht. 

Geht  man  umgekehrt  von  der  ebenfalls  richtigen  Gleichung  (3  b) 
der  Hauptklasse  aus  und  multipliziert  sie  mit  dem  neuen  Multi- 
plikator DJ),  so  gelangt  man  wegen  (4a)  zu  genau  derselben  Glei- 
chung (3)  wie  vorher;  diese  Beziehung  zwischen  den  Divisoren 

von  Q  ist  also  von  der  Wahl  des  Multiplikators  D^  ganz  unabhängig. 
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Jeder  homogenen  linearen  Gleichung  zwischen  beliebigen  Elementen 
des  Eoipers,  d.  h.  zwischen  Divisoren  der  Hauptklasse  entspricht  also 
dieselbe  Gleichung  zwischen  den  zugeordneten  Divisoren  einer  beUebigen 
Klasse  Q,  und  zwar  für  einen  ganz  beUebig  anzunehmenden  Multi- 
plikator  O^.  Durch  diese  Gleichung  (3)  ist  also  für  jedes  Wertsystem 
c^fC^f'Cfi  ein  Divisor  O  der  Klasse  Q  eindeutig  bestimmt.  Wir 
können  das  Verhalten  von  O  in  Bezug  auf  jeden  Primteiler  $  leicht 
feststellen.  Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  den  Multiplikator  D^  ein- 
fach so,  dafs  er  $  weder  im  Zahler  noch  im  Nenner  enthalt,  was 
nach  der  auf  S.  253  gemachten  Bemerkung  stets  möglich  ist.  Dann  ent- 
halten nach  Division  mit  O^  in  der  zugehörigen  Gleichung 

die  zugeordneten  Funktionen  S^  ^i; . . .  S^  den  Primteiler  $  genau  so 
oft,  wie  vorher  die  Divisoren  D,  Dj, . . .  Q^;  es  gelten  daher  für  diesen, 
also  auch  für  jeden  Primfaktor  genau  die  oben  für  die  Divisoren  der 
Hauptklasse  gefundenen  Sätze.    Ist  also  wieder 

S)  =  (Dl,  D,, . . .  D^) 

der  groüste  gemeinsame  Teiler  von  O^,  D,, . . .  O;«,  ist  also  allgemein 

wo  die  ganzen  Divisoren  (®i,  %^, . , ,  @fi)  den  gröfsten  gemeinsamen 
Teiler  Eins  haben,  so  ist  auch 

und  man  kann  die  Konstanten  c^,  c^, . . .  c^t  stets  so  bestimmen,  dafs  ® 
entweder  beliebig  gegebene  Primteiler  nicht  enthält,  oder  dals  ®  einen 
gegebenen  Primfaktor  ^  als  Teiler  besitzt;  sind  also  speziell 

®i,     ®2^  •  •  •  ®f^ 
ganze  Divisoren,  so  gilt  dasselbe  von  jedem  Divisor 

für  beliebige  Werte  der  ft  Konstanten  Ci. 

Wir  wollen  v  Divisoren  D^,  D,, . . .  Dy  linear  unabhängig 
nennen,  wenn  zwischen  ihnen  keine  lineare  homogene  Relation 

5)  CiDi  +  Ca  O,  +  •  •  •  +  c,£Ly  =  0 

mit  konstanten  Koeffizienten  besteht,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  die 
V  zugeordneten  Funktionen  der  Hauptklasse  li^  §2;  *  *  *  ^^  linear  un- 
abhängig sind;  denn  aus  einer  Gleichung 

5a)  qSi  +  c^^'] \-Cy^T  =  0 

würde  ja  durch  Multiplikation  mit  O^  die  entsprechende  Gleichung  (5) 
hervorgehen. 

HenBel  u.  LandBberg,  .  ^  17 
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Ghmz  ebenso,  wie  wir  hier  lineare  homogene  Fnnkidonen  von 
(i  Divisoren  einer  beliebigen  Klasse  Q  untersucht  haben,  können  wir 
auch  homogene  Funktionen  höheren  Ghrades  in  den  Kreis  unserer  Be- 
trachtungen ziehen,  doch  soll  hierauf  an  dieser  Stelle  nicht  naher  ein- 
gegangen werden;  wir  werden  später  sehen,  daCs  dieses  allgemeinere 
Problem  unmittelbar  auf  das  hier  betrachtete  zurückgeführt  werden 
kann. 

§3. 
Sind 

irgend  zwei  Paare  äquivalenter  Divisoren,  ist  also 

a  —  ^^    9j'  —  ^7 

wo  ri  und  ^  zu  K{ZjU)  gehören,  so  ist  auch 

denn  es  ist 

09t  _  08^_.         m    _  Ü'   _  rj 

am'  ~  o'  *  »r  ""  "^^^     o'  ""  ^  ~  ^  * 

Sind  also  {Q)  und  (JR)  zwei  beliebige  Divisorenklassen,  so  bilden  alle 
Produkte  DSfl  je  zweier  Divisoren  von  {Q)  und  (i?)  eine  neue  Klasse, 
welche  durch  (QB)  bezeichnet  werden   soll.     Ganz  ebenso  bilden  alle 

Quotienten  ^>  deren  Zahler   der  Klasse   {Q)   und   deren  Nenner   der 

Klasse  (R)  angehören,  eine  neue  Klasse,  welche  durch  f  -^  J  bezeichnet 

werden  soll. 

Sind  q  und  r  die  Ordnungszahlen   der  Klassen  Q  und  R, 

so  besitzen  QR   und  ^   ofiFenbar   die   Ordnungszahlen    q  +  r 

und  q  —  r.  Die  Hauptklasse  E  ist  die  einzige,  durch  deren 
Multiplikation  oder  Division  eine  beliebige  Klasse  Q  nicht  ge- 
ändert wird,  denn  es  ist  ja 

QE=^Q,    §  =  Q, 

weU  nur  durch  Multiplikation  bzw.  Division  mit  einer  Gröfse 
des  Körpers,  i  h.  einem  Divisor  der  Hauptklasse,  ein  Divisor 
von  Q  in  einen  äquivalenten  Teiler  übergeht. 

Ist  femer  SC  irgend  ein  Divisor  der  Klasse  (QR),  so  kann  %,  und 
zwar  auf  unendlich  viele  Arten,  in  ein  Produkt  von  zwei  Faktoren  QSfl 
zerlegt  werden,  welche  bzw.  zu  (Q)  und  zu  (i?)  gehören.     Sind  näm- 
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id  zwei  DiviBoren  von  (Q)  nnd  (R),  so  gehSrt  ja 
iben&Us  zti  der  Klasae  (QS),  es  ist  also 

bee  angehört.     Also  ist 

rodnkte  der  beiden  Faktoren 

w)  und  zu  (it)  gehören,  and  zwar  kann  einer  der- 
f  Q,    innerhalb   der    Klaase   (Q)    ganz    beliebig    an- 
der zweite   ist  dann   innerhalb  (^R)  eindeutig  be- 
fcenso   beweist   man,    dalä    auch    jeder    Divisor    der 
mendlich  viele  Arten  als  ein  Quotient  s  dargestellt 
■en  Zähler  zu  (Q)  und  dessen  Nenner  zq  (^K)  gehOrt 
ind  m  zwei  spezielle  Divisoren  der  beiden  Elaasen  Q 
ten  ferner  |  und  ij  alle  Divisoren  der  Hauptklosse, 

(US)     nnd     («,,) 
Klassen  (Q)  und  (ü),  so  sind  alle  Divisoren  der 
I  (  ^-]  und  aar  sie  in  der  Form 

(Q«l)    ond    (g^) 
ph   I,  rj  wie   stets   im   folgenden   alle   Divisoren   der 


^tzen  folgt,  dals  man  mit  den  Divisorenklassen  genau 
[  wie  mit  gewöhnlichen  Zahlen,  solange  es  nor 
i  und  Divisionen  ankommt    Speziell  folgt  ans  der 

(C)(B)-(T) 

(iO  =  (J)- 
L  (i2)  und  (M)  beliebige  DivisorenklasBen,  so  folgt  aus 
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denn  sind  £l,  ^t,  3R  irgendwelche  Divisoren  jener  drei  Elassen,  so  ist  ja 

Da»  o-  8fl2R, 
also  gehört  der  Qnotient 

der  Hanptklasse  an^  es  ist  also  in  der  That  D  ^^  9{;  mithin  Q  =  R, 

§4. 

Unter  den  Divisoren  einer  Klasse  (Q)  sind  diejenigen  besonders 
wichtig;  welche  ganz  sind,  also  keinen  Nenner  haben.  Sie  bilden  einen 
Teilbereich  jener  Klasse,  welcher  ihr  Integritätsbereich  genannt 
und  durch  [Q]  bezeichnet  werden  solL 

Ist  &  irgend  ein  ganzer  Divisor  der  Klasse  Q,  g  das  zugeordnete 
Element  der  Hauptklasse  und  D^  der  Multiplikator,  so  ist 

ein  ganzer  Divisor,  also  folgt 

d.  h.  der  Divisor  @  ist  dann  und  nur  dann  ganz,  wenn  die  zugeordnete 
Funktion  g  des  Körpers  ein  ganzes  Vielfaches  von  ^  ist 

irgend  welche  ganze  Divisoren  der  Klasse  (Q),   so   ist,   wie   oben  be- 
wiesen, jede  homogene  lineare  Funktion 

ebenfalls  ein  ganzer  Divisor  von  (Q), 

Wir  zeigen  nun,  dafs  man  stets  alle  ganzen  Divisoren  einer  be- 
liebigen Klasse  (Q)  homogen  und  linear  durch  eine  Anzahl  linear  un- 
abhängiger ganzer  Divisoren  darstellen  kann,  und  zwar  durch  ein 
endliches  ganz  bestimmtes  Verfahren. 

Die  Divisoren  ®>i,&2,  *  •  '®fi  bilden  dann  und  nur  dann  ein  linear 
unabhängiges  System  ganzer  Divisoren  der  Klasse  {Q),  wenn  die  zu- 
geordneten Funktionen  tif  ^2)  -  -  -tfi  ^^^  Hauptklasse  ebenfalls  linear 
unabhängig  und  sämtlich  Multipla  des  Divisors 

sind.     Ist   umgekehrt   ^i;^;-..^xY   ein   vollständiges  System   linear 
unabhängiger  Multipla  von  ^  ;  so   bilden  die  zugeordneten  Divisoren 


j 
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ein  YoUstandiges  System  (&i,  ®^, . . .  &n)  "^on  linear  unabhängigen 
ganzen  Divisoren  der  Klasse  (Q),  denn  es  ist  ja  erstens 

Oo&«Do~®i  =  ®.-,  (»  =  1,2,  ...JV^) 

also  ganz;  femer  sind  jene  N  Divisoren  ®i  auch  linear  unabhängige 
da  die  zugeordneten  Funktionen  ^i  unabhängig  sind;  und  endlich  bilden 
sie  auch  ein  vollständiges  System  unabhängiger  ganzer  Divisoren, 
denn  wäre  etwa  ein  ganzer  Divisor  &q  von  (Q)  nicht  durch  @i,...@^ 
darstellbar^    so    wäre    die    zugeordnete    Funktion    ^    ein   Multiplum 

von  ^}  aber  nicht  durch  ^i, .  •  .^n  darstellbar^  und  dies  verstöfst  gegen 

die  gemachte  Annahme^  daCs  tip '  -  »tif  ^üi  vollständiges  System  linear 

unabhängiger  Multipla  von  -^  bilden. 

Mit  Hilfe  der  im  §  1  der  fünfzehnten  Vorlesung  abgeleiteten 
Resultate  sind  wir  aber  imstande,  ein  vollsiÄndiges  System  linear  un- 
abhängiger Multipla  des  Divisors  ^  =  D^  zu  bestimmen.  Zu  diesem 
Zwecke  brauchen  wir  nur  ein  Fundamentalsystem 

f&r  den  Körper  K(z,  u)   und   den  Divisor  D^  zu   bilden,   welches   in 
Bezug  auf  eine  reguläre  Stelle  (z  »  cCq)  normal  ist.     Sind  dann  wieder 

die  Ordnungszahlen  jener  Funktionen  in  Bezug  auf  die  Stelle  (z  =  ocq), 
imd  sind  r,,  —  r«  diejenigen  unter  ihnen,  welche  positiv  oder  Null 
sind,  so  bilden  die 

Funktionen 

1)  gW       -^— ;     ,    ^     ,,; 5 (»  =  1,2,...«) 

ein  vollständiges   System   linear  unabhängiger  Multipla  für  ^,  und 

unsere  Aufgabe  ist  damit  vollständig  gelöst. 

Diese  Bestimmung  ist  natürlich  ganz  unabhängig  davon,  welcher 
Multiplikator  Dq  zur  Zuordnung  benutzt  wird.  Wählen  wir  D!q  statt  D^, 
und  ist  .., 

80  erhalten  wir  aus  dem  vorigen  Systeme  (1)  ein  Fundamentalsystem 
tax  alle  Multipla  von  ^;  indem  wir  einfach  alle  seine  N  Funktionen 
mit  lo  niultiplizieren,  denn  während  die  ersteren  alle  in  der  Form 

— t  ■     — ."  ■  .  • .  — 


L 
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darstellbar  waren^  sind  die  anderen  in  der  Form 

enthalten^  die  Zähler  sind  also  ungeändert  geblieben. 

Wir  wollen  die  Anzahl  N  der  linear  unabhängigen  ganzen  Di 
soren  der  Klasse  (Q)  die  Dimension  von  (Q)  nennen  und  durch  {^^ 
bezeichnen;  sind  also  r^,  r^, . . .  r,  die  Exponenten  derjenigen  Elementcu-- 
teiler  des  algebraischen  Systems  (|(*))  für  die  Stelle  (0^0^,  weicsühe 
nicht  negativ  sind^  so  ist  die  Dimension  der  Klasse  (Q)  durch  de 
Gleichung  gegeben: 

2)  {e}  =  (ri  +  l)+---+(r,+  l). 

Ist  die  Ordnung  q  der  Klasse  Q  speziell  kleiner  als  n,   so  kann 
keine  einzige  unter  den  n  Ordnungszahlen  r<  positiv  sein;  denn  mr^ 

auch  nur  r^  =  1,  so  wären  nach  (1)  l^  und     ^      Multipla  von  ^  ^ 
es  bestünden  also  die  beiden  Gleichungen 


WO  ®  und  ®'   ganze   Divisoren  q^^'  Ordnung   sind;   also   ergäbe  si<^ 
durch  Division  ^ 

wo  der  rechts  stehende  Quotient  vom  Grade  q  oder  von  niedrigere] 
Grade  ist^  je  nachdem  die  Divisoren  ®  und  &  einen  gemeinsam^^^ 
Teiler  haben  oder  nicht.  Da  aber  0  —  a^  vom  n***^  Grade  ist,  so  mn^* 
in  diesem  Falle  sicher  q^n  sein. 

Ist  also  q  <ny  so  sind  die  Ordnungszahlen  der  Elemente 

(iw, . . .  iw) 

für  die  Stelle  (g  <==  otq)  alle  Null  oder  negativ;  in  diesem  FaUe  ist  also 
die  Dimension  der  Klasse  Q  durch  die  einfachere  Gleichung  gegeb^: 

{Q)  -  s, 

wenn  g^')  das  letzte  Element  nullter  Ordnung  in  (jsr  =  ctg)  ist.  Ist  also 
der  Ghrad  einer  Klasse  kleiner  als  n,  so  kann  ihre  Dimension  höchstens 
gleich  n  sein. 

Ist  jetzt  wieder  Q  eine  beliebige  Klasse  algebraischer  Divisoren 
von  der  Ordnung  q,  in  welcher  q  nur  so  groJjs  angenommen  ist^ 
dafs  ihre  Dimension  N  sicher  gröüser  als  Eins  ist,  und  sind  wieder 
(^(1)^  r^W^ . . .  ^(^))  ein  vollständiges  System  linear  unabMngiger  Multipla 
von  0,^,  so  dab 


§  4.    Lineare  Darstellimg  aller  ganzen  Divisoren  einer  Klasse.  263 

iat;  BO  ist  der  Quotient 


für  jedes  Wertsystem  c^, . . .  c^f^i  eine  Ghröfse  des  Körpers,  deren  Gh*ad 
gleich   oder  kleiner   als   q   ist,  je   nachdem   die  N  ganzen   Divisoren 

®i, ®,v  teilerfremd  sind  oder  einen  gemeinsamen  Teiler  S)  besitzen, 

denn  nur  dieser  Teiler  hebt  sich  für  unbestimmte  d  fort  Wegen  der 
Unabhängigkeit  der  N  Ghrölsen  ?/*)  kann  x  für  keine  Wahl  der  Koeffi- 
zienten Ci   eine   Konstante   werden,   da   aus  der  Gleichung  x^=c  die 

folgen  würde.  Wir  können  nun  die  JT"— 1  im  Zähler  von  x  homogen 
auftretenden  Konstanten  <i, . .  •  Cif^i  nach  S.  255  Nr.  2  stets  so  be- 
stimmen, dals  der  Zähler  von  x  mindestens  N^2  Primfaktoren  mit 
dem  Nenner  gemeinsam  hat,  welche  sich  also  fortheben.  Auf  diese 
Weise  ergiebt  sich  für  x  eine   nicht  konstante  GröJse   des   Körpers, 

deren  Grad  gleich 

q'-N+2 

oder  noch  kleiner  wird.     Es  ergiebt  sich  also  der  allgemeine  Satz: 

Ist  Q  eine  Divisorenklasse,  deren  Dimension  mindestens 
gleich  zwei  ist,  so  kann  man  auf  rationalem  Wege  eine  nicht 
konstante  Gröfse  x  des  Körpers  finden,  deren  Ghrad 

3)  n.£q-{Q)  +  2 

ist;  legt  man  diese  als  unabhängige  Variable  zu  Grunde,  so 
geht  K(ß,  u)  in  einen  Körper  von  derselben  Ordnung  über. 

Da  der  Ghrad  n«  immer  mindestens  gleich  Eins  bleibt,  so  ergiebt 
sich  die  Ungleichung 

4)  2^(0} -1, 

welche  gilt,  sobald  die  Dimension  [Q]  mindestens  gleich  zwei  ist.  Wir 
werden  sehr  bald  in  dem  Riemann-Rochschen  Satze  den  allgemeinsten 
Ausdruck  für  diese  Beziehung  kennen  lernen. 

Ist  endlich  q  <n  und  s  die  Anzahl  der  Elemente  ^^^\ . . .  |W, 
welche  sich  im  Punkte  (z  =  a^)  regulär  verhalten,  so  kann  man  auf 
dem  hier  angegebenen  Wege  den  Grrad  des  Körpers  mindestens  auf  die 
Zahl  q  —  s  +  2  erniedrigen. 

Aus  der  genauen  Gleichung  (2)  leiten  wir  endlich  noch  eine  ungenaue 
ab,  welche  mitunter  mit  Nutzen  angewendet  wird.  Da  alle  auf  r« 
folgenden  Ordnn  r«4.i, . . .  ri,  negativ  sind,  also  höchstens  den 

W€ 
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.{<2}  =  (»'i +  !)  +  ••• +('-.  +  l)^(r»  +  l)+---+(r.  +  l)+.-.+  (r.  +  l) 

^(»•,H \-rn)+n, 

n 

und  da  die  Summe  ^^i    der   Ordnungszahlen  der  Elemente  li^ . . .  1« 

nach  dem  auf  S.  226  bewiesenen  Satze  gleich  *"  (ff  +  y)  ^'  wenn 
q  =  —  q  die  Ordnung  von  D^  =  =-  ist,  so  folgt  aus  (6)  die  elegante 
Ungleichheit 

Wir  wollen  die  von  der  Wahl  des  Divisors  D  unabhängige  ganze 
Zahl 


-2  -  n  +  1 


nach  Biemann  durch  p  bezeichnen  und  sie  das  Geschlecht  des 
Körpers  K(z,  u)  nennen.  Wir  werden  sehr  bald  den  wichtigen  Nach- 
weis führen ;  dafs  diese  Zahl  nur  scheinbar  von  der  Wahl  der  Yariabeln  e 
oder  der  zugehörigen  Biemannschen  Fläche  9t,  abhängt^  dafs  vielmehr 
für  jede  Variable  x  des  Körpers  K(z,  u) 

ist.     Diese  Zahl   ist   also  eine  und  zwar  die  wichtigste  Invariante  des 
Körpers  K.    Führen  wir  sie  schon  hier  in  die  Gleichung  (5  a)  ein,  so 
geht  sie  über  in 
5b)  {(2}^^-^  +  l. 

Auch  diese  Ungleichung  wird  später  in  dem  Riemann-Bochschen  Satze 
durch  eine  fundamentale  Gleichung  ersetzt  werden. 

Ersetzen  wir  endlich  in  der  Ungleichung  (3)  ebenfalls  {Q)  durch  den 
soeben  gefundenen  nicht  gröfseren  Wert  q  —  p  +  ^,  so  geht  die  dort 
gefundene  obere  Grenze  für  7ix  in  2>  +  1  über,  und  man  erhält  den  Satz: 

Man  kann  den  Grad  des  Körpers  K(js,  ii)  stets  mindestens 
auf  p  +  1  erniedrigen,    wenn  j;  das    Geschlecht   desselben    ist. 

Wir  schliefsen  hier  noch  zwei  für  die  Folge  wichtige  Bemerkungen 
an.  Für  eine  beliebige  Klasse  {Q),  deren  Ordnung  q  eine  negative 
Zahl  ist,  wird  mx  —  (\ 

denn  jeder  ganze  Divisor  von  (Q)  müfste  ja  die  negative  Ordnungs- 
zahl q  haben,  was  unmöglich  ist. 

Dasselbe  ist  für  jede  Klasse  von  der  Ordnung  Null  der  Fall, 
welche  nicht  die  Einheitsklasse  ist,  denn  ein  ganzer  Divisor  kann  nur 
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dann  die  Ordnung  Nnll  haben^  wenn  er  gleich  Eins  ist;  in  diesem 
Falle  ist  aber  Q  =  E,  weil  allein  diese  Klasse  die  Eonstanten  enthalt 

Also  ist  endlich  ,  ^.      . 

{E}=1, 

denn  in  der  Hanptklasse  sind  die  Eonstanten  die  einzigen  linear  un- 
abhängigen ganzen  Elemente. 

§5. 

Wir  verallgemeinein  jetzt  das  im  vorigen  Paragraphen  gefundene 
Resultat,  indem  wir  uns  folgende  Aufgabe  stellen: 

Es  sollen  alle  Multipla  eines  Divisors  O  innerhalb  einer 
beliebigen  Elasse  (22)  gefunden  werden. 

Ist  speziell  (22)  die  Hauptklasse  (E),  so  ist  diese  Aufgabe  bereits 
in  der  fOni^ehnten  Vorlesung  gelöst  und  als  das  Hauptproblem  in  der 
ganzen  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  bezeichnet  worden.  Wir 
weisen  jetzt  nach,  dals  die  hier  vorgelegte  Aufgabe  unmittelbar  auf 
jene  zurückgeführt  werden  kann. 

Alle  Divisoren  SR  der  zu  untersuchenden  Elasse  22  können  in  der 
Form  _ 

dargestellt  werden,  wo  O  den  gegebenen  Divisor  bedeutet  imd  D  der 
Reihe  nach  alle  Divisoren  der  Elasse  (^j  durchläuft.     Soll  also  9i  ein 

ganzes  Multiplum  von  £l  sein,   so   ist  dies  dann  und  nur   dann  der 

Fall,  wenn  D  =  ®  ein  ganzer  Divisor  der  Elasse  (^\  ist.  Bilden 
lungekehrt 

1)  ®i,     &2f  '  '  *  &f* 

ein  vollständiges  System  von  linear  unabhängigen  ganzen  Divisoren 
der  Elasse  (q),  so  bilden  die  ii  Produkte 

2)  D®i,     D®2,...D®^ 

ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Multipla  von  Q  innerhalb 
der  Elasse  (22);  denn  einmal  sind  die  Divisoren  (2)  linear  unabhängig, 
weil  es  die  Divisoren  (1)  sind,   zweitens  gehören  sie  der  Elasse  (22) 

an,   weil   die   Divisoren  (1)    der  Elasse   iy:\  angehören,   und  drittens 

kann  es  innerhalb  der  Elasse  (Q)  kein  Vielfaches  El®^  geben,  welches 
durch    die   Elemente  (2)   nicht   homogen   und  linear  darstellbar  wäre, 

weil  ja  sonst  auch  der  ganze  Divisor  @q  der  Elasse  '  —  *  •nicht  durch 
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das  System  (1)  dargestellt  werden  konnte,   welches  dann  also   nicht 
vollständig  wäre. 

Es  ergiebt  sich  hieraus  der  wichtige  Satz: 

Die  Anzahl  aller  linear  unabhängigen  Multipla  eines  be- 
liebigen Divisors  D  innerhalb  einer  Divisorenklasse  (R)  ist  gleich 

{fi' 

also   gleich   der   Dimension   der  Klasse  [q],  wenn   (Q)   die 

Klasse  des  betrachteten  Divisors  ist;  sie  ist  also  von  der 
speziellen  Wahl  von  D  innerhalb  der  Klasse  (Q)  ganz  un- 
abhängig. 

Ist  speziell  (i2)  die  Hanptklasse  (E),  so  ist  die  Anzahl  der  linear 
unabhängigen  algebraischen  Funktionen,  welche  Multipla  eines  Divisors  C 
sind,  gleich  der  Dimension  .     . 

der  durch  den  Divisor   g  bestimmten  Klasse;  man  erkennt  also  auch 

hier,  dals  jene  Anzahl  ganz  unabhängig  von  der  Wahl  von  O  inner- 
halb der  Klasse  (Q)  ist. 

Ist  (ö)  von  höherer  oder  gleicher  Ordnung  wie  (R),  so  ist  nach 
der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gemachten  Bemerkung 


(11 = »- 


weil  die  Ordnungszahl  r  —  q  der  Klasse  Iq)  ^^  ^^^^  negativ  ist 
Nur  in  dem  Falle,  dafs  Q  =  R  ist,  ist 

Im  ersten  Falle  enthält  also  die  Klasse  (i?)  kein  einziges  Multiplum 
irgend  eines  Divisors  £l  der  Klasse  ((?).  Ist  dagegen  B^=  Q,  so  ist 
eben  Qq  selber  das  einzige  Multiplum  von  Qq  innerhalb  der  IQasse  Q. 

§6. 

Wir  betrachten  jetzt  zum  Abschlüsse  dieser  Untersuchungen  alle 
ganzen  Divisoren  einer  beliebigen  Klasse  (Q),     Es  sei  [Q}  =  [i,  und  es 

ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  ganzer  Divisoren  von  {Q) 
bedeuten.  Jeder  andere  ganze  Divisor  von  {Q)  ist  dann  eindeutig  in 
der  Form 
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&  =  C^&i  +  Cj|®j  +  •  •  •  +  c^&^ 

darstellbar.    Haben  femer  die  fi  Divisoren  ®i  den  gemeinsamen  Teiler  S), 
80  ist  S)  ebenfalls  ganz^  und  jeder  andere  ganze  Divisor  ®  von  Q  ist 
eben&lls  ein  Mnltiplnm  von  %>,  also  gleich  ^®. 
Es  sei  nun  allgemein  _ 

\i  =  3)®,; 


ist  dann  D  die  zu  S)  gehörige  Klasse^  so  bilden  die  fi  teilerfremden 
ganzen  Divisoren  _       _  _ 

welche  aus  den  ganzen  Divisoren  @i  durch  Weglassung  des  gemein- 
samen Teilers  S)  hervorgehen,  ein   Fundamentalsystem  für  die  Klasse 


V        2)' 


denn  diese  ii  Divisoren  gehören  erstens  offenbar  alle  zu  dieser  Klasse, 
zweitens  sind  sie  linear  unabhängig,  und  drittens  ist  jeder  ganze 
Divisor  &  von  Q  in  der  Form 

@  =  cßi  +  Cj®g  +    •  •  +  c^®^ 

enthalten,  weil  das  Produkt  S>®  =  ®  zu  Q  gehört,  also  in  der  Form 

^i®i  H h  Cft®fi    darstellbar    isi     Da    die   fi   Divisoren    ®i,  . . .  @^ 

teilerfremd  sind,  so  kann  man  innerhalb  Q  einen  Divisor 

®o  =  q®i+---+c^®i. 

so  auswählen,  dais  er  beliebig  viele  beliebig  gegebene  Primfaktoren 
nicht  enthält;  wir  denken  uns  speziell  den  Divisor  ®q  so  gewählt,  daCs 
er  zu  S>  relativ  prim  ist. 

Ist  also  Q  eine  beliebige  Klasse,  ^  der  Teiler  aller  ihrer  ganzen 
Divisoren;  ist  femer  D  die  Klasse  von  3),  und 

80  besitzen  die  beiden  Klassen  Q  und  Q  dieselbe  Dimension  fi, 
d.  h.  es  ist 

{Q)  =  [Q]', 

femer  aber  zeigt  man  leicht,  dafs  für  die  andere  Klasse 

{2))=1 

ist,  dals  nämlich  jene  Klasse  nur  den  einen  ganzen  Divisor  5S)  enthält 
In  der  That,  existierte  auiser  S>  auch  nur  noch  »in  anderer  ganzer 
Divisor  3)'  innerhalb  D,  und  ist  ®  b  3)  teiler- 
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tremdrr  D:T:§or  Ton  Q,  so  würde  jft  das  Produkt  Tf9^  ein  gvuer 
DiTisor  Ton  Q.  also  als  solcher  notwendig  dorch  £  teflfaar  aeniy  mid 
dies  isi  nnin«>^ch,  da  @^  za  £  relativ  prim  nnd  V  Ton  S)  rer- 
schi*rign  ist.  also  notwendig  mindestens  einen  Prim£ÜEtor  ^  weniger 
oft  «aifiSli,  als  X. 

Eine  Elase  ^  soll  eine  Klasse  rom  Teiler  £  hdünak,  wenn 
irre  ganzen  Divisoren  den  grolsten  gemeinsamen  Teiler  £  bedtsen. 
Ist  speriell  £  =  1.  sind  also  die  ganzen  Divisoren  von  Q  teflerfiemct 
so  bei^  Q  eine  primitive  Klasse  oder  eine  Flame  vom  Teiler  Eins. 
Vermittelst  der  Gleichung 

kann  jede  Klasse  vom  Teiler  £  als  Produkt  einer  primitiTcn  Elasw  Q 
jdescher  Dimension  und  einer  anderen  Slasse  D  vom  Taler  S)  dar- 
gestellt werden,  deren  Dimension  aber  gleich  Eins  ist.  Ist  apesiell  Q 
eine  primitive  Klasse,  so  ist  £  =  1^  D  =  E,  und  es  ist  alao  aneh  in 
diesem  änlsersten  Falle  \D\  =  [E\  =  1. 


Achtzehnte  Vorlesnng. 

Die  Integralfanktionen  a  rationaler  Differentiale.  —  Die  logarithmischen  Stellen 
derselben.  —  Die  Besidnen.  —  Die  Vieldeutigkeit  der  Integralfiinktionen  auf  der 
einb^ttrigen  Eugelfläohe.  —  Änderung  der  Integrationsvariabeln.  —  Der  zu  einem 
rationalen  Differentiale  gehörige  Differentialteiler.  —  Die  zu  dem  Körper  K{z) 
gehörige  Differentialklasse.  —  Beziehung  der  Integralfunktion  zu  ihrem  Differential- 
teiler. —  Die  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung.  —  Abhängigkeit  der 
Integrale  00  vom  Integrationswege.  —  Anwendung  der  Eulerschen  und  der  Cauchy- 
schen  Integraldefinitionen  auf  die  Funktionen  00.  —  Die  Periodizitätsmoduln  der 
Integrale  o.  —   Die  Summe  aller  Residuen  einer  rationalen  Funktion  von  z  ist 

stets  gleich  Null. 

§1. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zn  einer  genaueren  Untersuchung  zunächst 
derjenigen  Funktionen,  welche  aus  den  rationalen  Differentialen 
durch  Integration  hervorgehen.  Später  werden  wir  dann^  und  das  ist 
unsere  Hauptaufgabe,  auch  die  Integralfunktionen  algebraischer 
Differentiale,  oder  die  sogenannten  Abelschen  Integrale  mit  den- 
selben Methoden  eingehend  untersuchen. 

Es  sei  zunächst  ^  =  (p(z)  eine  beliebige  Ghröfse  des  Körpers  K(is) 
der  rationalen  Funktionen  von  Z]  dann  ist  nach  der  bekannten  Euler- 
Bchen  Definition  das  unbestimmte  Integral 


1)  « =/( 


des  rationalen  Differentiales  ^da  die  allgemeinste  Funktion  von  js,  deren 
nach  0  genommene  Ableitung  gleich  g  ist,  d.  h.  co  ist  als  Funktion 
von  z  durch  die  Differentialgleichung 

2)  ä"  -  f 

definiert.  Da  für  den  Integranden  g  in  der  Umgebung  jedes  Punktes  p 
der  einblättrigen  Kugelfläche  eine  Entwicklung 

f  =  a*  (^  -  a)*  +  aA+^  ^'ä  -  i^V+i -). 
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besteht,  welche  innerhalb  desjenigen  Ereisee  mit  dem  Mittelpiuikte  p 
gleichmälsig  konvergiert,  dessen   Peripherie   durch   den  nächsten  Pol 
Ton  t  hindurchgeht,  so  kann  diese  Reihe  gliedweise  integriert  werden, 
und  die  Int^ration  liefert  f&r  o  eine,  abgesehen  von  einer  additiven 
Konstante  idq,  eindeutig  bestimmte  Reihe  f&r  m 

3)  iD  =  a,,  +  j^^(5-a)»+i  +  J±|(*-«)»+«+..., 

WO  jedoch,  &lls  t  ^^  Olied 

«-1 


s  — a 

enthalten  sollte,  das  zugehörige  Entwickelungsglied  von  co  gleich 

a-ilg(jer-o) 

ist  Auch  dieses  Glied  wachst  bei  unbegrenzter  Annäherung  der 
Yariabeln  5  an  die  Stelle  a  über  jedes  Mab  hinaus,  aber  so  schwaeb, 

dals,  wie  bekannt  und  leicht  zu  beweisen  ist,  jede  Potenz  -^ rj  mit 

noch  so  kleinem  positiven  Exponenten  starker  gegen  den  Wert  00  kon- 
vergiert. Genau  dasselbe  gilt  auch  bei  der  Entwickelung  des  Int^pnls  0 
in  der  Umgebung  der  unendlich  fernen  Stelle  f&r  das  Glied  o^lg^;  and 
dieses  wird  für  (z  =  cx>)  ebenfolls  unendlicb  groüs,  konvergiert  iImt 
schwächer  gegen  diesen  Wert  als  jede  noch  so  kleine  positive  Potem  i' 
von  js.  Wir  könnten  also  ein  solches  Glied  lg  (j?  —  a)  (bzw.  Igir)  i» 
Bezug  auf  seinen  Charakter  in  der  Umgebung  der  Stelle  {ß  =  a)  [t»w. 
(js  =  cx>)]  als  ein  Glied  von  unendlich  kleiner,  aber  negativer  Ord- 
nung bezeichnen. 

Der  einzige  Unterschied  zwischen  den  rationalen  Funktionen  t 
von  5  und  den  zugehörigen  Integralen  o  ist  also  der,  dab  in  den 
Entwickelungen  der  letzteren  ein  solches  logarithmisches  Glied  aof* 
treten  kann;  doch  kann  dies  nur  an  einer  endlichen  Anzahl  ton 
Stellen  p  eintreten;  ist  nämlich  p  eine  im  Endlichen  liegende  Stdi^ 
so  muls  sie  notwendig  zu  den  Polen  des  Integranden  g  gehören,  damit 
in  der  Entwickelung  (2)  überhaupt  ein  Glied  der  (—  1)*^  Ordnung  wf- 
treten  kann.  Die  unendlich  ferne  Stelle  dagegen  braucht  kein  Pol 
von  g  zu  sein,  da  hier  das  logarithmische  Glied  durch  die  Integration 

des  Gliedes  erster  Ordnung  -'  erhalten  wird. 

Wir  wollen  eine  endliche  bzw.  die  unendlich  ferne  Stelle  p  eine 
logarithmische  Stelle  der  Integralfunktion  a  nennen,  wenn  in 
dem  zugehörigen  Funktionenelement  ci}(p)  das  Glied  lg(jer  — a)  bzw.  Igl 
auftritt,   mag  dieses  aulserdem  noch  GUeder  von  niedrigerer  negaÜTer 
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Ordnung   enthalten  oder  nicht. '  Nor  in  diesen  Stellen  nntersclieidet 

dch  das  Verhalten  der  Integralfanktionen  m   von  dem  der  rationalen 

Funktionen  Ton  jer.    Für  jede  endliche  Stelle  p  und  die  unendlich  ferne 

Stelle    der  EngelMche  fi   besitzt    also    das   zugehörige   Element   der 

Integralfunktion  die  Entwickelung 

wo  $(i^|a)  eine  Potenzreihe  von  (z  —  a)  bezeichnet,  welche  höchstens 
eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen  von  (z  ■—  a)  enthalt  Der 
Koeffizient  q  ist  nur  fOr  die  in  endlicher  Anzahl  yorhandenen  logarith- 
mischen  Stellen  von  Null  verschieden.  Diese  Zahl  q  ist  die  wichtigste 
Inyariante  für  den  analytischen  Charakter  des  Funktionenelementes  G)(p)] 
man  kann  dieselbe  leicht  aus  dem  zugehörigen  Elemente  ^(p)  des 
Integranden  bestimmen:  Ist  nämlich  p  ein  endlicher  Punkt,  so  ergiebt 
nch  durch  Differentiation  nach  0 

WO  die  Ableitung  $'(ief|a)  kein  Glied  von  der  (—1)*®*  Ordnung  ent- 
lu3i  Also  ist  Q  einfach  der  Koeffizient  von  -3—  iu  der  Entwickelung 
Ton  f(p).     Ist  dagegen  p  =  p^p  der  unendlich   ferne  Punkt,   wo  also 

Ä-a  durch  —  zu  ersetzen  ist,  so  dafs  lg(— )  =  — Ig^  wird,  so  ergiebt 

och  durch  Differentiation  der  dann  giltigen  Gleichung 

o'(P.)  =  -9lg^+^(-7) 
nach  ß  die  Gleichung 

g(pj=-i+r(-;-)> 

in  diesem  Falle  ist  also  q  der  negative  Koeffizient  von  —  in  der  Ent- 

Wickelung  des  Elementes  ^(p^)-  Wegen  der  Bedeutung  dieser  Koeffi- 
fienten  fOr  das  Element  der  Integralfunktion  hat  Gauchy  demselben 
Qnen  besonderen  Namen  gegeben.  Er  bezeichnet  den  Koeffizienten  q  von 

j;;j~  bezw.  von  ( 1  in  dem  Funktionenelemente  g(p)  bzw.  von  t{p^ 

ds  das  Besidnum  des  Differentiales  d(o  für  die  Stelle  p.  Dann 
gut  der  Satz: 

Ist  Q  das  Residuum  des  Differentiales  dcj  für  eine  Stelle  p, 
so  ist  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  die  Integralfunktion 
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Die  rechte  Seite  dieser  Gleiclumg  können  wir,  falls  y  Ton  Null  Ter- 
schieden  ist,  als  Divisorenquotienten  schreiben;  sie  ist  eine  rationale 
Funktion  von  z^  welche  för  (jb?  =  oo)  eine  Nallstelle  zweiter  Ordnung; 

far    z= einen    Pol    zweiter    Ordnung    hat    und    sonst   überall 

den  Charakter  einer  Einheitsfunktion  besitzt.  Nun  besitzt  aber  die 
Variable  z  selbst  für  {z  -»  cx>)  einen  einfachen  Pol,  während  dasselbe 

für  die  Variable  z^  in  Bezug  auf  die  Stelle  (^  = )  gilt,  wie   die 

Gleichung  (2)  lehrt;  die  jenen  beiden  Stellen  zugehörigen  Primfaktoren 
sind  also  einfach  die  Nenner  der  beiden  Variabein  z  und  z\  Be- 
zeichnen wir  also  diese  durch  n,  und  n«',  so  kann  man  die  obige 
Gleichung  (3a)  folgendermafsen  schreiben: 


3b) 


dz        nj' 


Diese  Gleichung  gilt  ganz  allgemein,  auch  wenn  7/  =  0  sein  sollte;  in 

diesem  Falle  wird  nämlich 

,        a      ^       dz'        a 

alsdann  fallen  aber  die  Pole  von  z  und  z'  zusammen,  es  ist  also 

in   Übereinstimmung   mit   der   obigen   Gleichung.    Aus   (3)   und  (3  b) 
ergiebt  sich  also  der  folgende  Satz: 

Ist  da)  =  idz  =  ^'dz' 

die  Darstellung  desselben  Differentials  für  die  beiden  Integra- 
tionsvariabein z  und  z',  so  besteht  zwischen  den  beiden 
Integranden  g  und  ^'  die  Gleichung 


f      «! 

r       n«. 

Der  Quotient 

40 

^       t       t' 

♦""       n!        n!. 

ist  also  ein  rationaler  Divisor,  welcher  von  der  Wahl  der 
Integrationsvariabein  z  ganz  unabhängig  ist,  vielmehr  nur  von 
dem  Differentiale  d(o  selbst  abhängt;  derselbe  soll  daher  der 
zu  dß}  gehörige  Differentialteiler  genannt  werden. 

Umgekehrt  ist  auch  das  Differential  do  durch  den  zugehörigen 
Differentialteiler  tüü,  vollständig  charakterisiert,  denn  es  ist  ja  für  die 
Integrationsvariable  z  der  zugehörige  Integrand  g  durch  die  Gleichung 
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also  das  Integral  m  durch 

bestimmt. 

y 

Jeder  Differentialteiler  ttJ« =-  ,  ist  offenbar  von  der  (—  2)*®°  Ordnung, 

und  umgekehrt  entspricht  jedem  Divisor  ttj  von  der  (—  2)^^  Ordnung 
em  mid  nur  ein  Differential  dco  oder  ein  einziges  Integral  co.  Ist 
nämlich  tu  irgend  ein  Divisor  (—  2)**'  Ordnung,  so  ist  das  Produkt  ttJttJ 
ein  Divisor  nullter  Ordnung,  es  giebt  also  eine  eindeutig  bestimmte 
rationale  Funktion  f  von  z,  deren  Nullstellen  und  Pole  genau  mit  dem 
Zahler  und  Nenner  von  ton!  identisch  sind  und  deren  Anfangs- 
koeffizient in  ^0  durch  die  multiplikative  Eonstante  von  tun?  voll- 
ständig definiert  wird.    Also  ist  das  Integral 


m  ^ I  idz  =  I  tonldz 


dasjenige,  zu  welchem  der  beliebig  gegebene  Differentialteiler  to  gehört. 
Alle  rationalen  Divisoren  einer  und  derselben  Ordnung  waren  aber 
untereinander  äquivalent,  sie  gehörten  in  eine  und  dieselbe  Klasse; 
ftlso  bildet  die  Gesamtheit  aller  und  nur  der  Differentialteiler  to„  eine 
Klasse  W  der  (— 2)**'*  Ordnung,  welche  die  Differentialklasse  des 
Korpers  K(/)  genannt  werden  soll. 

Jeder  Divisor  tOa  dieser  Klasse  W  entspricht  also  einem  und  nur 

einem  rationalen  Integrale   o   genau   ebenso,   wie  jeder  Divisor  der 

nullten  Ordnung  einem  einzigen  Element  des  Körpers  K(z)  entspricht, 

und  die  Untersuchung  der  Divisoren  tOa  dieser  Klasse  liefert  uns  die 

vollständige  Theorie  der  rationalen  Differentiale. 

Auch  hier  können  und  wollen  wir  das  Verhalten  eines  Integrals  o 

in  der  Umgebung  einer  Stelle  p  der  Kugelfläche  dadurch  charakterisieren, 

daJs  wir  ihr  wieder  den  gleichbezeichneten  Primfaktor  p  zuordnen,  und 

zwar   definieren   wir  jetzt   die   Teilbarkeit   des  Integrals   durch    einen 

Fnmteiler  p  folgendermafsen: 

Ist   (0=1  t,dz  ein  beliebiges  Integral,   Oq  die  zugehörige 

Integrationskonstante,  so  ist  cd  —  (Dq  genau  durch  den  Divisor  p? 
teilbar,  wenn  die  Entwickelung  von  co  —  Oq  in  der  Umgebung 
der  zugehörigen  Stelle  p  Ln  dem  früheren  Sinne  die  Ordnungs- 
zahl Q  besitzt.  Beginnt  jedoch  diese  Entwickelung  speziell 
mit  lg(jer  — a)  (bzw.  \gz  fär  die  Stelle  z  =  oo)y  so  wollen  wir 
sagen,  dals  cd  —  o^  durch  Igp  teilbar  ist. 

IS* 
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Das   Integral  besitzt  also  dann  nnd  nur  dann  in  p  eine  ünstetigkeits- 
stelle^  wenn  die  gliedweise  Integration  von  ^d0  eine  Entwickelnng 


o  —  (öQ  ==  - 


«-A 


-0=1 7Z^  +  »-ilg(^-«) 


(Ä-l)    (;8f-a)A-l  e—CC 

ergiebt^  wenn  also  a  —  g)q  oder^  was  hier  dasselbe  ist;  wenn  a  selbst 
den  zugehörigen  Primfaktor  p  in  einer  negativen  Potenz  enthalt^  bzw. 
durch  Igp  teilbar  ist;  dagegen  besitzt  o  —  cdq  in  p  dann  und  nur  dann 
eine  Nullstelle^  wenn  jene  Differenz  durch  eine  positive  Potenz  von  p 
teilbar  ist. 

Wir  sagen  nun,  ein  Integral  o  verhält  sich  an  einer  Stelle  p 
regulär,  wenn  die  Differenz  cd  —  cdq  in  p  genau  von  der  ersten 
Ordnung  verschwindet,  wenn  also  in  der  Umgebung  derselben  die  Entr 
wickelung  besteht: 

CD  =  cdq  +  (Dj  (jer  —  a)  +  CDj  (jer  —  a)*  H , 

wo  c7q  die  Integrationskonstante  und  w^  von  Null  verschieden  ist. 
Dann  zeigt  man  jetzt  sehr  leicht,  dab  ein  Integral  cd  in  allen  und  nur 
den  Punkten  p  nicht  regulär  ist,  welche  in  dem  zugehörigen  Differential- 
teiler X0(o  enthalten  sind. 

Es  sei  nämlich  cd  das  vorgelegte  Integral,  tOtu  der  zugehörige 
Differentialteiler  und  p  ein  beliebiger  Primteiler,  von  dem  wir  an- 
nehmen wollen,  dafs  er  genau  d  Male  in  U^q)  enthalten  ist,  wobei  d 
positiv,  negativ  oder  Null  sein  kann. 

Wir  wählen  nun  die  Integrationsvariable  z  nur  so,  daCs  p  nicht 
die  Unendlichkeitsstelle  von  z,  dafs  also  n.*  nicht  gleich  p  ist.    Dann  ist 

d(D  =  ^djSy 
wo  die  rationale  Funktion  von  z: 

t  =  »cutl! 

den  Primfaktor  p  ebenfalls  genau  in  der  d*®°  Potenz  enthält.  Also 
erhält  man  in  der  Umgebung  der  Stelle  p  die  Entwickelnng 

d(o  =  ^dz  =  [ad(ß  —  ay+  ad+i(^  — a)^+^  H ]  dz, 

und  durch  gliedweise  Integration  dieser  Reihe  ergiebt  sich  also 


«d 


oder  in  dem  speziellen  Falle,  dafs  d  =  —  1  ist, 

o  —  (Oq  =  a^i\g{z  —  a)  -f-  •  • 
d.  h.  es  besteht  der  Satz: 
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Ist  p  ein  d-fs/ßher  Teiler  des  zu  cd  gehörigen  Differential- 
teilerS;  so  ist  das  Integral  cd  —  cog  genau  durch  p^+^  oder 
genau  durch  Igp  teilbar ^  je  nachdem  (2^—1  oder  d='  —  l 
ist.  (o  ist  also  dann  und  nur  dann  in  Bezug  auf  p  regulari 
wenn  d  ^0,  wenn  also  p  gar  nicht  in  to»  enthalten  ist. 
Schreibt  man  den  Differentialteiler  in  Form  eines  Quotienten 

so  enthalt  der  Nenner  alle  und  nur  die  Punkte,  welche  den 
samtlichen  ünendlichkeitsstellen  des  Integrals  a  entsprechen; 
und  zwar  gehört  zu  jedem  einfachen  PrimteUer  von  n^  eine 
logarithmische  ünendlichkeitsstelle,  zu  jeder  Primfaktoren- 
potenz  p^  ein  Pol  der  (m  —  l)****  Ordnung  in  dem  Integrale. 
Ebenso  enthalt  der  Zahler  i„  alle  ^uid  nur  die  Stellen,  fOr 
welche  o  —  Oq  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  ver- 
schwindet. 

§3. 

Aus  dem  am  Ende  des  vorigen  Abschnittes  bewiesenen  Satze  folgt, 
daCs  der  Nenner  eines  jeden  Differentialteilers  stets  zwei  Primfaktoren 
mehr  enthÜt,  als  der  Zähler:  Also  giebt  es  kein  Integral  o,  welches 
auf  der  ganzen  Eugelfiäche  endlich  ist,  und  auch  keines,  welches  nur 
an  einer  Stelle  logarithmisch  unendlich  wird;  denn  dazu  müJste  der 
Nenner  des  zugehörigen  Differentialteilers  entweder  Eins  sein,  oder 
nur  aus  einem  einzigen  Primfaktor  bestehen,  wbs  beides  unmöglich  ist. 

Die  einfachsten  Integrale  sind  also  diejenigen,  deren  Differential- 
teiler die  Form  hat:  i 

pp 
wo  also  für  den  zugehörigen  Integranden  g  =  U?(un!  die  Gleichung  besteht: 

hier  sind  p,  p'  zwei  beliebige  Primfaktoren,  welche  auch  einander  gleich 
sein  können,  während  p^  =  it,  den  dem  unendlich  fernen  Punkte  ent- 
sprechenden Primteiler  bedeutet. 

Es  ist  leicht,  das  zu  diesem  Differentialteiler  gehörige  Integral 
au&ustellen;  bei  geeigneter  Wahl  der  multiplikativen  Eonstanten  wird 
es,  fidls  p  und  p*  voneinander  verschieden  und  0  —  a  und  z  —  a^  die 
zugehörigen  Linearfaktoren  sind, 

1)     o  =  («-a')y*(j3;^Zv)  =  lg(^-a)-lg(^-a')  =  lgS' 

und  man  erkennt  leicht,  dais  die  "on  d(a  für  p  und  p^  bzw.  + 1 

und  —  1  sind. 
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Ist  dagegen  p'=p9  so  ist  das  zugehörige  Integral 
i   \  r    dz  1 

Man  erkennt  an  der  expliciten  Form  jener  Integrale  ohne  weiteres^  daCs 
das  erste  nur  in  den  Punkten  )f  und  p\  und  zwar  logarithmisch^  das 
zweite  nur  in  p,  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  wird, 
während  beide  in  p^  endlich  bleiben.  Das  zuletzt  gefundene  ist  das 
erste  in  der  Reihe  der  folgenden  Elementarintegrale: 
-,x  1       r     dz  1 

welche  ebenfalls  nur  an  einer  einzigen  Stelle  einen  Pol  der 
{fi  —  1)*®°  Ordnung   haben.     Fällt   speziell   der    Punkt    p   mit    p^   zu- 

sammeU;  so  wird  der  Differentialteiler  tOw  gleich  z-^>  also  der  zu- 
gehörige Integrand  toi 

falls  aber  auch  p'  =  p  =  p^  wird,  so  wird  5=1.  Diesen  beiden  Fällen 
entsprechen  die  einfachen  Integrale 

2)  „,=J^-^^-,  =  lg(^-«') 

2a)  a  =  I  dz  =  z, 

von  denen  das  erste  in  p'  und  p^  logarithmisch,  das  letzte  in  p^  von 
der  ersten  Ordnung  unendlich  wird;  und  den  Integralen  (Ib)  entsprechen 
hier  die  allgemeineren 

2b)  cj  =  (p  +  1)  fzQdz  =  z^+K 

Wir  werden  später  sehen,  dafs  für  die  Abelschen  Integrale,  d.  h. 
für  die  Integralfunktionen  algebraischer  Differentiale,  im  allgemeinen 
auch  solche  Funktionen  existieren,  welche  allenthalben  endlich  sind. 
Diese  wollen  wir  Integrale  erster  Gattung  nennen.  Man  nennt 
femer  die  Integrale,  welche  nur  eine  polare  Unstetigkeit  von  beliebig 
hoher  Ordnung  besitzen,  Elementarintegrale  zweiter  Gattung, 
und  endlich  diejenigen,  welche  nur  zwei  logarithmische  Unstetigkeits- 
stellen  haben,  Elementarintegrale  dritter  Gattung.  Für  das  hier 
betrachtete  Gebiet  ergiebt  sich  also  der  folgende  Satz: 

Unter  den  Integralfunktionen  rationaler  Differentiale  giebt 
es  keine  Integrale  erster  Gattung;  die  Elementarintegrale  zweiter 
Gattung  sind  hier  rationale  Funktionen  von  z,  nämlich 

^  T— — „  = ^     oder     {q  +  1)  fz^dz  =  ;?('+!; 
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nur  das  Elementarintegral   dritter   Gh^ttung    ist  transcendent^ 
nämlich  gleich  _ 

Ig^irJ'     oder    lg(^-a') 

je  nachdem   der  Punkt  {z  =  a)   im  Endlichen  liegt  oder  der 
unendlich  ferne  Punkt  ist. 

Wir  werden  später  sehen,  dafs  jedes  Abelsche  Integral  als  homogene 
lineare  Funktion  der  Elementarintegrale  erster,  zweiter  und  dritter 
Gattung  dargestellt  werden  kann.  Hier  ist  dieser  Satz  eine  unmittel- 
bare Folge  der  auf  S.  16  bewiesenen  Thatsache,  dafs  jede  Oröfse  des 
KörpOTs  K{z)    in    Partialbrüche    zerlegt    werden    kann.     Ist    nämlich 

(0  =  1  idZy  so  kann  £  homogen  und  linear  durch  eine  endliche  Anzahl 
einfacher  Funktionen  dargestellt  werden,  welche  die  Form  haben: 


hieraus  folgt  aber  durch  Multiplikation  mit  dz  und  darauf  folgender 
Integration,  dafs  jedes  Integral  co  gleich  einer  Summe  von  Elementar- 
integralen von  der  Form 

J  (^~«)^'    J  (^-«)'    J  ^'^^ 
ist,  und  dies  sind  ja  gerade  die  vorher  betrachteten  Elementarintegrale 
zweiter  und  dritter  Gattung. 

§4. 
Wir  wollen  jetzt  genauer  untersuchen,  in  welcher  Weise  ein  Integral 

\z 


CD  =  I  tdi 


▼om  Integrationswege  abhängt;  wir  werden  da  auf  die  beiden  aus  der 
Funktionentheorie  bekannten  Definitionen  des  bestimmten  Integrals  hin- 
gefOhrt,  an  welche  an  dieser  Stelle  nur  kurz  erinnert  werden  soll. 
Es  sei 

1)  g  =  »0  +  «iC^-^o)  +  ^(j^-^oY  +'" 

das  Element  einer  analytischen  Funktion  in  der  Umgebung  eines 
Punktes  pQ  der  Eugelfläche;  ist  dann  p  ein  innerhalb  des  Eonvergenz- 
bereiches    von   g    liegender  Punkt,    und  z   der   zugehörige   Wert    der 

Yariabeln,  so  ist 

p 

2)  ^Qpo)-fidz  =  a,(z^Zo)  -h-J(^-^o)'  +  ?(^-^o)'  +  --- 

Po 

das  zwischen  den  Grenzen  pQ  und  p  genommene  bestimmte  Integral 
von  ^dz,  nämlich  das  auch  in  Bezug  i    ~  ^^*^"  völlig 

bestimmte  Element  der  Integralfunktioi  ert^ 
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wenn  der  Punkt  p  innerlialb  des  Bereiches  der  Potenxreilie  auf  irgend 
einem  Wege  mit  p^  zur  Eoincidenz  gebracht  wird. 

Es  liege  nun  der  regolare  endliche  Ponkt  p  aolserhalb  des  Eon- 
rergenzbereicbes  der  Reihe  (1).    Wir  denken  uns  jetzt  das  Integral  (2) 

aof  einem  beliebig,  aber  fest 
gegebenen  Wege  s  Ton  )^  nach  )i 
fortgesetzt,  welcher  nicht  dorch 
einen  der  Pole  von  £  hindnrch- 
^  geht  E8  8eienX|,jr,,...jK^ein6 
Fi«.  IT.  Beihe   von  Pnnktoi   aof  der 

Knrre  8,  welche  so  gewählt  sind,  dab  jeder  folgende  Xi^i  in  dem 
EonTergenzbereiche  der  Fortsetzung  cd  (s,)  sich  befindet^  welche  dem  Mittel- 
punkte Xi  entspricht,  so  gelangt  man,  von  a{p^  au^^end,  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Fortsetzungen  zu  einem  eindeutig  bestimmten  Funk- 
tionenelemente        ,     V  /  N  /  \«  * 

welches  das   auf  dem  Wege  8  gebildete  bestimmte  Integral  genannt 

p 


und  ebenfalls  durch 


ßds 


bezeichnet  wird.    Dasselbe  ist  auch  voll- 


ständig durch  die  beiden  Eigenschaften  charakterisiert^  dab  seine  Ab- 
leitung nach  e  gleich  g  ist,  und  dab  es  gleich  Null  wird,  sobald  der 
Punkt  p  auf  dem  Wege  $  nach  p^  zurückgeht 

Man  kann  aber  dasselbe  Integral,  wie  Gauchy  gezeigt  hat,  noch 
auf  andere  Art  definieren  und  mit  jeder  vorgegebenen  (Genauigkeit  be- 
rechnen. Zu  diesem 
Zwecke  schalten  wir 
zwischen  p^  und  p  auf 
dem  Wege  s  beliebig 

viele  Punkte  Pi,  tJf  >••  •  P/« 
nach  irgend  einem 
Gesetze,  aber  so  ein, 
dab  dieselben  mit  wachsendem  (i  unendlich  nahe  aneinander  rücken. 
Es  seien  dann  Zq,  z^,z^y. . ,  2?^,  z  die  zu  p^,  pj,  pj, . . .  p  gehörigen  Werte 
von  z,  und  es  sei  allgemein  f,  der  Wert  des  Integranden  g  in  einem 
in  dem  Intervalle  (p,_i,  ...p,)  beliebig  angenommenen  Punkte  pj, 
welcher  auch  mit  p,_i  oder  mit  p,  zusammenfallen  kann.  Dann  be- 
weist man  in  der  Integralrechnung,  dab  die  Summe 

mit  wachsendem  ^  gegen  einen  nur  von  ^  und  dem  Wege  s  abhangigen 
Grenzwert  konvergiert.  Derselbe  ist  eine  analytische  Funktion  der 
komplexen  Variabein  z,    welche   sich   auf  Null   reduziert,   sobald   der 


Fig.  18. 
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Punkt  p  anf  dem  Wege  8  gegen  pQ  konvergiert;  und  durch  die  An- 
wendung des  Mittelwertsatzes  ergiebt  sich  leicht,  daCs  ihre  nach  z 
genommene  Ableitung  gleich  ^  ist     Der  Grenzwert  jener  Summe  ist 

also  mit  dem  vorher  definierten  bestimmten  Integrale    1  ^de  identisch. 

Po 

FSIlt  der  Endpunkt  p  des  Integrationsweges  mit  einem  der  Pole  von  t 
oder  dem  Südpole  p^  der  Eugelfläche  zusammen,  so  ist  der  Wert  des 
ssugehörigen  Integrals  in  bekannter  Weise  als  doppelter  Grenzwert  zu 
definieren,  so  dab  z.B.        >oo  jj 

/^de  =  lim     /  ^de 

Po  Po 

ist,  wenn  p  auf  dem  vorgeschriebenen  Wege  ^  in  p^  übergeht. 

Wir  denken  uns  nun  ein  Funktionenelement  (o(Pq)  der  Integral- 
funktion auf  einem  geschlossenen,  keine  ünstetigkeitsstelle  von  a  ent- 
haltenden Wege  s  auf  der  Eugelfläche  fortgesetzt  und  wieder  nach  p^ 
zurückgeführt;  dann  kann  man  entweder  wieder  zu  demselben  Elemente 
o())q)  zurückgeführt  werden,  oder  jenes  Element  geht  nach  diesem  um- 
laufe in  ein  anderes  zu  pQ  gehöriges  Element  über,  welches  sich  aber 
nach  der  früher  gemachten  Bemerkung  nur  um  eine  additive  Eonstante 
Yon  co(Pq)  unterscheiden  kann.  Wir  untersuchen,  welcher  von  diesen 
beiden  Fällen  bei  einem  gegebenen  umlaufe  eintritt. 

Wir  beweisen  nun  wörtlich  ebenso  wie  auf  S.  80  den  folgenden 
Fundamentalsatz,  durch  den  diese  Frage  vollständig  gelöst  wird: 

ümschlielst  die  ümlaufskurve  s  keinen  einzigen  der 
logarithmischen  Punkte  von  o,  so  bleibt  fo{pQ)  bei  einem 
Umlaufe  längs  s  ungeänderL 

Ändert  sich  nämlich  gj{Pq)  bei  einem  Umlaufe  ^ngs  s,  so  können  wir 

s  wieder  durch  eine  Eurve  p^p,  in  zwei  geschlossene  Eurven  s^  und  s^ 

der  gleichen  Art  zerlegen  und  zeigen, 

daCs  sich  G}(p)  bei  mindestens  einem 

dieser  kleineren  Umläufe  ebenfalls 

ändern  mufs.   Ist  dies  filr  s^  der  Fall 

und  teilt  man  dann  das  Gebiet  s^  in    i? 

gleicher  Weise  in   zwei   Teile  und 

fährt  so  fort,  so  zeigt  sich  genau  wie 

a.a.O.,  dals  sich  ct)(po)  ^^^  dann  bei 

einem  Umlaufe  s  ändern  kann,  wenn 

es  im  Innern  von  s  mindestens  einen 

Punkt  p  giebt,  für  welchen  dasselbe  gilt,   wenn  man  co(p)   auf  einer 

beliebig  kleinen  geschlossenen  Eurve  ö  um  p  herum  fortsetzt. 
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Ist  aber  p  kein  logariihmischer  Pnnkt  und 

das  zugehörige  Funktionenelement,  während  die  Ordnungszahl  d  auch 
negativ  sein  kann,  und  wählt  man  die  ümlaufskurve  ö  so  klein,  dab 
sie  ganz  in  dem  Eonyergenzbereiche  Ton  G>(p)  liegt,  so  kann  man 
auch  hier  einfach  die  Änderung  dieses  Funktionenelementes  unter- 
suchen, wenn  die  Variable  z  den  Umlauf  6  um  p  ansfOhrb  Dann 
ergiebt  sich  aber  genau  wie  auf  S.  83  flg.,  dals  die  Potenzreihe  ai(p) 
bei  jenem  Umlaufe  ganz  ungeändert  bleibt,  und  damit  ist  unser  Satz 
vollständig  bewiesen.  Wir  können  dasselbe  Resultat  ebenso  wie  auf 
S.  82  folgendermaßen  aussprechen: 

Setzt  man  ein  Element  ci)(po)  der  Integralfunktion  von 
einem  Punkte  p^  zu  einem  anderen  p  auf  zwei  yerschiedenen 
Wegen  s  und  s'  fort,  welche  keinen  der  logarithmischen  Punkte 
jenes  Integrals  einschlieCsen,  so  gelangt  man  beide  Male  zu 
demselben  Elemente  a}(p). 

§5. 

Der  am  Ende  des  vorigen  Abschnittes  bewiesene  Satz  ermöglicht 
es  uns  nun,  den  Bereich  &  der  Funktion  cd  so  zu  beschranken,  dab 
sie  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  wird.     Es  seien  Ti&nilifili 

p(»\       PW,  ,,,piM) 

alle  logarithmischen  Punkte  von  o,  und  p^®)  ein  beliebiger  anderer 
Punkt  von  fi,  Führen  wir  dann  von  p*^'  nach  jedem  der  fi  Punkte  p^'^ 
einen  Schnitt  S,  so,  dafs  die  a  Schnitte 

9        9  9 

*>.'j  %  »-'^  «...     *^u 

weder  sieh  selbst  noch  einander  durchsetzen,  so  erhalten  wir  eine  zer- 
schnittene, aber  zusammenhimgende  Kugelfläche  Ä,  und  aus  dem  soeben 
erwähnten  Satze  folgt,  dafs  ein  beliebiges  Element  ©  [\)q)  des  Integrals  nebst 
seinen  Fortsetzungen  auf  ^  eine  eindeutige  Fimktion  des  Ortes  ist.    Setzt 
man    nämlich    (o[p^)    auf  zwei    verschiedenen,    aber   ganz  innerhalb  Ä 
verlaufenden  Wegen  fort,  so  können  diese  niemals  einen  oder  mehrere 
von  den  Punkten  p,   einschliefsen :  es  ist  also  in  der  That  (0[p)  auf  Ä 
eine    eindeutige    Funktion    des  Ortes.     Sie  ist  auch  offenbar   mit  Aus- 
nahme  der   in  endlicher  Anzahl  vorhandenen  Pole  von  cd  eine  überall 
ige  Funktion  des  Ortes. 
Dagegen  können  sich  zwei  Elemente  o\^p)  und  ci(p'),  welche  zwei 
nahen   gegenüberliegenden    Punkten   auf  den   beiden  Ufern 
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eines  Schnittes  Si  entsprechen^  sehr  wohl  voneinander  unterscheiden. 
Da  aber  zwei  solche  Punkte  auf  ft  unendlich  benachbart  sind^  obwohl 
{3r  fl  nicht  dasselbe  gilt^  so  können  sich  die  Funktionenelemente  (o(p) 
und  (o{p')  nur  um  eine  noch  unbekannte  Eonstante  d  unterscheiden, 

i  K  es  ist  ..^         ,.   . 

Setzt  man  nun  beide  Elemente  oQf*)  und  o{\ii)  längs  des  Schnittes  zu 
zwei  ebenfalls  benachbarten  Punkten  p[  und  p^  fort,  so  bleibt  jene 
Gleichmig  bestehen,  d.  h.  es  ist  auch 

und  dasselbe  ist  für  alle  Punkte  längs  des  ganzen  Schnittes  Si  der 
Fall  Um  diese  für  den  ganzen  Schnitt  Si  unveränderliche  Eonstante 
ein  f3r  alle  Male  in  eindeutig  bestimmter  Weise  zu  bezeichnen, 
denken  wir  uns  jeden  dieser  Schnitte  Si  von  p^^)  als  Anfangspunkt 
nach  ))(*)  als  Endpunkt  gezogen  und  nennen  wieder  dasjenige  Ufer 
Ton  Si  das  rechte  bzw.  das  linke,  welches  sich  beim  Fortgange  in 
positiver  Richtung  auf  der  rechten  bzw.  linken  Seite  befindet  Sind 
dann  pi  und  pg  irgend  zwei  auf  dem  linken  und  rechten  Ufer  von  5« 
einander  gegenüberliegende  Punkte  von  S,  so  soll  die  für  den  ganzen 
Schnitt  konstante  Differenz 

1)  Ci  =  (o(px)-a)(pg) 

der  zu  Si  gehörige  Periodizitätsmodul  genannt  werden. 

Es  ist  jetzt  sehr  leicht,  den  zu  einem  solchen  Schnitte  S^  ge- 
hörigen Periodizitätsmodul  c^  aus  der  für  den  Punkt  p^^^  giltigen  Ent- 
Wickelung zu  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  die  beiden 
gegenüberUegenden  Punkte  px  und  p^  so  nahe  an  p^^\  dafs  sie  beide 
innerhalb  des  Eonvergenzbereiches  des  Elementes  (o(p^^^)  liegen. 

Setzt  man  nun  das  Element  (o(Pq)  auf  einem  kleinen  Ereise  um 
den  Mittelpunkt  p^^^  herum  nach  px,  also  so  fort,  dafs  das  Innere  des 
Kreises  links  bleibt,  so  geht  (o(p^)  in  das  Element  co{px)  über,  welches 
aich  von  (oQf^)  eben  um  die  Eonstante  c^  unterscheidet.  Liegt  der 
Punkt  p(^)  im  Endlichen  auf  der  Engel,  und  ist  p^^^  sein  Bild  in  der 
Horizontalebene,  so  entspricht  einer  Umkreisung  im  positiven  Umlauf s- 
linne  von  p^^^  eine  Umkreisung  im  gleichen  Sinne  von  p^^\  In  diesem 
Falle  ist  also  das  zu  ^(^>  gehörige  Funktionenelement 

wexm   Qi    das   zu   p^^^    gehörige   Residuum    des  Differentiales  da   be- 
deutet,   if(jf\a)    nach    ganzen  Potenzen   von   0  —  a   fortschreitet   und 
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sich  demnach  bei  jener  Umkreisung  von  p(^)  gar  nicht  ändert  Ist  mm 
ftir  den  Punkt  p^ 

e  —  cc  =  revoi,    IgQs  -  a)  ==  Igr  +  g?o^ 

so  bleibt  bei  dem  positiven  Umlaufe  von  p^  nach  px  r  ung^ndert^ 
während  q>Q  in  q>Q  +  27t  übergeht.  Es  vermehrt  sich  also  bei  jenem 
Umlaufe  Qt^giß^  —  a)  um  2xiQ^y  und  dasselbe  gilt  wegen  (2)  auch  für 
das  ganze  Element  (o{p^]  also  ist  in  diesem  Falle  der  gesuchte  Periodi- 
zitatsmodul  (\  =  2niQif  d.  h.  gleich  dem  Residuum  des  Differentiales  da 
für  jene  Stelle,  multipliziert  mit  2ni. 

Ist  dagegen  p^^^  speziell  der  Südpol  0'  der  Eugelfläche,  so  ent- 
spricht einem  Umlaufe  um  0'  auf  einem  sehr  kleinen  Sareise,  bei 
welchem  0'  links  bleibt,  eine  Umkreisung  des  Nullpunktes  der  Hori- 
zontalebene auf  einem  sehr  grolsen  Kreise,  bei  welcher  der  Nullpunkl 
stets  rechts  bleibt,  also  eine  Umkreisung  des  Nullpunktes  im  negative^ 
Umlaufssinne.  Ist  also  in  diesem  Falle  das  zu  p^^^  gehörige  Funktioneti 
dement  ,  ^  . 

wo  (>!  wieder  das  zu  p^^^  =  p^  zugehörige  Residuum  von  da  ist,  und 
setzt  man  wiederum  für  den  Punkt  p^ 

z  =  re'f^i^    Igz  =  Igr  +  g?o^ 

so  bleibt  bei  jenem  negativen  Umlaufe  wieder  r  ungeändert,  wahrend 
jetzt  9o  in  q>Q—  2n  übergeht.     Also  wird  auch  in  diesem  Falle 

d.  h.  der  gesuchte  Periodizitatsmodul  <\  ist  gleich  +  ^^iQif  ^  ^ 
wiederum  gleich  dem  Residuum  p^  für  die  Stelle  p^  multipliziert  mit 
2ni.     Es  ergiebt  sich  also  der  allgemeine  Satz: 

Der  Periodizitatsmodul  ftir  den  einem  logarithmischeii 
Punkte  zugeordneten  Schnitt  ist  stets  gleich  dem  Residanfl 
des  Differentiales  für  jenen  Schnitt,  multipliziert  mit  2xt. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  können  wir  jetzt  den  Wert  der  Integral* 
funktion  für  einen  ganz  behebigen  Integrationsweg  darsteUen.  Wir 
denken  uns  dieselbe  von  einem  beliebigen  Elemente  c5{Pq)  aus  auf  der  i 
ganzen  zerschnittenen  Eugelfläche  ^  fortgesetzt  und  bezeichnen  mit  o(|)) 
das  so  sich  ergebende  eindeutig  bestimmte,  zu  einem  Punkte  p  gehSrigo 
Funktionenelement.  Heben  wir  jetzt  die  Beschränkung  auf,  dals  dff 
lutegrationsweg  die  ft  Schnitte  S^,  Sg, . . .  S^  nicht  überschreiten  dii^ 
so  müssen  wir  jedesmal,  wenn  der  Weg  s  z.  B.  den  Schnitt  S^  üb«^ 
schreitet,  ±  27tiQ^  hinzufügen,  wo  das  positive  oder  das  negative  Y(ff*  I 
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zeichen  zu  wählen  ist,  je  nachdem  s  jenen  Schnitt  vom  linken  nach 
dem  rechten  oder  vom  rechten  nach  dem  linken  Ufer  überschreitet;  wir 
wollen  einen  solchen  Übergang  je  nach  den  beiden  möglichen  Rich- 
tungen einen  positiven  oder  einen  negativen  Übergang  nennen. 
Für  einen  ganz  beliebig  gewählten  Integrationsweg  s  von  p^  nach  p 
hin  ergiebt  sich  ako 

wo  m^;!»!; . . .  m^  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  oder  Null  sind 
nnd  wo  allgemein  m«  die  Anzahl  der  positiven  Übergänge  von  8 
ftber  den  Schnitt  Si  vermindert  um  die  der  negativen  angiebt. 

Wir  wollen  dieses  Besnltat  benutzen;  um  eine  wichtige  Eigen- 
täaßi  der  Residuen  eines  beliebigen  Differentiales  da  abzuleiten.  Es 
seien  wieder  p^^\  p^^\  , . .  p^)  alle  diejenigen  Punkte  von  Ä,  für  welche 
Beine  Residuen  q^,  q^,  ...  (>^  von  Null  verschieden  sind;  d.  h.  alle 
logarithmischen  Punkte  des  zugehörigen  Integrals 


-ß 


Es  seien  dann  wieder  8^,  S^, . . .  8,^  die  Schnitte ;  welche  die  logarith- 
nufichen  Punkte  p^*)  mit  dem  regulären  Punkte  p^^)  verbinden.  Bilden 
wir  dann  das  um  p(^)  auf  einem  kleinen  Kreise  in  positiver  Richtung 
erstreckte  Integral,  so  ist  es  gleich  Null,  weil  es  keinen  logarithmischen 

Punkt  umschlielst;  andererseits   ist  es  gleich  2?rt((>^-f  (>8  H H  (>^)> 

Weil  der  Integrationsweg  jeden  Schnitt  in  der  Richtung  vom  rechten 
tum  linken  Ufer  überschreitet.    Also  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die   Summe   aller  Residuen    eines    beliebigen   rationalen 
Differentiales  da)  ist  stets  gleich  Null. 

Derselbe  Satz  kann  auch  direkt  aus  der  Partialbruchzerlegung 
iner  rationalen  Funktion  gefolgert  werden.  Da  nämlich  jedes 
Differential  da  bIs  Summe  einer  endlichen  Anzahl  von  Differentialen 
tweiter  und  dritter  Ghittung 

dz  dz 


(Z^a)(f 


«  — a 


z^'dz 


/9  =  2,8,...\ 
V<i  =  0,l,.../ 


tut  konstanten  Koeffizienten  darstellbar  ist,  so  braucht  wegen  des  auf 

£1272  bewiesenen  Satzes  nur  gezeigt  zu  werden,  dafs  die  Summe  der 

fiedduen  f&r  jedes  von  diesen  Differentialen  für  sich  gleich  Null  ist. 

Aber  die  beiden  ersten  Differentiale  besitzen  offenbar  nirgends  ein  von 

Roll  verschiedenes  Residuum,  weil  ihr  Integral  keine  logarithmische 
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Stelle  hat,  und  das  Differential hat  an  der  Stelle  (0  =  a)  das  Besi- 

duum  +  1,  für  {z  =  cx>)  das  Residuum  —  1,  da  für  grolBe  Werte  von  z 

1  1         a 


Z  —  ct,  Z      '     Z' 


ist^  und  damit  ist  jener  Satz  direkt  bewiesen. 

Alle  hier  gefundenen  Sätze  für  die  Integrale  rationaler  Differentiale 
ergeben  sich  als  ganz  spezielle  Fälle  aus  der  Theorie  der  Integrale 
algebraischer  Differentiale  oder  der  Abelschen  Integrale^  zu  deren 
Untersuchung  wir  jetzt  übergehen.  Wir  hielten  es  aber  für  zweckmäfsig, 
diese  einfacheren  Funktionen  für  sich  zu  betrachten,  um  an  diesem 
Beispiele  die  allgemeine  Theorie  deutlich  machen  und  um  die  hier  ge- 
wonnenen Resultate  für  die  allgemeine  Untersuchung  verwerten  zu 
können. 


Neunzehnte  Vorlesung. 

Die  Integralfimktionen  algebraischer  Differentiale  oder  die  Abelschen  Integrale.  — 
Due  logaritiunischen  Stellen.   —    Die  Residnen  der  algebraischen  Differentiale. 

—  Der  zn  einem  Abelschen  Integrale  gehörige  Differentialteiler.  —  Das  Geschlecht 
de«  Körpers  K{z,u).  —  Die  zn  dem  Körper  K{z,u)  gehörige  Differential- 
Uuse  W,  —  Die  Fnndamentalanfgabe  in  der  Theorie  der  Abelschen  Integrale 
md  ihre  voUslAndige  Lösung.  —  Anwendung:  Aufstellung  eines  vollständigen 
SjitemB  von  unabhängigen  Integralen  erster  Gattung.  —  Die  Anzahl  derselben  ist 
dem  Geschlechte  des  Körpers  K(z^u)  gleich.   —   Der  Eiemann-Rochsche   Satz. 

-  Folgerungen:  Bestimmung  eines  voUstä,ndigen  Systems  unabhängiger  Integrale 

mit  gegebenen  Unstetigkeitsbedingungen. 

§1. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  die  in  den  früheren  Vorlesungen 
gefiindenen  Resultate  ftir  die  Untersuchung  der  Integralfunktionen 
algebraischer  Differentiale^  der  sogenannten  Abelschen  Integrale, 
«i  verwenden. 

Wir  wollen  hier  wieder  von  dem  algebraischen  Körper  K(0,  u) 
SQsgehen,  wo  e  eine  beliebig,  aber  fest  gewählte  unabhängige  Variable 
jenes  Körpers  ist;  wir  betrachten  also  die  Elemente  des  Körpers  K  als 
Ationale  Funktionen  von  e  und  u  oder  auf  der  n- blättrigen  Kugel- 
ilaclie  91«.  Es  sei  nun  $  eine  beliebige  Funktion  des  Körpers. 
Dann  verstehen  wir  wieder  unter  dem  unbestimmten  Integrale  des 
Differentials  Idxr  /« 

eine  jede  Funktion  &(/),  welche  der  Differentialgleichung 

da  u 

dz  "  ^ 

genügt   und  durch  sie  bis  auf  eine  additive  Konstante  fQr  jede  Stelle 

der   Flache    9i«   eindeutig   definiert   ist,   da   der   Integrand   |   auf  der 

ganzen  Riemannschen  Kugelfiäche  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  ist. 

In  der  That,  ist  ?ß  ein  beliebiger  Punkt  der  Fläche  9i,,  und  zwar 

nm  gleich  den  allgemeinsten  Fall  zu  betrachten,  ein  a -blättriger  Ver- 

xweignngspunkt  derselben,  so   lautet  die  Entwickelung  von  ^  in  der 

Umgebung  von  ^  folgendermaCsen: 
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mit  der  MaCsgabe,  daü,  falls  ^  die  unendlich  ferne  Stelle  (s  ^=  od)  t 

spricht^  e  —  a  durch  —  zu  ersetzen  ist.    Da  diese  Potenzreihe  in  ( 

licher  Umgebung  der  Stelle  ^  gleichmäCsig  konvergiert,  so  findet  i 
die  Entwickelung  des  Integrals  o  in  der  Umgebung  Ton  ^,  abgese 
von  einer  Eonstanten,  dadurch,  dafo  man  jene  Reihe  gliedw 
integriert.  Wir  woUen  diese  Eonstante  im  folgenden  stets  durch 
bezeichnen. 

Beachten  wir  nun  wieder,  daCs  bei  Weglassung  der  Integrati< 
konstanten  allgemein  f^  einen  beliebigen  positiven  oder  yerschwindes 
oder  negativen  Wert  von  >l,  der  nicht  ==  —  1  ist, 

dagegen  fttr  A  =»  —  1 

ist,  so  erkennen  wir,  daJs  das  gesuchte  Integral  cd  —  iDq  in  der  T 
gebung  einer  jeden  Stelle  ^  ebenfalls  in  eine  Potenzreihe  entwie 
werden  kann,  welche  ftir  jede  reguläre  Stelle  ^  nach  ganzen  Poten 
von  j?  —  a,  fOr  einen  a-blattrigen  Yerzweigungspunkt  nach  Poten 

von  {js  —  aY  fortschreitet,  welche  femer  kein  konstantes  Glied  und 
eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  negativer  Ordnung  enthalten  ks 
Der  einzige  unterschied  gegen   die  algebraischen  Funktionen  hesi 
darin,  daCs,  falls  in  der  Entwickelung  des  Integranden  das  Glied 


g  —  a 

vorkommt,  das  Integral  a  —  co^  wieder  das  logarithmische  Glied 

enthalt,  während  für  die  Umgebung  eines  der  unendlich  fen 
Punkte  ^(*)  durch  die  Integration  des  Gliedes 

r 

z 

in  dem  Integrale  das  logarithmische  Glied  r  Ig^er  aufbreten  kann,  weld 
wieder  schwächer  unendlich  wird,  als  jede  Potenz  von  sf  —  a  ] 
einem  noch  so  kleinen  negativen  Exponenten.  Auch  diese  Stel 
sollen  logarithmische  Stellen  von  o  genannt  werden,  und  man  z( 
genau  wie  auf  S.  271,  dafs  jedes  Integral  a  nur  eine  endliche  Ana 
von  logarithmischen  Stellen  besitzen  kann.  Beachten  wir  also  nur,  < 
für  einen  a- blättrigen  Yerzweigungspunkt   das  Entwickelungselen 
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nicht  IT— a  sondern  (0  — a)'  ist;  so  sehen  wir  genau  ebenso^  wie  auf 
S.  271;  dab  för  eine  jede  Stelle  ^  das  zugehörige  Element  cd  (^)  der 
Integndfonktion  durch  eine  Gleichung  bestimmt  ist: 

^^  «,(^)=pig(«-«r  +  ^(Äi«), 

Tfo  p  fBr  alle  und  nur  die  logarithmischen  Stellen  von  Null  yerschieden 
ist)  wahrend  ^  (iv  |  a)  eine  Reihe  bedeutet;  welche  nach  ganzen  Potenzen  von 

[i-ay  fortschreitet  und  nur  eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen 

lons—a  enthalt     Auch  hier  wird  der  somit   eindeutig  bestimmte 

i_ 

Koeffizient  q  von  lg  (0  —  aY  das  Residuum  des  Differentiales  da 
fftr  die  Stelle  ^  genannt  Durch  Differentiation  nach  0  folgt  aus  (1) 
die  Gleichung 

&Il8  $  eine  endliche;  und 

&Il8  $  eine  der  unendlich  fernen  Stellen  ist;   also  ist  in  den  beiden 

unterschiedenen  Fallen  ±  —  der  Koeffizient  von bzw.  von  —  in  der 

%tirickelung  des  Integranden  S($);  es  ergiebt  sich  somit  der  Satz: 

Ist  r  der  Koeffizient  von  bzw.  von  —  in   der   Ent- 

z  —  a  z 

Wickelung  des  Integranden  S  in  der  Umgebung  eines  endlichen 

bzw.  unendlich  fernen  Punktes  ?ß  von  der  Verzweigungsordnung 

a  — 1;  so  ist  das  Residuum  des  Differentiales  ^dz  gleich  -f  ar 

bzw.  gleich  —  ar. 

Auch   fOr   die   Abelschen   Integrale  können  und  wollen  wir   ihr 

Verhalten  in  der  Umgebung  einer  Stelle  ^  der  Riemannschen  Fläche  91, 

dadurch  charakterisieren;  daCs  wir  derselben  wieder  den  gleichbezeichneten 

^Wfiiktor  ^  zuordnen;  und  zwar  definieren  wir  jetzt  die  Teilbarkeit 

des  Integrals  durch  den  Primfaktor  ^  folgendermafsen : 

Ist  m  ein  Abelsches  Integral   i%dz  und  (Oq  die  zugehörige 

Konstante;  so  ist  o  —  ©^  durch  den  Divisor  ?ß^  teilbar;  wenn 
die  Entwickelung  der  Differenz  co  —  cd^  in  der  Umgebung  der 
Stelle  ^  in  dem  früheren  Sinne  die  Ordnungszahl  6  besitzt;  be- 
ginnt jedoch  diese  Entwickelung  speziell  mit  lg(;8r  —  a);  so  wollen 
wir  sageU;  dafs  o  —  (Dq  durch  Ig^  teilbar  ist. 
Das  Integral  besitzt  also  an  der  Stelle  ^  eine  ünstetigkeitsstelle; 
irezm  ca  —  m^   oder;   was   dasselbe   ist;  wenn  o  den  Primfaktor  ^  in 

Hensel  a.  Lsndtbergf  Algebraitobe  Fanktionen  etc.  19 
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einer  negativen  Potenz  enthalt  oder  durch  Ig^  teilbar  ist;  es  Terhalt 
sich  in  Sß  regulär;  wenn  o  —  o^  durch  eine  positive  Potenz  Ton  $ 
teilbar  ist. 

Ist  S  dem  Divisor  D^  äquivalent,  so  ist  das  Verhalten  von  o  — o^ 
an  jeder  einzelnen  Stelle  ^  durch  die  Potenz  des  zugehörigen  Prim- 
faktors  Sß*"  vollkommen  bestimmt,  welche  in  S  enthalten  ist;  jedoch  ist 
dieser  Zusammenhang  nicht  für  jeden  Punkt  in  gleicher  Weise  zn 
charakterisieren,  wir  müssen  vielmehr  die  FSIle  unterscheiden^  wo  $ 
ein  regulärer  oder  ein  Yerzweigungspunkt  oder  ein  unendlich  ferner 
l^inkt  der  Riemannschen  Fläche  ist.  Ist  z.  B.  ftir  einen  regolaren 
IHmkt  ^  von  positiver  Ordnung 

I  =  er{0  —  ay  +  Cr4-i(£r  —  ay+^  +  •  •  •, 

so  ergiebt  sich  durch  Integration 

d.  h.  Gl  -  oIq  ist  genau  durch  Sß"'^^  teilbar,  wenn  der  Int^^rmnd  den 
Divisor  ^''  besitzt.  Dagegen  folgt  fQr  einen  a- blättrigen  Yenweigangi- 
punkt  aus  ^  ^ ,  ^ 

dio  Entwickehmg  ^ 

a.  h.  ü  —  fi\,  enthrdt  den  Divisor  W^\  wenn  der  Integrand  |  duich^' 
toilbar  war.  und  uooh  vrrölser  wird  die  Anzahl  der  Mö^chkeiten, 
wenn  n;aii  dou  Fall  negativer  Ordnungszahlen  mit  berücksichtigt  nnd 
aiuWrviem  noch  zululst.  dals  die  Stelle  ^r  =  «"^  auch  die  unendlich 
fenie  sein  kann. 

Diese  UuKwlmai'sigkeit  rüim  aber  einfach  daher,  imb  wir  für 
viie  Kiitwickelung  eine  bestimmte  Riemannsohe  Flache  31.  ru  Grunde 
gel^^rt  hsbeu.  denn  alle  hier  geschilderten  Besonderheiten  hingen  ja 
vor.  vier  Wahl  der  v.nabV.Ingigen  Variabehi  und  der  zugehörigen  Kugel- 
!l3U'he  ab.  und  s:e  k?nneu  beseitig:  werden,  wenn  man  die  Variable  : 
durvr-  e.nt  and--?  er^e:.-::  dann  :reten  aber  andere  besondere  Pankte  iu£ 
l  u:  V.----.  r-.-  :-:r  i-.eiv.i.  si-^tü^'-r  b«oaderte:t^n  ra  beseitigen.  woUea 
wir  ■-:■-■  .iv.>.s:e-  rarsin:^rh--  eir  Dsr?:e:iv.sir  der  alcebniacliai 
lv*-T--::i:f  i-v  =  ?.:.-  i::^?:--.  w-Lhe  eire  v;ralliienieii«m«  der 
*-^-- --    ^ ""-  ^'-<^^f-r.Äir    c^nnaenen    «  und  welche 
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den  zugehörigen  Divisor  Oc  ganz  unabhängig  von  der  Engelfläche  SR« 
ist;  wir  werden  dann  die  Beziehungen  zwischen  dem  DifiFerentiale  da 
und  dem  zugehörigen  bestimmten  Integrale  o  —  Oq  in  Bezug  auf  jeden 
Prim£Eiktor  in  überraschend  einfacher  Weise  angeben  können. 


§2. 

seien  $  und  19   zwei   beliebige  nicht  konstante  GröJsen  des 
Körpers  K,  und  es  möge 

die  zwischen  ihnen  bestehende  irreduktible  algebraische  Gleichung 
sem.   Dann  ergiebt  sich  ans  ihr  durch  Differentiation  die  Gleichung 

dF 
1) 


^  _  _  J?I  _  _  *1 
di  ~        dF  ~       F'' 


d.  h.  das  Yerhältnis  der  beiden  Differentiale  d^  und  dri  ist  als  rationale 
Fanktion  von  |  und  f^  eine  Gröise  des  Körpers  K,  welche  also  durch 
den  zu  ihr  gehörenden  Divisor  vollstöndig  bestimmt  ist.  Wir  stellen 
Qns  daher  die  f^  das  Folgende  fundamentale  Aufgabe,  diesen  Divisor 
20  berechnen. 

Wegen  der  Gleichung 

d^        dz  '  dz 

genügt  es  offenbar,  zu  bestimmen,  wie  oft  ein  beliebiger  Primdivisor  $ 

in  jedem   der  beiden  Differentialquotienten  ^-   und  ^  enthalten  ist, 

wenn  e  irgend  eine  Gröfse  des  Körpers  ist,  die  als  unabMngige  Variable 
angenommen  wird.  Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  z  so  wählen,  dafs 
der  betrachtete  Punkt  $  einem  endlichen  Punkte  (ß=cc)  der  zugehörigen 
Riemamischen  Fläche  entspricht,  und  es  bestehe  fQr  die  Funktion  |  in 
der  Umgebung  der  Stelle  $  die  folgende  Entwickelung: 

4-io=s<.(«-«r  +  s<«+i(^-«)''  +•••, 

wo  also  lo  das  konstante  Glied  in  der  Entwickelung  von  ^  bedeutet, 
ond  die  Ordnungszahl  d  von  §  —  lo  Positiv  oder  auch  negativ  sein 
hnn;  dann  enthält  also  der  Linearfaktor  S  —  lo  g^^^u  ^^  ^^^  Potenz 
ron  ^.    Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  z  ergiebt  sich  also 

d—a 

19» 
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Enilält  also  {  - 19  die  Potenz  $',  so  ist  ^  genaa  durch  ^'  teilW, 

wenn  die  Stelle  $  fOr  die  Engelflache  ft«  ein  a-blattriger  Yenweigongi' 
pnnkt  ist  Da  aber  das  Analoge  auch  fBr  die  Fimktion  1}  gilt,  so 
ergiebt  sieh  zunächst  das  folgende  ein£Ehche  Resultat: 

Sind  ^  und  17^  die  zn  (  nnd  tj  gehörigen  konatanteii 
Glie^  in  der  Entwickelnng  dieser  Funktionen  in  der  Um- 
gebung der  beliebigen  Stelle  ^,  und  sind  die  Linearfidctoren 
S  — '  (0  ^^^  V  "Vo  ^^^^-  durch  ^^  und  ^  teilbar,  so  ist  der 
DijSerentialquotient  ^  genau  durch  ^"^  teilbar,  es  ist  also 


^)         ^  -u^ 


wenn  das  Produkt  über  alle  Punkte  ^  erstreckt  wird  oder 
aber  auch  nur  über  die  in  endlicher  Ati7a1i1  vorhandenen,  fBr 
welche  der  Exponent  6  —  d  ^  0  ist. 

Denselben  Divisor  können  wir  aber,  und  das  ist  das  Wesentliche^ 
auf  andere  Art,  und  zwar  in  geschlossener  Form  darstellen.  Wahlen 
wir  i  als  unabhängige  Variable;  so  gehört  zu  ihr  eine  Biemannsche 
Kugelfläche  8%^  und  ein  bestimmter  Yerzweigungsteiler  3(,  welcher  alle 
und  nur  die  Yerzweigungsfaktoren  $  dieser  Fläche  91^  enthalt,  jeden 
KU  der  Potenz  erhoben,  welche  seine  Ordnungszahl  angiebt;  das  Ent- 
sprechende gilt  für  die  Funktion  rj.    Es  sei  nun 

£  =  —        17  =  -^ 

Tic'       ^  ", 

und   es  seien  3;  und  3»;  ^^^  Verzweigungsteiler   bzw.   für   die   Funk- 
tionen ^  und  17.     Dann  gilt  der  folgende  wichtige  Satz: 

Sind  I  und  rj  zwei  beliebige  Gröisen  des  Körpers  K,  so 
besteht  immer  die  Gleichung 

OX  df}   _S^  ^  % 

^  di  "  ny  n! 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  brauchen  wir  nur  zu  zeigen,  daüs  der 
r^^hts  stehende  Quotient  jeden  Primfaktor  ^  in  der  (e  —  dy*^  Potenz 
enthalt,   und    dies    ist    offenbar   geschehen,   sobald    wir    nachgewiesen 

haben,  dafe  für  ein  beliebiges  £  der  Divisor  -|  genau  durch  ^'""^  teilbar 
ist  mid  dal5  das  Analoge  für  >;  gilt. 

Ist  nun  i^  zunächst  eine  im  Endlichen  liegende  Stelle  der  Flache  91^, 
und  enthält  der  rukrehorige  Linearfaktor  £  —  |^  die  Potenz  ^  von  ^, 
Sv^    ist.   wie   auf  S.  24^^  gezeivrt  \\-unle.   '^  eine  endliche  Verzweigungs- 
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stelle  der  (d  —  1)*^  Ordnangy  ako  ist  3^  durch  ^ß**""^  teilbar,  während 
in   itf  der  Divisor  $   gar  nicht  auftritt,   weil  $  im  Endlichen  liegt. 

AIbo  ist  -|  in  diesem  Falle  wirklich  genau  durch  ^^"^  teilbar. 

Ist  dagegen  $  eine  der  unendlich  fernen  Stellen  fOr  91^;  ist  also 
d  =  —  d  negativ,  so  ist  n$  durch  ^^  teilbar,  und  $  entspricht  also 
einem  im  unendlichen  liegenden  Yerzweigungspunkte  der  (ß  —  1)^*^ 
Ordnmig;  der  Yerzweignngsteiler  3^  entiialt  also  genau  die  Potenz  ^  ~'^. 

Daher  ist  der  Quotient  5|  durch  ^^-^-^'^^^-^-^^^^-^  teübar, 

die  angestellte  Behauptung   ist  ako    vollständig   bewiesen.     Ebenso 

£eigt  man,  dab  der  Quotient  -|  genau  ^^"^  enthalt,  und  damit  ist 

die  Richtigkeit  der  obigen  Glei(mung  (3)  dargethan. 

Aus  diesem  Satze  ziehen  wir  zunächst  eine  merkwürdige  und  für 
das  Weitere   sehr   wichtige   Folgerung.    Da  nämlich  der  DifPerential- 

quotient  ^  wegen  (1)  eine  Funktion  des  Körpers  K  ist,  so  sind  die 

beiden  Divisoren  o  o 

^«if  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3)  einander  notwendig  äquivalent, 

und  daher  sind  ihre  Ordnungszahlen  einander  gleich,  wie  auch  |  und  ij 

innerhalb   des  Körpers  angenommen  sein  mögen.     Sind  also  |  und  rj 

sirei  beliebige   Funktionen  des  Körpers,  sind  n:  und  n^  ihre  Grade, 

^  i€^  und  to^  die  Ordnungen  ihrer  Yerzweigungsteiler  Q^  und  Q^,  so 

^b.  die  Zahl  «;  — 2n  ist  eine  Invariante  des  Körpers,  denn  sie  ist 
unabhängig  von  der  Wahl  der  zu  Grunde  gelegten  Yariabeln.  Nach 
8.226  ist  tr  eine  gerade,  also  die  schon  früher  eingeführte  Zahl 

p  =  yW?  -  w  +  1 

eine  ganze  Zahl,  welche  für  jede  Gröüse  von  K  den  gleichen  Wert 
bttÜEt  Wir  nannten  dieselbe  auf  S.  264  das  Geschlecht  von  K  und 
bezeichneten  sie  bereits  als  eine  der  wichtigsten  Invarianten  des  Körpers. 

§3. 

Jedes  Differential,  das  zu   dem   Körper  K  gehört,  kann  je  nach 

4er  Wahl  der  Integrationsvariabein  in  sehr  verschiedenen  Formen  ge- 

ffiffieben  werden.    Ist  ^  die  Integrationsvariable,  ^  der  Integrand,  so 

kt  das  zugehörige  Differential 

da  =  ggdg, 
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und  beim  Übergänge  zn  einer  anderen  Integrationsvariabeln  ij  erhalt  man 

wenn  St;  »  ^  •  ^  gesetzt  wird.     Sind  also   g^  und  i^  die  Int^^randen 

für  ein  und  dasselbe  Differential  doj  wenn  man  das  eine  Mal  ^,  das 
andere  Mal  rj  als  Integrationsyariable  zu  Ghnnde  legt^  so  sind  diese 
beiden  OroiEen  des  Körpers  K  durch  die  öleichung 

Jf dfi  8i|    8^ 

miteinander  Terbnnden,  d.  h.  es  besteht  fOr  zwei  beliebige  Grofigen  £  und  i; 


Ton  K  die  Oleicbung  ^  o 


^  •  ^  =  ^''  •  pj  =  * 


eof 


WO  ako  tDcu  ein  algebraischer  Divisor  ist,  welcher  nur  von  dem 
Differential  dco^  aber  in  keiner  Weise  Yon  der  Wahl  der  Integrations- 
yariabeln  S  oder  tj  abhängt^  und  der  dem  Integrale  (o  oder  dem 
Differentiale  da  zugehörige  Differentialteiler  genannt  werden 
solL  Umgekehrt  ist  aber  auch  das  Integral  (o  durch  den  zc^ehorigen 
Differentialteiler  to»,  bis  auf  eine  additive  Eonstante  vollsiSndig  bestunmt, 
denn  für  eine  beliebige  Integrationsvariable  §  ist  ja  dann 

tD„  •  n! 
5^  =  — ö —     und    d(D=-g|d|, 

-Ol 

Alle  Differentialteiler  tü(.^  sind  untereinander  äquivalent,  sie  gehören 
also  einer  und  derselben  Divisorenklasse  (TT)  an;  denn  ist  für  zwei  be- 
liebige Differentiale:  ,  ^  ,^ 

d<o^  =  Üdl 
so  ist  ja  für  die  zugehörigen  Differentialteiler  tue  und  tüo,' 

d.h.  jener  Quotient  ist  eine  Gröfse  von  K,  und  da  tOta^^c-j  ist,  so 
ist  die  Klasse  (W)  mit  der  Klasse  aller  Divisoren  identisch,  welche 
äquivalent  dem  Divisor  -|  sind,  wenn  §  irgend  eine  Gröfse  des  Körpers 
bedeutet.  Es  kann  demnach  die  Klasse  (W)  aller  Differentiale  auch 
als   die   Klasse   ( -i)  bezeichnet  werden.     Umgekehrt   entspricht  auch 
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jeder  Diyisor  ID  dieser  Klasse  einem  DifPerentiale  do;  denn  ist  XO  äqui- 
?alent  -^9  so  besteht  ja  eine  Gleichong 

wo  ^  eine  Oröise  des  Körpers  K  ist,  d.  h.  t9  entspricht  dem  Differentiale 

Wie  also  alle  und  nur  die  Divisoren  der  Hauptklasse  allen  Oroisen 
des  Korpers  K  gleich  sind,  so  entsprechen  alle  und  nur  die  Divisoren 

der  Klasse  (TT)  ""  (~|)  allen  Differentialen  d(Oy  welche  zu  diesem 
Koiper  K  gehören.    Die  Ordnung  der  Differentialklasse  f-l  j  ist 

ist  also  im  allgemeinen  von  Null  verschieden.  In  dem  vorher  be- 
handelten Beispiele  der  rationalen  Differentiale  war  p  «  0^  da  fiir  die 
einblättrige  Kugelfläche  ß«  offenbar  w  =  Oy  n  =  1  ist;  alle  Differential- 
teiler waren  dort  von  der  (—  2)*^  Ordnung;  hier  ist  die  Ordnung  durch 
den  Wert  der  Hauptinvariante  p  vollständig  bestimmt.  Während  dort 
aber  jeder  Divisor  der  (—  2)^^  Ordnung  ein  Differentialteiler  war,  ist 
das  hier  im  allgemeinen  nicht  der  Fall,  sondern  die  Klasse  {W)  der 
Differentialteiler  bildet  ebenso  einen  Teilbereich  aller  Divisoren  der 
(2|)  —  2y^^  Ordnung,  wie  die  Hauptklasse  einen  Teilbereich  aller  Divi- 
soren nullter  Ordnung  bildet.  Die  Untersuchung  dieser  Divisorenklasse 
fallt  also  auch  hier  vollständig  mit  der  Betrachtung  aller  Abelschen 
Differentiale  zusammen.  Bezeichnen  wir  wieder  denjenigen  innerhalb 
der  Klasse  (Q)  beliebig  anzunehmenden  Multiplikator  D^,  durch  welchen 
die  Divisoren  der  Hauptklasse  in  die  zugeordneten  der  Klasse  {Q) 
übergehen,  als  den  Multiplikator  für  die  Klasse  (Q),  so  kann  man  als 
Multiplikator  f&r  die  Differentialklasse  irgend  einen  Divisor 

*-^       n! 

Wahlen,  wenn  5  ©ine  Grö&e  des  Körpers  K  bedeutet.  Diesem  Multi- 
plikator entspricht  dann  die  Darstellung  der  Differentiale  dGi  in  der 
form  ^d^y  d.  h.  die  Wahl  von  |  als  unabhängige  Variable;  denn  dann 

Ät  ja    fc  ==  -^-^'    also    in    der    That    der    zugeordnete    Divisor    der 

^  8 

ßifferentialklasse  gleich  &l~¥=  to»- 

Wir  fragen  nun  zunächst,  wie  sich  das  einem  Abelschen  Differentiale 
d&  zugehörige  Integral  o  in  der  Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  ^ 
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yerhält,  und  zeigen^  dafs  auch  hier  die  Ordnungszahl  von  o»  —  o^ 
durch  den  DifEerentialteiler  tOa  eindeutig  bestimmt  ist.  Es  werde  die 
Integrationsvariable  x  so  gewählt,  dafs  der  gerade  betrachtete  Prim- 
faktor ^  weder  in  n«  noch  in  3x  auftritt,  dals  also  die  Stelle  ^  eine 
reguläre,  im  Endlichen  liegende  Stelle  der  Eugelflache  91«  ist.  Beides 
ist  offenbar  möglich;  denn  man  braucht  ja  nur  fCbr  x  eine  Grolse  zu 
wählen,  welche  in  $  von  der  ersten  Ordnung  yerschwindet,  was  nach 
der  Bemerkung  auf  S.  217  stets  möglich  ist,  so  entspricht  $  einer 
einfachen  Nullstelle  fQr  x='0.    Dann  ist  in  dem  Differentiale 

dcD  =  ixdx,     wo     6t  =  -^ 

ist,  ix  in  Bezug  auf  ^  von  genau  derselben  Ordnung  wie  tD«.    Ist 

also  tOo  genau  durch  ^  teilbar,  wo  d  positiv,  negativ  oder  Null  sein 

kann,  so  besteht  für  ixdx  in  der  Umgebung  von  $  die  folgende  Ent- 

wickelunfiT  * 

^'       dcj  =  ixdx  =  (a^x^  +  arf+ia;^+^  H )dx, 

und  man  erhalt,  indem  man  die  Beihe  gliedweise  integriert: 

wo  (Oq  die  Integrationskonstante  ist,  oder  für  den  speziellen  Fall  c2  =  —  1: 

©  —  ©0  =  Obligo;  H , 

d.  h.  es  besteht  der  Satz: 

Ist  $  ein  c^-facher  Divisor  des  zu  do  gehörigen  Differential- 
teilers lü«,  so  ist  das  Integral  o  —  Oq  entweder  durch  ?ß<'+^ 
oder  durch  Ig^  teilbar,  je  nachdem  d^—1  oder  d=— 1  ist. 

Wir  sagen  nun  wieder,  ein  Integral  o  verhält  sich  an  einer 
Stelle  ^  regulär,  wenn  o  —  gjq  in  ^  von  der  ersten  Ordnung  ist, 
wenn  also  in  der  Umgebung  von  ^  die  Entwickelung  lautet 

i.                      1. 
o  =  csio  +  ©1  (a;  —  «)"  +  Og (ic  —  «)"  H 

und  der  Koeffizient  ©^  von  Null  verschieden  ist.  Dann  folgt  aus  dem 
soeben  bewiesenen  Satze,  dals  ©  sich  für  alle  und  nur  die  Primdivisoren 
nicht  regulär  verhält,  welche  in  W«  enthalten  sind. 

Schreiben  wir  den  Differentialteiler  tüw  als  Quotient  zweier  ganzer 
Divisoren  , 

tOo)  =    —  ' 

«CO 

so  enthält  der  Nenner  Uq,  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  alle  und 
nur  die  Primteiler  ^,  welche  den  sämtlichen  Unendlichkeitsstellen  des 
Integrals  ©  entsprechen,   und   zwar   entspricht  jedem   einfachen  Prim- 
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fiEkktor  eine  logariÜunische  XJnstetigkeitsstelle;  jedem  Prim&ktor  ^^  ein 
Pol  der  (m  —  1)*^  Ordnang  des  Integrals.  Ebenso  enthalt  der  Zahler  }» 
alle  und  nnr  die  Stellen,  für  welche  m  —  Oq  Yon  höherer  als  der  ersten 
Ordnung  verschwindet  Die  Differenz  der  Ordnungszahlen  Yon  3« 
und  Ttm  ist  stets  gleich  2p  —  2. 

§4. 

« 

In  der  Theorie  der  rationalen  Differentiale  sahen  wir,  dafs  einem 
jeden  beliebig  gegebenen  Divisor  der  (—  2)*^  Ordnung  auch  ein  ratio- 
nales Differential  entspricht;  so  waren  wir  imstande,  direkt  die  Ele- 
mentarintegrale der  zweiten  imd  dritten  Ghittung  hinzuschreiben  und 
alle  übrigen  durch  sie  auszudrücken.  Für  die  algebraischen  Differentiale 
gehört  aber  im  allgemeinen  nicht  zu  jedem  Divisor  der  {2p  —  2)**" 
Ordnung  ein  algebraisches  Differential,  viehnehr  muls  derselbe  außer- 
dem noch  der  Differentialklasse  (TT)  angehören.  Aber  unsere  früheren 
Untersuchungen  über  die  Divisoren  des  Körpers  K(j8,  u)  setzen  uns  in 
den  Stand,  die  entsprechende  Aufgabe  für  die  Abelschen  Differentiale 
ganz  ebenso  einfach,  aber  in  sehr  viel  weiterem  üm&nge  zu  lösen. 

Die  Fundamentalaufgabe  in  der  Theorie  der  Abelschen  Integrale 
kann  namUch  in  ihrer  aUgemeinsten  Form  so  ausgesprochen  werden: 

Es  soll  ein  voUsi&ndiges  System  linear  unabhängiger 
Differentiale  dm  gefunden  werden,  deren  Divisoren  tOca  Multipla 
eines  beliebig  gegebenen  Divisors  O  sind,  für  welche  also 

ist,  wenn  &to  irgend  einen  ganzen  Divisor  bedeutet. 

Diese  Aufgabe  kann,  und  zwar  für  eine  beliebig  gegebene  Integra- 
tionsvariable 0,  foIgendermaCgen  gelöst  werden. 

Wir  bilden  nach  der  auf  S.  216  angegebenen  Methode  ein  Funda- 
mentakystem 

1)  -  {.f\f\...t') 

des  Körpers  K  für  alle  Multipla  von  ^7  und  zwar  möge  es  gleich  so 

gewählt  sein,  dafs  es  für  eine  beliebige  reguläre  Stelle  (^»^o)  normal 
ist.     Zu  diesem  Systeme  bilden  wir  das  komplementäre 

2)  (j''\r\...f% 

nach  dem  Satze  Y  auf  S.  231  ist  dasselbe  dann  in  Bezug  auf  {s  =  a^) 
ebenfalls  normal,  und  es  kann  von  vornherein  so  geordnet  vorausgesetzt 
werden,  dafs  die  Ord"^        -«fthlen  '"'=^mente 
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in  Bezug  anf  diese  Stelle  eine  zunehmende  Beihe  bilden,  daOs  also 
allgemein  ^t^^i  +  i  ist.  Ist  dann  l^'^das  erste  Element,  dessen 
Ordnungszahl  ^«  ^  2  ist,  so  bilden  die  folgenden  Differentiale 

■5(0  ^(O  -jW 

ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Abelscher  Differentiale 
d(o  =  itdZj  f&r  welche  tooi  ein  Multiplum  von  D  ist 

Das  System  {J^^\  5^*\ . . .  5^"^  ist  nämlich  nach  der  Voraussetzung  ein 

Fundamentalsystem  fOr  die  Multipla  von  -^y  also    das  komplemeniSre 

(¥^^\  t^^\  •  •  •  I^^O  ^^  Fundamentalsystem  für  die  Multipla  des  komplemen- 
tären Divisors  ■^--  Da  dasselbe  aber  in  Bezug  auf  die  Stelle  (z^=a^ 
aufserdem  normal  ist,  so  bilden  die  Elemente 

T(0  T(0 

fc"(»)       ^  * 

ein  YoIlBtändiges  System  linear  unabhängiger  Multipla  von  ^,  welche 

aufiierdem  in  allen  n  Punkten  5ßi,  ?ß,, . . .  ?ßn,  welche  bei  {e  =  a^  über- 
einander liegen,  mindestens  die  Ordnungszahl  2  besitzen,  oder,  was 
dasselbe  ist^  jene  Elemente  bilden  ein  vollständiges  System  aller  Multipla 
des  Divisors  rii« 

Dividiert  man  daher  jedes  dieser  Elemente  durch 


(^-«0)*= 


8 


", 


SO  erkennt  man^   dafs   in  der  That  die  Elemente  (3)  ein  vollständiges 

System   linear  unabhängiger  Multipla  von  -^  bilden,    also    den    Be- 
dingungen der  Aufgabe  genügen.  ^' 

Als  Beispiel  betrachten  wir  die  sogenannten  Integrale  erster 
Gattung  w.  Wir  hatten  gesehen,  dafs  es  keine  rationalen  Integrale 
giebt,  welche  auf  der  ganzen  einblättrigen  Kugelfläche  endlich  sind, 
weil  der  zugehörige  Differentialteiler  stets  von  der  (—  2)*®**  Ordnung 
ist.  Da  für  die  hier  betrachteten  Abelschen  Integrale  der  Differential- 
teiler die  Ordnung  2p  —  2  besitzt,  so  können,  sobald  nur  p^l  ist, 
sehr  wohl  solche  allenthalben  endliche  Integrale  erster  Gattung  w 
existieren,  denen  eben  ganze  Differentialteiler  tüoi  entsprechen;  aber  es 
ist  die  Frage,  ob  auch  in  der  Differentialklasse  immer  ganze  Divisoren 
vorhanden  sind.     Wir   stellen   uns  also  jetzt  die  Aufgabe,   die  Anzahl 
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aller  linear  unabhängigen  ganzen  Divisoren  tOo  der  DifEerentialklasse  (TT), 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  Anzahl  aller  unabhängigen  Multipla  des 
Divisors  O  »  1  zu  bestimmen,  tmd  diese  ganzen  Divisoren  selbst  zu 
berechnen.  Die  diesen  entsprechenden  Abelschen  Integrale  w  bilden 
dann  ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Integrale  erster 
Gattung. 

Der  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  an,   was  ja   eventuell  stets 

durch  eine  Substitution  e^  = erreicht  werden  kann,  dalüg  der  Stelle 

{i==(x>)  n  reguläre  Funkte  der  Eugelfläche  91«  entsprechen.     AlsdanTi 
können  wir  die  Stelle  (z^=  o6)  an  Stelle  der  vorher  eingeführten  (^er»  a^) 

yräHen  und  daher  den  Linearfaktor  0  —  a^  Überall  durch  —  ersetzen. 

Kach  der  soeben   angegebenen   Methode    bilden   wir  nun   zuerst    ein 

Fondamentalsystem  ,  ...     ,,.  . ., 

VT  f  V   )  •  •  •  ^    ) 

fflr  die  ganzen  algebraischen  Funktionen  von  K(£i,  u),  welches  für  die 
Stelle  (z  s  oo)  normal  ist,  und  es  bedeuten 

die  Ordnungszahlen  der  n  Elemente  rj^^  für  jene  Stelle,  und  zwar  sei 
die  Bezeichnung  der  rj^^^  so  gewählt,  dafs  Qi^Qi^'"^Qn  ist.    Daim  ist 

?i  +  Pa  H h  P«  =  —  Y' 

und  man  zeigt  leicht,  dafs  Qi=^0  ist  und  alle  folgenden  Ordnungs- 
zahlen negativ  sind.  In  der  That,  eine  ganze  algebraische  Funktion  rj 
besitzt  im  Endlichen  gar  keinen  Pol;  soll  sie  also  keine  Eonstante 
sein,  so  mulis  sie  in  mindestens  einem  der  n  unendlich  fernen  Punkte 
von  negativer  Ordnung  sein,  ihre  Ordnungszahl  q  für  (js  =  oo)  ist  also 
stets  negativ  und  nur  dann  Null,  wenn  rj  eine  Eonstante  ist.  Da  aber 
im  Körper  K  sicher  auch  die  Eonstanten  auftreten,  so  mufs  rf^^  ==■  c, 
folglich  Qi==0  sein,  aber  q^  kann  dann  nicht  mehr  Null  sein,  da  sonst 
aoch  ff^>  konstant  wäre,  also  rj^^^  und  7/^)  rational  abhängig  wären. 
Es  sei  nun 

das  komplementäre  System  zu  (ri^^\  ri^^\  . . .  rf^^).     Sind  daun 

Qu   9%y  •  '  '  Qn 
die  Ordnungszahlen  seiner  Elemente,  so  ist  allgemein 

'Qi  =  —  Qif 
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d.  h.  es  ist  'q^  =»  0,  und  alle  folgenden  Ordnungszahlen  ^i . . .  p»  sind 
positiY.  Ist  also  ^'>  das  erste  Element;  dessen  Ordnungszahl  ^  2  isfc^ 
so  bilden  die  Funktionen 

ein  vollsi&idiges  System  linear  unabhängiger  Integranden  erster  Gfattons*« 
denn  sie  bilden  ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Multipla 

von  -J-y  da  sie  ja  für  (^9  =  00)  alle  mindestens  die  Ordnungszahl  2  he- 
sitzen.    Da  '^^  =  0,  'q^,  . . .  (^«~i  alle  gleich  1,  also 

Qi7    ?«  —  1;  •  •  •  ?•-!  —  1  =  0 
sind;  so  kann  ihre  Anzahl  auch  so  geschrieben  werden: 

n 

und  da  nach  (1)  anf  S.  226 

ZQt  =  —Z(ft  =Z(a-  1)  ==  Y 

ist,  so  fo^  tOx  die  gesuclite  Anzahl  der  Wert 

4)  |._„+l=p, 

also: 

Die   Anzahl   aller  linear    unabhängigen    Integrale   erster 

Gattung  ist  stets  dem  Geschlechte  des  Körpers  K(Zf  u)  gleich. 

Das  hier  auseinandergesetzte  Verfahren  zur  Bestimmung  der  un- 
abhängigen Integranden  erster  Ghittung  hat  den  grolsen  Vorzug,  dab 
es  nicht  nur  die  Anzahl  derselben  liefert,  sondern  uns  auch  an 
endliches  und  fiir  jede  Wahl  der  unabhängigen  Variabein  g  direkt  an- 
wendbares Verfahren  giebt,  um  die  p  linear  unabhängigen  Int^randen 
erster  Gattung  explicite  zu  berechnen,  denn  wir  haben  auf  S.220 
und  221  gelernt,  ein  Fundamentalsystem  (rf^\  . . .  i^^**))  fCbr  die  ganzen 
Groüsen  des  Körpers  aufzustellen  und  aus  ihm  das  komplementäre 
System  zu  berechnen.     Wir  können  auch,   ohne   das  erste  System  zu 

berechnen,  ein  System  (rj^^\  . .  .  'rf'*^)  für  die  Multipla  von  -^  au&tellen, 

welches  fiir  (z=<x>)  regulär  ist,  und  aus  ihm  direkt  die  unabhängigen 

Integranden  (^W^'^Wjgr, . . .  "^(»V*"~*)  finden.  Der  Umweg  über  das  System 
(ri^^\  rf^\  . . .  rf'^y)  der  ganzen  Punktionen  wurde  nur  fOr  die  Herleitong 
der  eleganten  Formel  4)  für  die  Anzahl  der  unabhängigen  Integrale  erster 
Gtittung  gewählt. 

Es    existieren    also   nur   daim    gar    keine   allenthalben    endlichen 
Integrale  Wy  wenn  jp  =  0  ist,  und  dies  ist  wieder  dann  und  nur  dann 
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der  Fall,  wenn  in  dem  &üc  (js=^  oo)  normalen  Fnndamentakysteme 
{fp'\  rf^\  . . .  17^*))  alle  Elemente  auDser  dem  ersten  die  Ordnungszahl  —  1 

bentzen.    Da  endlich  die  Anzahl  p  ^  —  —  n  + 1  ihrer  Natnr  nach  nie 

negativ  sein  kann,  so  ist  für  jede  n-blattrige  Riemannsche  Flache 

6)  Y^«-l- 

§6. 

Wir  wollen  jetzt  unsere  Untersuchungen  über  die  Divisorenklassen 
weiter  benutzen,  um  das  wichtigste  iheoretische  Resultat  dieses  ganzen 
Gebietes,  den  sogenannten  Riemann-Rochschen  Satz,  eben&lls  auf 
rein  algebraischem  Wege  und  ebenfalls  ohne  jede  beschrankende  Yor- 
anssetzung  über  die  Natur  des  betrachteten  Körpers  herzuleiten. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  einfache  Aufgabe,  nur  die  Anzahl  aller 
linear  unabhängigen  Differentiale  dm  zu  bestimmen,  welche  YielfEiche 
eines  beliebig  gegebenen  Divisors  D  sind;  oder,  was  dasselbe  ist,  es 
soll  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Divisoren  der  E3asse  (W) 
gefanden  werden,  welche  Multipla  des  Divisors  D  sind. 

Ist  aber  {Q)  die  Klasse  des  Divisors  D,  so  ist  diese  Anzahl  für 
<üle  Divisoren  der  Klasse  (Q)  dieselbe,  nämlich  nach  den  Ergebnissen 

^  §  5  auf  S.  265  gleich  der  Dimension  |^  |  der  Klasse  (-^).  Wir 
setzen  zur  Abkürzung 

Sind  dann  q  und  gf  die  Ordnungszahlen  von  Q  und  Q\  so  ist,  da  die 
Ordnungszahl  der  Differentialklasse  {W)  gleich  2p  --  2  ist: 

li)  q  +  gf^2p-2, 

und  die  AtitaIiI  aller  unabhängigen  Multipla  von  D  innerhalb  (TF)  ist 
gleich  {Q^},  und  umgekehrt  ist  die  Anzahl  aller  Multipla  irgend  eines 
Diyisors  O'  innerhalb  (TT)  offenbar  gleich  [Q], 

Der  Riemann-Rochsche  Satz  lehrt  uns  nun  eine  sehr  einfache  und 

lehr  wichtige  Beziehung  kennen,  welche  zwischen  den  beiden  Zahlen  [Q] 

und  {Q']  besteht,  und  mit  deren  Hilfe  man  ohne  weiteres  eine  ganze 

Beihe  von  Fundamentaleigenschaften  der  Abelschen  Integrale  aussprechen 

kaiUL     Wir  gehen  jetzt  zur  Ableitung  dieses  Satzes  über. 

Der  Ein&chheit  wegen  wählen  wir  die  unabhängige  Variable  g  so, 

ämb  der  Stelle  (js  -»  06)  n  reguläre  Punkte  der  Kugelfläche  entsprechen. 

Sind  O  und  CJ  irgendwelche  Divisoren  der  Klassen  (Q)  und  (Q^), 

so    sind   die  Dimensionen  [Q)  und  [Q^]  gleich  der  Anzahl  der  linear 
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unabhängigeü  Multipla  bzw.  von  ^  und  ^9  welche  in  dem  Körper 

K{z,  ti)  Yorhanden  sind.  Da  die  gesuchte  Anzahl  ganz  unabhängig 
davon  ist,  wie  wir  den  Divisor  O  innerhalb  der  Elasse  (Q)  ausgewählt 
haben,  so  wollen  wir  denselben  so  annehmen,  dab  er  jeden  der  n  zo 
der  Stelle  {g=^(x>)  gehörigen  Primdivisoren  ^^  einmal  imd  nur  einnuk 
im  Nenner  enthalt.  Nach  den  im  §  1  auf  S.  250  gemachten  Ausf&hrunge« 
sind  wir  stets  imstande,  diesen  Bedingungen  zu  genügen.  Setzen  wir  dau 

so  ist  Ol  ein  Divisor,  welcher  keinen  einzigen  der  n  Teiler  ^^,  wele 
im  Zähler  noch  im  Nenner,  enthält.    Es  sei  jetzt 


Setzen  wir  dann  in  gleicher  Weise 


a— 1 


so  enthält  auch  D'^  keine  der  Stelle  {z » 00)  entsprechenden  Divisoren, 
weil  sonst  das  Gleiche  fOr  3«  gelten  würde,  und  aus  der  Gleichung 

2)  D0'  =  ^  =  § 

ergiebt   sich,   dafs   D'   ein  Divisor   der  Klasse   {Q')   ist,   f&r  welcbe 

m')  =  (I)  ist. 

Wir  finden  also  die  Dimensionen  [Q]  und  [Q^]  der  beiden  Klassen (Q) 
und  (Q'),  wenn  wir  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Multipla  i^ 

Divisoren  "k  =  ^  und  Kr  =  gr  ui  dem  Korper  K  aufsuchen. 

Um  diese  beiden  Anzahlen  zu  finden,  bestimmen  wir  zuerst  ein 
Fundamentalsystem  /^(i)   ^(s)         u(n)\ 

des  Körpers  K(e,  u)  für  den  Divisor  ^;  welches  f&r  die  Stelle  (5=00) 
normal  ist;  es  seien 

die   Ordnungszahlen   seiner   Elemente   für  jene  Stelle.     Dann   ist  das 
komplementäre  System  ^  ^^^        ^^^. 

ein  Fundamentalsystem  für  den  komplementären  Divisor 


Ol  __     Ot      _    1 


r.    f 


8,      o,0',      a\ 


§  6.   Beweis  des  Biemann-Rochschen  Satzes.  303 

welches  ebenfalls  fCbr  die  Stelle  (0 »  00)  normal  ist  und  dessen  Ordnungs- 
zahlen fCbr  diese  Stelle  bzw. 

^tf      ^%f  •  •  •      ^« 

sind.    Dann  sind  alle  nnd  nur  die  linear  unabhängigen  Multipla  von 

^  =s  ^  in  dem  Systeme 

enthalten,  denn  alle   diese  Elemente  sind  Multipla  von  ^f  weil  das 

System   (|^'^)  ein  Fundamentahiystem  fCbr  ^  ist,  aber  sie    sind  auch 

Multipla  von  Ug,  weil  sie  alle  n^destens  die  Ordnungszahl  + 1  fCbr 
(s^co)  besitzen.    Ihre  Anzahl,  die  Dimension  [Q],  ist  also  durch  die 

gegehen,  wenn  r,  die  letzte  Ordnungszahl  ist,  welche  ^  0  ist.  Hier 
können  und  sollen  die  Ordnungszahlen  r,-  =  0  mitgezahlt  werden,  da 
sie  ja  an  der  Summe  nichts  ändern. 

Dagegen    sind    alle    und   nur    die    unabhängigen    Multipla    von 

g?  =  ^  in  dem  Systeme 

enthalten,  denn  alle  diese  sind  Multipla  von  ^;  aber  auch  von  n«, 

weQ  auch  sie  mindestens  die  Ordnungszahl  +  1  ftlr  j?  »  00  haben.  Ihre 
Anzahl,  die  Dimension  [Q*]  der  Erj^nzungsklasse  (Q^),  ist  also  gleich 

weil  ja  nach  der  Voraussetzung  Ts^i  die  erste  negative  Ordnungszahl 
indem  Systeme  (6  ),  also  —r^^i  die  erste  positive  in  dem  komplemen- 
tären Systeme  (S^*^)  ist.  Durch  Subtraktion  ergiebt  sich  daher  die 
wichtige  Gleichung 

Nun  war  aber  das  System  (5^^\  5^*\  . . .  |^"^)  ein  FundamentaLsystem  für 

die  Multipla  des  Divisors  ^  =  ^—  >  dessen  Ordnung  gleich  ^  (q  +  n) 
ist;  also  ist  ' 


w 


wo  tc  die  Yerzweigungszahl  der  zu  z  gehörigen  Eugelfläche  91,  ist;  die 
soeben  gefundene  Gleichung  geht  also  über  in 

3)  {«}-={«'}  + 2 -i>+l. 
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Wenn  man  aber  jetzt  Q  mit  Q'  vertauscht,  so  ergiebt  sich  die 
korrespondierende  Gleichung 

38)  {Q'}-{Q]  +  ^-P  +  l. 

Subtrahiert  man  die  zweite  von  der  ersten,  so  kann  das  Resultat 
folgendermaisen  geschrieben  werden: 

1)  {Q]-i  =  m-i- 

Ersetzt  man  endlich  in  der  Gleichung  3  a)  die  Ordnung  g[  der  Er- 
ganzungsklasse  durch  2p  —  2  —  q,  so  erhalt  man  die  Relation: 

11)  [^}-={Q'}-m  +  P-i-q- 

Die  Gleichungen  I)  und  II)  geben  uns  die  gesuchte  Beziehung  zwischen 
den  Dimensionen  von  zwei  beliebigen  Erj^nzungsUassen  und  können 
folgendermafsen  in  Worten  ausgesprochen  werden: 

I)  Ist  (^QQ^)=^(W),  so  besitzt  die  Differenz  z¥rischen 
der  Dimension  und  der  halben  Ordnungszahl  für  die  beiden 
Erganzungsklassen  (Q)  und  (Q')  stets  den  gleichen  Wert 

n)  Ist  O  ein  beliebiger  Divisor  der  Ordnung  q  und  (^Q)  seine 
ElassC;  so  ist  die  Anzahl  [Q']  aller  unabhängigen  Differentiale  da, 
deren  Divisoren  tOto  Multipla  von  O  sind,  stets  gleich  der 
Dimension  der  Klasse  {Q),  vermehrt  um   die  Zahl  p  —  1  —  q. 

Diese  beiden  Theoreme  heifsen  der  Riemann-Rochsche  Satz. 


§6. 

Aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Riemann-Rochschen 
Satze  flieüst  eine  grofse  Anzahl  wichtiger  Folgerungen,  von  denen  wir 
die  einfachsten  in  diesem  Abschnitte  behandeln  wollen. 

Es  sei  ZX  erstens  ein  Divisor  der  Hauptklasse,  also  äquivalent 
einer  beliebigen  algebraischen  Funktion   ^  des  Körpers  K,     Dann  ist 

(^)  =  (-^)'  ^  *=  0?  ^^^  {ö}  =  {-^}=  1;  ^^  J^  ^^®  Konstanten  die  einzigen 
ganzen  Divisoren  der  Hauptklasse  sind.     In  diesem  Falle  ist  also 

und  aus  der  Gleichung  II)  des  vorigen  Abschnittes  ergiebt  sich  daher 
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wir  erhalten  demnaoh  den  folgenden  Satz,  welcher  eine  Erweiterung 
des  vorher  fOr  Integrale  erster  Gattnng  abgeleiteten  ist: 

Die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Integrale  a,  deren 
Divisor  tD»  ein,  Vielfaches  einer  beliebigen  Funktion  g  des 
Körpers  K  ist;  ist  stets  gleich  dem  Geschlechte  des  Körpers. 

Wir  erkennen  sofort;  dafs  dieser  Satz  nns  die  Anzahl  der  Integrale 
erster  Gattung  liefert;  wenn  wir  speziell  ^  =»  1  wählen. 

Es  sei  zweitens  O  ein  beliebiger  Divisor,  dessen  Ordnung  g  as  — .  t; 
negativ  ist;  in  diesem  Falle  ist  [Q}  =  0,  weil;  wie  oben  bereits  erwähnt 
wurde;  kein  einziger  ganzer  Divisor  existiert;  dessen  Ordnung  negativ 
isl    Nach  II)  ist  also  hier 


{Q']  =  [^}  =  v+p-i. 


Die  Anzahl  aller  linear  unabhängigen  Integrale  a,  deren 
Divisoren  ID»  Multipla  eines  beliebigen  Divisors  von  negativer 
Ordnung  —  v  sind,  ist  stets  gleich  v  +  p  —  1. 

Derselbe  Satz  gilt  auch;  wenn  O  ein  Divisor  nullter  Ordnung  ist; 
welcher  nicht  der  Klasse  (E)  angehört;  also  nicht  äquivalent  einer 
Orolse  von  K  ist;  denn  auch  in  diesem  Falle  ist  ja  [Q)  =  0;  da  diese 
Klasse  nur  dann  einen  ganzen  Divisor  ®  nullter  Ordnung  enthalten 
konnte;  wenn  ®  =  1  wärC;  was  unmöglich  ist,  wenn  D  nicht  zur 
HanptUasse  gehört;  in  diesem  Falle  ist  jene  Anzahl  also  gleich  ^  —  1. 

Wir  spezialisieren  das  soeben  abgeleitete  Resultat  noch  weiter  und 
Wntzen  es  zur  Beantwortung  der  folgenden  für  die  ganze  Theorie 
der  Abelschen  Integrale  grundlegenden  Frage. 

Jeder  DifEerentialteiler  konnte  in  der  Form 

IIl  als  Quotient  zweier  ganzer  Divisoren  dargestellt  werden;  und  der 
Nenner  n«  bestimmt  alle  und  nur  die  ünendlichkeitsstellen  des  zugehörigen 
biegnis  nebst  ihren   Ordnungszahlen.     Wir  wollen  nach  der  Anzahl 

der  linear    unabhängigen    Differentialteiler    tt)co  —  -^  mit    gegebenem 

Nenner  n<g  fragen;  d.  h.  nach  der  Anzahl  der  unabhängigen  Differentiale; 
welche  an  einer  Anzahl  beliebig  gegebener  Stellen  von  gegebener 
Ordnung  unendlich  werden.  Diese  Frage  können  wir  jetzt  offenbar  so 
sossprechen: 

Heilt«!  o.  Landtb«rg,  Algebraische  Funktionen  etc.  20 
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Es  sei  Hai  ein  gegebener  ganzer  Divisor  vom  Ghrade  v. 
Wie  grofs  ist  die  Anzahl  aller  linear  unabhängigen  Divisoren 

XOoi=  —y  d.  h.  die  Anzahl  aller  unabhängigen  Moltipla  von  — 

in  der  Klasse  (TT)? 

Hier  ist  also  D  =  —  von  der  negativen  Ordnung  —  v,  und  die 
^.  A^  ..  ^  ae.  Di..^on  .»  KI.»,  (f),  4K  I. 

unserem   Falle  gleich   der  Dimension  {ttoTT};  und  da  —  die  negative 

Ordnung  —  v  besitzt ^  so  folgt  aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze: 

Die  Anzahl  aller  linear  unabhängigen  Differentiale  dm^ 
deren  Nenner  gleich  dem  Divisor  n«  oder  ein  Teiler  desselben 
ist.  ist  stets  .  . 

wenn  v  den  Orad  des  Nenners  bezeichnet. 


Zwanzigste  Vorlesimg. 

Die  Elementarintegrale  erster,  zweiter  imd  dritter  Gattong.  —  Die  Differential- 
klasse  (TT)  ist  primitiv.  —  Es  giebt  keine  Integrale,  welche  nur  an  einer  Stelle 
wd  zwar  logaritlimisch  unendlich  werden.  —  Die  Elementarintegrale  zweiter  und 
dritter  Gattung.  —  Die  allgemeineren  Integrale  zweiter  Gattung.  —  Jede  Divi- 
Borenklasse  (fRTT)  ist  primitiv,  sobald  91  irgend  ein  ganzer  Divisor  von  höherer 
ftlB  der  ersten  Ordnung  ist.  —  Jedes  Abelsche  Integral  ist  auf  eine  einzige  Weise 
all  Summe  von  Elementarintegralen  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung  darstellbar.  — 

Funktionen  des  Körpers  mit  gegebenen  Polen. 

§  1- 

Wir  wollen  jetzt  die  Abelschen  Integrale  als  Summen  möglichst 
®ui&cher  Integrale,  der  sogenannten  Elementarintegrale  erster, 
^Weiter  und  dritter  Gattung  darstellen. 

Wir  nannten  Integrale  erster  Grattnng  diejenigen,  welche  an  keiner 
einzigen  Stelle  unendlich  grolk  werden,  d.  h.  diejenigen,  deren  Differential- 
t^er  gar  keinen  Nenner  besitzt  Wir  zeigten,  dafs  es  gensLup  linear 
tUiabhSngige  ganze  Divisoren 

der  Klasse  (T^  gieht,  durch  welche  alle   anderen   ganzen  Divisoren 
dieser  Klasse  auf  eine  einzige  Art  in  der  Form 

iQit  konstanten  Koeffizienten  dargestellt  werden  können.     Wählt  man 
iigend  eine  Ghrölse  0  von  K  als  unabhängige  Variable  nnd  setzt  allgemein 

Si  =  —^  (i  =  l,2,...p), 

80  bilden  die  p  Funktionen  des  Körpers, 

1 }        S  y  '  '  '    P 

ein   vollständiges   System   linear  unabhängiger  Integranden,    und   die 

p  Integrale  /> 

«;<  —  /  Bide  (»  =  ii  2, . . .  p) 

ein   Tollständiges  System  linear  unabhängiger  Integrale,  d.  h.  es  gilt 
der  Satz: 

20* 
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und  nur  eine  Weise  in  der  Form 

mit   geeignet  gewählten   konstanten  Koeffizienten    dargestellt 
werden. 

Wir  zeigen  zuerst;  dafs  die  Klasse  (TT)  eine  primitive  ist,  d.  h. 
dals  die  p  ganzen  Divisoren  &^\  &^*\  . . .  @^)  derselben  nicht  alle  einen 
und  denselben  gemeinsamen  Teiler  iD2  besitzen. 

Ist  nämlich  fi  der  Orad  jenes  Divisors  SR  und  (M)  seine  KlasBe, 

und  die  p  ganzen  Divisoren  ®iy  @^, . . .  ®|»  geboren  zu  der  primitiven 
Klasse  (W),  welche  durch  die  Gleichung 

(MW)  =  (TT) 

vollständig   bestimmt   ist;  jene   beiden  Klassen  sind  also  Erg^nzungs- 

klassen.  Für  diese  beiden  Klassen  {M)  und  (W)  besteht  aber  nach 
Formel  I)  auf  S.  304  die  Gleichung 

wenn  w  die  Ordnung  der  Klasse  (W)  bedeutet.  Nun  bestehen  aber 
nach  den  Sätzen  auf  S.  267  die  Gleichungen 

{W]  =  {W}=p,    w  =  2p-2--iLy    {^}  =  1. 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  obige  Gleichung  (1)  ein,  so  ergiebt  sich 
zur  Bestimmung  der  Ordnungszahl  ^  von  3K  bzw.  von  {M)i 

d.  h.  es  mufs  notwendig  /i  =  0,  also  der  Teiler  aller  ganzen  Divisoren 
von  {W)  gleich  Eins  sein,  was  zu  beweisen  war. 

Dieses  Ergebnis  kann  auch  folgendermafsen  ausgesprochen  werden: 

Man  kann  stets  ein  Integral  erster  Gattung  w  finden, 
welches  sich  an  einer  beliebig  gegebenen  Stelle  ^  regulär 
verhält. 

Wäre  nämlich  jedes  Integral  tv  an  der  Stelle  ^  nicht  regulär,  wäre 
also  w  —  Wq  stets  mindestens  durch  ^^  teilbar,  so  wäre  ^  ein  gemein- 
samer Teiler  aller  ganzen  Divisoren  @  von  (TF),  diese  Klasse  also 
keine  primitive. 

Die  nächst  einfachen  Integrale  wären  offenbar  die,  welche  nur  an 
einer  einzigen  Stelle,  und  zwar  von  möglichst  niedriger  Ordnunj^  f^ 
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logariihmisch  tinendlicli  werden,  d.  h.  diejenigen^  deren  zugehöriger 
Teiler  tOo»  nur  einen  einzigen  Primteiler  ^  nnd  zwar  in  der  ersten 
Potenz  im  Nenner  enthalt;  aber  die  soeben  gefundenen  Sätze  lehren 
uns,  dals  solche  Integrale  nicht  existieren  können.  Für  sie  mnis 
nämlich  tt«  *»  $  sein,  nnd  die  Ordnung  v  von  n»  ist  daher  « 1.  Also 
ergiebt  sich  ans  dem  Satze  auf  S.  306,  dab  die  Anzahl  aller  linear  un- 
abhängigen Differentialteiler,  deren  Nenner  ^  oder  ein  Teiler  von  ^ 
ist,  gleich  1  +p  —  1  ^p  ist. 

Nun  ist  aber  schon  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Differential- 
teiler da>y  deren  Nenner  —  1  ist,  ebenfalls  p,  und  diese  sind  unter 
den  hier  aufisusuchenden  Differentialteilem  mit  enthalten.  Also  existieren 
auCser  diesen  keine  anderen  solchen  Differentialteiler  in  der  Elasse  W, 

d.  h.  es  existiert  kein  einziger  Differentialteiler  -^  f  in  welchem   sich 

der  Nenner  ^  nicht  vollständig  foithebt,  und  damit  ist  die  aufgestellte 
Behauptung  bewiesen. 

Wir  können  diesen  Satz  auch  so  aussprechen: 

Ist  ^  ein  beliebiger  Primdiyisor  und  (P)  seine  Elasse,  so 
ist  die  Elasse  (PTF)  eine  Elasse  yom  Teiler  ^. 

Bilden  nämlich  &^'^\  . . .  ®^^  ein  ToUständiges  System  unabhängiger 
ganzer  Divisoren  der  Elasse  (TT),  so  bilden  ^®(*>, . . .  ^®Cp)  ein  eben- 
solches System  für  die  Elasse  (PW). 

Wir  sprechen  dieses  Resultat  in  dem  folgenden  Satze  aus,  den  wir 
auch  schon  in  dem  speziellen  Falle  der  rationalen  Differentiale  be- 
wiesen hatten: 

Es  giebt  kein  Abelsches  Integral,  welches  nur  an  einer 
Stelle  und  zwar  logarithmisch  unendlich  wird. 

§2. 

Die   den  Integralen  erster  Gattung  am  nächsten  stehenden  sind 

abo  diejenigen,  für  welche  der  Nenner  Hai  des  Differentialteilers  nur 

aus  zwei  gleichen  oder  verschiedenen  Primfaktoren  besteht,  für  die 

also  tOo  die  Form  hat:  «  « 

«n    oder 


hier  ist  der  Zahler  (nach  der  Bemerkung  auf  S.  297  oben)  ein  ganzer  Divisor 
des  2p*^  Grades  während  $  und  ^'  zwei  beliebige  Primfaktoren  bedeuten; 
von  den  zuf  *  Infa  ie  das  erste  nur  an  der  Stelle  ^  und 

zwar  von  9ite  nur  an  den  Stellen  ^  und  ^' 

und  *  W'*^  li<\ben  in  der  achtzehnten 


310  Zwanzigste  Vorlesimg. 

Yorlesmig  gesehen;  dalj9  solche  Differentialteiler  im  Oehiete  der  rationalen 
Differentiale  existierten.     Sie  gehörten  zn  Integralen 

/dz               1            i    /           r\   /*          d*  1    tf  —  a 

-7 ^  =  land    (a  —  CC)   I   7 TT- jz  ==  Ig- — -jf 
(js  —  ay        8  —  oc             ^             ^J  (2f  — of)(5— aO        ^5  — er 

welche  wir  als  das  einfachste  Integral  zweiter  und  als  das  Integral 
dritter  Gattung  bezeichneten. 

Wir  zeigen,  dafs  auch  im  Gebiete  der  Abelschen  Integrale  je  ein  und 
abgesehen  Ton  Integralen  erster  Gattung,  auch  nur  ein  Integral  dieser  Art 
existiert;  wir  wollen  sie  im  folgenden  ebenfalls  Integrale  zweiter  und 
dritter  Gattung  nennen.  Es  seien  ^  und  ^'  zwei  gleiche  oder  von- 
einander yerschiedene  Primfaktoren.  Dann  ist  nach  dem  auf  S.  306  be- 
wiesenen Satze   die  Anzahl  aller  linear  unabhängigen  Differentialteiler, 

welche  Multipla  von  ^^  f  welche  also  von  der  Form  ^^  sind,  gleich 

Zu  diesen  gehören  aber  offenbar  die  linear  unabhängigen  ganzen 
Divisoren  der  Differentialklasse  (W) 

denn  jeder  von  ihnen  kann  ja  in  der  Form 

also  als  Multiplum  von  ^^  geschrieben  werden.  Aulser  diesen  muls 
also  noch  ein  weiterer  unabhängiger  Differentialteiler 

1)  ®*"l 

existieren,  dessen  Zähler,  wie  man  leicht  sieht,  weder  durch  ^  noch 
durch  ^'  teilbar  sein  kann.  Enthielte  nämlich  @(®)  etwa  den  Teiler  5ß', 
wäre  also  ®W  =  ^'@(o)^  so  wäre 

ein  Differentialteiler,  dessen  Nenner  gleich  5ß  wäre,  und  da  dies  nach 
dem  obigen  Beweise  nicht  möglich  ist,  wenn  sich  ^  nicht  ebenfalls 
forthebt,  so  müfste  jener  (p  +  1)*®  Differentialteiler  (1)  ebenfalls  ganz, 
also  durch  @^^\  . . .  @(')  darstellbar  sein,  während  er  doch  von  ihnen 
linear  unabhängig  ist.    Es  giebt  also  in  der  That  stets  einen  Differential- 

teuer,  welcher  in  seiner  reduzierten  Form  gleich  ^^>  ist;  jeder  andere 
Divisor  mit  diesem  Nenner  ist  in  der  Form 

mit  konstanten  Koeffizienten  darstellbar. 
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Ist  also  $  ein  beliebiger  Punkt  der  Biemannsclien  Fläcbe,  so 
giebt  es  stets  ein  Integral 

2)  t,  ^ß,dz, 

welches  nur  an  der  Stelle  ^  einen  Pol  erster  Ordnung  hat  und  sonst 
allenthalben  endlich  ist,  und  ebenso  giebt  es  stets  ein  Integral 

welches  nur  in  zwei  beliebig  gegebenen  Punkten  ^^  und  ^^  und  zwar 
logarithmisch  unendlich  wird.  Jedes  andere  Integral  t^  oder  ä^^  der- 
selben Art  ist  eindeutig  in  einer  der  beiden  Formen  darstellbar  : 

^^  <i  =eJo<i    +q«;iH VCpWp  +  c 

tt»i2  =  do(0i2  +  d^w^  H h  dpWp  +  d. 

Das  Integral  zweiter  Grattung  t<^  ist  auch  hier  nur  das  erste  Yon 
einer  ganzen  Reihe  anderer  tfij  welche  ebenfalls  nur  an  der  beliebig 
gegebenen  Stelle  ^  einen  Pol,  aber  einen  solchen  yon  der  ^^'^  Ordnung 
haben.  Für  sie  muls  der  Differentialteiler  ein  Bruch  sein,  dessen 
Nenner  gleich  ^^~^  ist.  Auch  solche  Differentialteiler  sind  für  jeden 
Wert  Ton  /tt  stets  in  der  Differentialklasse  enthalten  und  wir  könnten 
sie  durch  eine  einfache  Erweiterung  des  soeben  geschilderten  Yer- 
fidirens  leicht  finden.  Wir  wollen  aber  lieber  gleich  an  dieser  Stelle 
einen  allgemeinen  Satz  herleiten,  aus  welchem  die  Existenz  aller  jener 
Kormalintegrale  und  die  Darstellung  eines  jeden  Integrals  durch  diese 
ohne  weiteres  folgt. 

Wir  hatten  gezeigt,  dafs  die  Differentialklasse  (TT)  primitiv  ist, 
d.  h.  dals  die  p  unabhängigen  ganzen  Divisoren  @(^), . . .  @(^)  derselben 
keinen  gemeinsamen  Teiler  besitzen.    Multipliziert  man  aber  alle  Divi- 
soren von  (TF)  mit  einem  beliebigen  Primteiler  ^,  so  besitzt  diese 
Klasse  ($TF)  den  Teiler  ^,  weil  ihre  unabhängigen  ganzen  Divisoren 
einfech  mit  den  p  Produkten  (^©(^^  . . .  ?ß®(^))  identisch  sind.    Büdet 
man  dagegen   die   Klasse   (^^'TT),   indem   man    alle    Elemente   der 
Qasse  (^TT).  mit   einem   und  demselben  Primteiler  ^'   multipliziert, 
80  ist  diese  Klasse  wieder  primitiv,  denn  wir  sahen,  dafs  zu  den  p  linear 
unabhängigen  ganzen  Divisoren  (5ß5ß'®(i),  ^?ß'®W, . . .  ?ß?ß'@(p))  dieser 
Klasse  noch   notwendig   ein   weiterer   ganzer   Divisor   ®(^)    hinzutritt, 
welcher  weder  durch  ^  noch  durch  ^'  teilbar  isi    Hieraus  folgt  aber, 
dab  die  {p  +  1)  unabhängigen  ganzen  Divisoren  von  (^^'TT) 

(@(o),  ^^'@(i),...  ^ß^'ÖCi»)) 

überhaupt  keinen  Teiler  gemeinsam  haben,  dafs  also  jene  Klasse  primitiv 
ist;  denn  hätten  sie  alle  einen  Primteiler  ^(^)  gemeinsam,  so  könnte  dieser 
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zrumchst  nicht  gleich  ^  oder  ^'  sein^  weil  @(^)  ja  durch  heide  nidit 
teilbar  ist;  andererseits  kann  aber  ein  solcher  Teiler  nidit  in  dea 
p  letzten  ganzen  Divisoren  auftreten^  denn  sonst  mülste  ja  ^(®>  ein  ge- 
meinsamer Teiler  Ton  0^^)^ . . .  @(')  sein,  während  diese  doch  keinea 
solchen  Teiler  besitzen. 

Multipliziert  man  nun  alle  Divisoren  dieser  Klasse  (^^'TF)  mit 
einem  anderen  ganz  beliebigen  Primteiler  $",  so  zeigt  man  ebenfialls 
leicht,  dafs  auch  diese  Klasse  (5ß^'5ß"Tr)  primitiv  ist,  u.  s.  w.  Wir 
beweisen  nun  gleich  den  folgenden  ganz  allgemeinen  Satz: 

Ist  91  —  $1  $2 ...  $y  ein  beliebiger  ganzer  Divisor,  dessen 
Ordnung  v  grofser  als  Eins  ist,  so  ist  die  Divisorenklasse  (91  TT) 
stets  primitiv,  d.  h.  die  ganzen  Divisoren  dieser  Klasse  besitzen 
keinen  allen  gemeinsamen  Teiler. 

Den  Beweis  dieses  wichtigen  Satzes  fOhren  wir  induktiv.  Es  sei  also  bereits 
bewiesen,  dals  fQr  einen  ganzen  Divisor  v^^  Ordnung  91  die  Klasse  (9{IF) 
primitiv  ist,  dals  also  ihre  v  +  p  —  1  unabhängigen  ganzen  Divisoren 

5)  ®i,     ®2, . . .  @,+p-i 

teilerfremd  sind.  Ist  dann  ^^  ein  beliebiger  Primteiler,  so  zeigen  wir, 
daij9  dann  auch  die  Klasse  (^q^W)  ebenfalls  primitiv  isi  (Geboren 
aber  die  (i;  +  jp  —  1)  unabhängigen  ganzen  Divisoren  (5)  zu  (91  TT),  eo 
gehören  die  (i/+i>  — 1)  unabhängigen  ganzen  Divisoren 

5a)  ?o®u     5ßo®.,  •  •  •  ^o®^+P-i 

sicher  zu  der  jetzt  betrachteten  Klasse  ($Q9lTr);  da  aber  die  Ordnung 
des  jetzt  betrachteten  Divisors  $^91  um  Eins  gröiser,  nämlich  gleich 
{y  +1)  ist,  so  ist  die  Dimension  dieser  Klasse  ($o^^)  ebenfalls  nm 
Eins  gröiser,  nämlich  gleich  r  +jp;  es  muls  also  in  dieser  Klasse  nodi 
einen  ganzen  Divisor  @o  geben,  der  von  den  Divisoren  (öa)  linear  un- 
abhängig ist.  Derselbe  ist  durch  ^^  sicher  nicht  teilbar,  denn  yns^ 
®o  "  ?o®o^  s^  gehörte  ja  @o  zur  vorigen  Klasse  (91 W),  wäre  abo 
durch  die  (v  +  jp  —  1)  Divisoren  (5)  linear  darstellbar;  es  müTste  abo 
®o"=  ?ß®o  durch  die  Divisoren  (5  a)  mit  den  gleichen  Koeffizienten  dar- 
stellbar sein,  während  doch  ®q  von  ihnen  linear  unabhängig  ist  äIbo 
haben  die  v  + 1>  Divisoren 

sicher  nicht  den  gemeinsamen  Teiler  ^q,  aber  sie  besitzen  auch  keinen 
anderen  Primteiler  ^,  welcher  von  ^q  verschieden  ist;  denn  dieser 
müfste  ja  in  den  v  +p  —  \  Divisoren  ®i,  ®2, . . .  ®r+/,— i  enthalten 
sein,  welche  nach  der  Voraussetzung  teilerfremd  sind,  und  damit  ist 
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muere  Behanpking  yoUstandig  bewiesen.  Wählt  man  speziell  91  «■  ^l, 
90  zeigt  sich,  dals  in  der  Klasse  ($o^^TF)  ein  ganzer  Divisor  @o 
exirtiert,  welcher  zu  ^q  teilerfremd  ist.     Also  ist  der  Quotient 


r+i 


9 

ein  Divisor  der  Differentialklasse  (TT)  in  seiner  reduzierten  Form, 
dessen  Nenner  eine  beliebige  Potenz  des  beliebig  angenommenen  Prim- 
teflers  ^q  ist.  Man  kann  also  in  der  That  stets  ein  Normalintegral  tf^ 
finden,  welches  an  einer  beliebig  gegebenen  Stelle  ^  einen  Pol  von 
der  ebenfallfl  beliebig  gegebenen  Ordnung  ^  besitzt. 

§3. 

Unsere  Untersuchungen  haben  bis  jetzt  ergeben,  dals  die  zu  dem 
Eoiper  K(0,  u)  gehörige  Differentialklasse  genau  p  linear  unabhängige 
ganze  Divisoren 

1)  ®(^     ®W,...®^'^ 

enthält,  durch  weldie  jeder  andere  ganze  Divisor  linear  und  homogen 
darstellbar  ist.  Ist  femer  ^^  ein  ein  für  allemal  beliebig  aber  fest 
angenommener  PrimteUer  und  $  irgend  ein  anderer  von  $o  ▼er- 
lehiedener  Divisor,  so  existiert  innerhalb  (  W)  ein  sogenannter  Differential- 
teüer  dritter  Ghtttung 

dessen  Zähler  zum  Nenner  teilerfremd  ist.  Endlich  existieren  für  jeden 
Diyisor  ^  die  Differentialteiler  zweiter  Gattung 

deren  Zähler  ebenfalls  durch  ^  nicht  teilbar  sind;  in  allen  diesen 
Brfichen  denken  wir  uns  die  zugehörigen  Einheiten  oder  multiplikativen 
Konstanten  willkürlich  aber  fest  bestimmt. 

Wir  zeigen  nun  genau  wie  in  der  Theorie  der  Partialbruchzerlegung, 
da(s  man  jeden  Divisor  ^ 

der  Differentialklasse  in  Partialbrüche  zerlegen,  nämlich  durch  die  ein- 
fiushen  Brüche  (1),  (la),  (Ib)  homogen  und  linear  mit  konstanten 
foefiBzienten  darstellen  kann.  Zu  diesem  Zwecke  beweisen  wir  den 
folgenden  einfachen  Satz: 
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Ist  $  irgend  ein  im  Nenner  93   enthaltener  Primteilex-^ 
^^  die  höchste  in  S3  enthaltene  Potenz  von  ^,  so  kann  man 

Yon  g  ein  solches  Multiplnm  von  -~  abziehen^  dals  in  der 


Differenz  ^  (jj^ 

cH    ~~  Ca 


^ 


der  Nenner  jenen  Primfaktor  höchstens  in  der  (fi  —  1)*^  Poteni 
enthalt. 

Nach  dem  auf  S.  255  bewiesenen  Satze  ist  jene  Differenz  wieder  ein 
Diyisor  der  Differentialklasse  mit  demselben  Nenner  S3,  dessen  Zahler 
von  Cfi  abhängt  nnd  stets  so  bestimmt  werden  kann^  daCs  der  2Shler 
mindestens  durch  die  erste  Potenz  von  ^  teilbar  ist  Thnt  man  daa, 
so  hebt  sich  ^  mindestens  einmal  fort,  und  unsere  Aufgabe  ist  gelöei 

Subtrahiert  man  yon  dem  so  sich  ergebenden  Quotienten  ^  ein  solches 
Multiplum  Tön  dem  Differentialteiler  -j—i'  dab  die  Differenz  höchstens 

noch  ^^"'^  im  Nenner  enthält ^  und  fährt  so  fort,  so  gelangt  mm 
zuletzt  zu  einem  Quotienten,  dessen  Nenner  höchstens  noch  die  erste 
Potenz  Yon  ^  enthalt.    Von  ihm  kann  man  dann  ein  solches  Multiplnm 

des  Differentialteilers  sr^  in  (Ib)  abziehen,  dals  der  neue  Quotient -=- 

^  gar  nicht  mehr  im  Nenner  enthält,  während  yielleicht  statt  seinfff 
die  erste  Potenz  des  Divisors  ^q  im  Nenner  hinzugetreten  sein  kann, 
aber  seine  übrigen  Primfaktoren  mit  denen  yon  S3  übereinstinunen. 
Ist  nun  $^^  eine  sonst  noch  im  Nenner  S3  oder  S3  vorhandene  Potani 
eines  Primfaktors,  so  kann  man  genau  ebenso  eine  solche  lineare 
homogene  Funktion  der  fi^  einfachen  Differentialteiler 

f      — : r  >  '  *  '  — ^f 


von  -=r  abziehen,    dafs    der    so    sich    ergebende    Differentialteiler  ^    .] 

^i  ebenfalls  nicht  mehr  im  Nenner  enthält,  während  er  höchstens 
wieder  die  erste  Potenz  von  ^q  enthalten  kann.  Fährt  man  in 
derselben  Weise  so  lange  fort,  bis  alle  Primteiler  des  Nenners  fbit- 

geschafft  sind,   so  ergiebt  sich  ein  Divisor  -^^   der  Differentialklasee, 

welcher  höchstens  noch  den  festen  Teiler  ^^  im  Nenner  haben  könnte 
und  da  dies  nach  dem  auf  S.  309  bewiesenen  Satze  unmöglich  ist,  so 
folgt,   dals   sich  ^^  fortheben  mufs,   dals   also  jener  letzte   Quotient 
ein  ganzer  Divisor  der  Differentialklasse  ist,  und   dieser  ist  nach  der 
obigen   Bemerkimg  durch   die  p  unabhängigen  ganzen  Divisoren  (1) 
linear  darstellbar.    Also  ist  in  der  That  jeder  Divisor  der  Differraitialr 
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klasse  durch  die  ElementardilriBoren  erster^  zweiter  und  dritter  Gattung 
darstellbar. 

Diese  ElementardiTisoren  sind  aber  linear  unabhängig.  Dies  kann 
man  entweder  direkt  oder  mit  Hilfe  des  Biemann-Bochschen  Satzes 
folgendermalsen  zeigen:  Es  sei 

ein  beUebiger  ganzer  Divisor,  dessen  Ordnung 

^  =  f^o  +  f^i+--+^A 
ist  und  Yon  dem  wir  annehmen,  dals  er  auch  den  festen  Primteiler  ^^ 
enthalt.     Dann  ist  jeder  Divisor    g,    wie    soeben    bewiesen    wurde, 
homogen  und  linear  darstellbar  durch  die  p  ganzen  Divisoren 

m\  (m\ . . .  @^p\ 

femer  durch  die  h  Divisoren  dritter  Grattung  mit  den  Nennern: 

und  endlich  fOr  jede  Primfaktorenpotenz  ^'  durch  die  /t,  —  1  DiviBoren 
nreiter  Gfattong  mit  den  Nennern: 

5ß»,     ^f,...^'  (i=0,l,...Ä), 

ibo  im  ganzen  durch 

P  +  h  +  (,iio-l)  +  (iit-l)  +  --+itik-i)=p  +  v-l, 

imd  da  die  Anzahl  aUer  linear  unabhängigen  Divisoren  mit  dem 
Nenner  S3  nach  dem  Biemann-Bochschen  Satze  den  gleichen  Wert  hat, 

80  sind  diese  Divisoren  in  der  That  notwendig  linear  unabhängig. 

/« 
^dz  ein  beliebiges  Integral  und  tt)<u  —  g  der 

zugehörige  Differentialteiler.     Stellt  man  nun  tu»  linear  und  homogen 

durch  die   Differentialteiler   erster,   zweiter   und   dritter  Grattung   dar, 

n* 
multipliziert  dann  jene  Gleichung  mit  -^  dz  und  integriert  dann  auf 

l)eiden  Seiten,  so  geht  die  linke  Seite  in  co,  die  rechte  in  eine  homogene 
lineare  Funktion  der  zugehörigen  Elementarintegrale  über,  und  man 
erhalt  so  den  Satz: 

Jedes  Abelsche  Integral  kann  auf  eine  und  nur  eine  Weise 

als  Summe  von  Elementarintegralen  erster,  zweiter  und  dritter 

Gattung  dargestellt  werden. 

§4. 

Die  bewiesenen  Sätze  lehren,  dafs  die  Klasse  W  der  Differential- 
teiler insofern  ein  einfaches  Verhalten  besitzt,  als  man  den  Nenner  itai 
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des  Differenidalteflers  mit  der  einzigen  Einsdbranknng  wOIkürlicIi 
geben  kann,  dals  seine  Ordnung  v  nicht  gleich  1  sein  darf;  dabei  ist 
femer  die  Dimension  der  so  bestimmten  Schar  Yon  Differentialen  aoB- 
schlielslich  yon  der  Ordnungszahl  v,  nicht  aber  von  der  besonderen  Aus- 
wahl des  Diirisors  n«»  abhängig.  Wir  wollen  nnn  noch,  ebenfalls  mit  Hilfe 
des  Riemann-Bochschen  Satzes^  zeigen,  dals  die  entsprechenden  Eigen- 
schafben der  Hauptklasse,  welche  ja  ans  den  zu  den  Funktionen  des 
Körpers  gehörigen  Divisoren  besteht,  von  viel  komplizierterem  Charakter 
sind.  Diese  beiden  ausgezeichneten  Diyisorenklassen  sind  also  sehr 
verschiedenartigen  Gesetzen  unterworfen. 

Wir  bestimmen  also  jetzt  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen 
Funktionen  |  des  Körpers,  deren  Nenner  tte  ein  gegebener  ganzff 
Divisor  O  von  der  Ordnung  q  oder  ein  Teiler  von  Q  ist  Diese  An- 
zahl ist,  wenn  Q  die  Klasse  von  O  ist,  gleich  [Q]]  nach  dem  Biemann- 
Bochschen  Satze  ist  aber 

i«i-i-ra-f 

wo  g'  =  2(j)  —  1)  —  q  ist,  also 

1)  m-a-p+i  +  {^-]- 

Ist  nun  erstens  g'  negativ,  also 

2a)  g>2(p-l), 

so  ist  { -ö"  1  =  0,  also 

3a)  {e}  =  2-JP  +  l. 

In  diesem  Falle  und  auch  nur  in  diesem  ist  also  die  Dimensionszalil 
unabhängig  von  der  besonderen  Auswahl  des  Divisors  Q  und  schon 
durch  die  Ordnungszahl  q  völlig  bestimmt;  die  in  der  Gleichung  (5b) 
auf  S.  264  gegebene  untere  Grenze  für  [Q]  stellt  zugleich  den  genaaea 
Wert  der  Dimension  dar.  Die  hierzu  erforderliche  üngleichheits- 
bedingung  (2a)  ist  aber  für  beliebige  Werte  der  positiven  Ordnungs- 
zahl q  nur  erfüllt,  wenn  |?  «=  0  oder  =  1  ist.  Ist  aber  p>  1,  so  Te^ 
halten  sich,  wie  nunmehr  zu  erweisen  ist,  die  Divisoren  O  von  niedriger 
Ordnungszahl  anders  als  diejenigen,  deren  Ordnung  oberhalb  der  unteren 
Gfrenze  2  (jp  —  1)  liegt. 

Wir  wollen  jetzt,  wenn  zweitens 

2b)  q£2{p-l)     und    p>l 

ist,  über  die  Beschaffenheit  des  Divisors  D  eine  Voraussetzung  hinzu- 
fügen,   durch   welche   alle   Divisoren   von  ungewöhnlichem  Verhalten 


1 4.  rillwiB  Am  E^Bipa«  mit  teg^gefWa^m  IVIml  SV 


woagamMomm  iradoL    Da  es  iniiilidi  fBr  die  gWMM  B««kimmvuB^jt 

Ton  IQ)  auf  die  IMmeBBOii  6  der  Erg^ummgskhase  ^   ankMnmt«  »o 

luben  wir  diese  ZeU  wa  diakatierai  und  wihlen  la  dieeem  Zweekii^  di<(^ 
eüoehien  Prim&ktoroi  Ton  D  saccessiTe  und  twmr  eo  au«,  dal«  Wi 
der  Beatimmiing  Ton  6  singiilare  Vorkommnisse  aosgeechlossen  bleibm« 
Einen  ersten  Punkt  ^  inUiIen  wir  willkürlich  und  wissen  dann  nach 
dem  Satze  auf  S.  308,  dab  nicht  alle  FundamentaldirisoTen 

der  Klasse  W  durch  ^  teilbar  sein  können.    Wir  können  daher  0^^^ 

TO  $1  relativ  prim,  @^^\  &^^\  . . .  ®^'^  aber  durch  ^^  teilbar  annehmen, 
denn  wenn  diese  Annahme  nicht  von  yomherein  erfUUt  ist,  so  kOnnen 
wir  zunächst  die  obigen  Divisoren  passend  umordnen  und  sodann  ftlr 
t>l  &^  durch  ®(0  — (^©(1)  ersetzen,  worin  die  Eonstante  Ct  fiUxtAx 

dem  Werte  der  Funktion  -—^  im  Punkte  ^^  ist;  durch   eine  solche 

Truisformation  wird  offenbai*  das  ursprüngliche  System  nur  durch  ein 
anderes  ersetzt,  welches  ebenfalls  ein  Fundamentalsystem  fttr  die  gansen 
DiTisoren  der  Klasse  W  ist.  Daher  ist,  wenn  O  —  $i  ist,  die  Anzahl 
der  durch  ^^  teilbaren  Divisoren  der  Klasse  TT,  d.  i. 


{?)- 


1. 


Die  Divisoren  ®^'\  (8f^\ . . .  ®^''^  können  nun  allerdings  aufser  dem 
PrimÜEkktor  ^^  noch  einen  höheren  gemeinsamen  Teiler  $|^|  haben; 
wir  können  aber  in  jedem  Falle  einen  zweiten  Primdiyisor  $,  so 
^Qilen,  dab  nicht  alle  jene  p  —  1  Divisoren  den  Faktor  $|$|  erhalten; 
lüerbei  mfiasen  eben  nur  die  PrimfiEiktoren  von  X^  ausgeschlossen 
Verden.  Nadidem  dies  geschehen,  können  wir,  ganz  analog  wie  vorher, 
durch  Transformation  erzielen,  dab 

durch  %^  teOhar  werden,  wahrend  &^>  nur  durch  $i,  aW  nicht 
dnrch  ^^  tolbar  ist    Daher  ist,  wenn  C  -  $|$,  ist: 


m-,-2. 


Die  Diviioresi  ®'. . . .  9-^   kcinnen  wieder  einen  höheren  geffi«ios«#/ieti 

Teiler    als    ^S^   haiiOL,    man    kann    ab^  yAeubÜM   den    Purjkt   ^^ 

so  wihkBDL,  dab  iddox  alk  jene  />  —  2  Divisoren  durch  ü^^^i^^  i^iDmr 

werden,  und  nadAm:  dies  gvsdbdbeO;  durch  Tninsformation  errüri^JM»^ 

daCs  die  Dirmmm  ..  , 
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den  Faktor  $i$a$8  ^^^^t^,  während  3^  nur  dmeh  $i^,  nicht  aber 
durch  $i$s$8  teilbar  ist;  dann  ist^  wenn  £l  =  ^i^^5  ist: 


m-.-B. 


In  dieser  Weise  fortgehend,  können  wir,  nnd  zwar  auf  nnendUch 
mannigfache  Arten,  da  immer  nur  eine  endHche  Zahl  von  Ausnahme- 
punkten  ausgeschlossen  wird,  p  Punkte  ^i,  ^^, . . .  ^p,  die  nicht  un- 
bedingt alle  yerschieden  sein  müssen'*'),  so  bestimmen,  dab  in  der 
Reihe  der  Fundamentaldiyisoren 

die  letzten  p  —  x   durch  ^i  ^ßj  •  •  •  ?*  teilbar  sind,   wahrend  ®<*)  zwar 
durch  ^i?ß,  ...?ßx~i,  aber  nicht  durch  $i$f.$x  teilbar  ist 
Ist  nun  die  Ordnungszahl  q^p,  so  nehmen  wir  den  Divisor 

ist  aber  p  <.i^2(ja—l),  so  nehmeii  wir  O  gleicli  einem  Yielfiichen 
Ton  Clp  =  ^x  $s  •  •  •  ^pi  dt^nii  ist,  nach  dem  eben  Bewiesenen,  im  ersten 
FaUe 

im  zweiten 


Ifl-o- 


Tragen  wir  dies  in  die  Formel  (1)  ein,  so  finden  wir: 

für  q^p: 
3b)  -  {^1  =  1, 

f^T  p  <q^2{p-'i),  ebenso  wie  im  ersten  Falle: 

3c)  {§}  =  2-^+1; 

es  ergiebt  sich  also  für 

gr  =  1,  2,  3,  ...p-l,  jp,i)+l,jp  +  2,  ...2(p-l): 
{(2}  =  1,1,1,...     1,      1,     2,         3,     ...     i>-l. 

Hiemach  ist  im  Falle  q^p  der  Divisor  D  bei  nicht  spezieller  Ai»- 
wähl,  abgesehen  von  Proportionalitätsfaktoren,  der  einzige.ganze  Divißoi 
seiner  Klasse;  die  Funktion 

6  —  -q"  ■="  const. 


•)  Sp'ätere  üntersucliiingen  ergeben,  dafs  man  sich  sogar  so  einricbten  kann, 
dafs  die  Punkte  $i ,  ^, ,  .  .  .  ^z»  alle  gleich  werden. 
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igt  dami  die  einzige  Funktion  mit  dem  Nenner  Q;  somit  giebt  es 
aach  keine  eigentliche  Funktion  des  Körpers,  welche  weniger  als 
p  willkürlich  gewählte  Pole  besaXse.  Hingegen  giebt  es,  in  Überein- 
Btimmmig  mit  dem  Satze  auf  S.  264,  Funktionen  (p  +  !)*•',  (p  +  2)*«', . . . 
(2jj  — 2)*"  Ordnung  mit  willkürlichen  Polen,  und  die  Dimension  einer 
solchen  Funktionenschar  mit  dem  Nenner  jQ  ist  bei  nicht  spezieller 
Auswahl  von  O,  ebenso  wie  im  ersten  Falle,  gleich  q—p  +  1. 

Die  Spezialdiyisoren,  welche  hier  ausgeschlossen  werden  mulsten 
und  welche  auf  die  Bestimmung  der  Dimension  ihrer  Klasse  einen 
anderen  Einfluls  ausüben,  als  die  gewöhnlichen  Divisoren  der  Ordnung  q, 
sind  für  die  Erkenntnis  des  Aufbaues  des  Körpers  von  grolser  Be- 
deutung und  werden  uns  später  öfter  begegnen;  hier  sollte  zuiuichst 
nur  festgestellt  werden,  dab  die  Haupiklasse  ganz  anderen  und  viel 
Tcrwickelteren  Gesetzen  unterliegt,  als  die  in  dieser  Hinsicht  so  ein- 
fSnche  Klasse  der  Differentiale. 


Einundzwanzigste  Vorlesung. 

Perioden  eines  Abelschen  Integrals.  —  Verscliiedenes  Verhalten  der  Körper  mit 
verschwindendem  und  mit  positivem  Geschlecht.  —  Analysis  sitos.  —  Einf^h 
nnd  mehrfach  zusammenhängende  Flächen.  —  Verwandlung  der  letzteren  in  ein&di 
zusammenhängende  durch  Querschnitte.  —  Ordnung  des  Zusammenhanges  der 
Biemannschen  FU.che.  —  Abelsche  Integrale  erster,  zweiter  und  dritter  Ghittang 
bei  beschränktem  und  uneingeschränktem  Verlaufe  des  Integrationsweges.  —  Die 
Summe  der  Residuen  eines  Abelschen  Differentials  ist  gleich  Null.  —  Bestimmong 

'  der  Abelschen  Integrale  durch  ihre  ünstetigkeiten. 

§1. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  ebenso  wie  wir  dies  in  §  4  der  acht- 
zehnten Vorlesung  für  Integrale  rationaler  Funktionen  gethan  haben, 
so  jetzt  für  ein  Abelsches  Integral 

zu  untersuchen,  in  welcher  Weise  der  Wert  desselben  vom  IntegratioBB- 
wege  äbMngt.     Diese  Aufgabe  ist  nach  den  damaligen  Ausführangen    I 
völlig  identisch  mit  der  anderen,  eine  Lösung  der  Differentialgleichuiig 

mitsamt  allen  analytischen  Fortsetzungen  der  Integralfanktion  ai($)  zu 
untersuchen.  Beide  Formulierungen  der  Aufgabe  unterscheiden  sid^ 
nur  dadurch  voneinander,  dafs  wir  das  erste  Mal  die  Gauchysche,  das 
andere  Mal  die  durch  das  Weierstrafssche  Prinzip  der  analytisden 
Fortsetzung  vertiefte  Eulersche  Integraldefinition  zu  Ghrunde  legen. 

Setzen   wir  nun   auch   hier  die  Integralfanktion  über  einen  ge- 
schlossenen Weg  fort,  indem  wir  den  Punkt  ^Pq,  für  welchen  wir  die 
einzelnen   Funktionenelemente   bilden,   auf  der   Biemannschen  Fliiche 
einen  Umlauf  s  machen  lassen,   so  unterscheiden  sich  die  beiden  Ela» 
mente  für  den  Anfangs-  und  den  Endpunkt  dieses  Weges  nur  um  oiub 
Eonstante   c,    da    beide   derselben   Differentialgleichung   (2)    genügen^ 
Diese  Eonstante  kann  daher  auch  durch  das  über  den  geschlosBeneii 
Weg  s  erstreckte  Integral 
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dargestellt  werden.  Jedes  über  einen  geschlossenen  Weg  erstreckte 
Integral  kann  so  als  Differenz  zweier  Elemente  der  Integralfanktion 
auftreten;  jedes  derartige  Integral^  mag  es  nun  gleich  Null  oder  Yon 
NuU  verschieden  sein,  soll  daher  als  eine  Periode  des  Integrals  be- 
zeichnet werden.  Stellt  sich  alsdann  in  speziellen  Fallen  heraus,  dafs 
alle  Period^i  gleich  Null  sind,  so  ist  die  Integralfunktion  a>($)  eine 
eindeutige  Funktion  des  Ortes  auf  der  Biemannschen  Flache. 

Versuchen  wir  jetzt  einen  Überblick  über  die  Gesamtheit  der 
Perioden  des  Integrals  zu  gewinnen,  so  Hegt  es  nahe,  einen  ähnUchen 
Weg  wie  bei  den  Integralen  rationaler  Funktionen  einzuschiffen  und 
zuYÖrderst  Bedingungen  festzustellen,  unter  welchen  die  IntegnJfnnktion 
id($)  nach  Fortsetzung  über  einen  geschlossenen  Weg  s  ungeändert 
bleibt.  In  der  That  können  wir  auch  einen  dem  damals  bewiesenen  Fun- 
damentaltheoreme YoUig  analogen  Satz  aufstellen,  nämlich  den  folgenden: 

Wenn   auf  der   Riemannschen  Flache   eine   geschlossene 
Kurve  8  ein  Gebiet  abgrenzt,   innerhalb  dessen  kein  logarith- 
mischer Punkt  der  Integralfunktion  a  gelegen  ist,   so  bleibt 
G)(^)  bei  einem  umlaufe  längs  s  ungeändert. 
Der  Beweis   erfolgt  wörtlich  durch  dieselben  Schlüsse,   wie   bei   dem 
analogen  Satze  auf  S.  281.     Wenn  wir  an  Stelle  der  Eulerschen  die 
Definition  des  Integrals  als  Grenzwert  einer  Summe  benutzen,  so  tritt 
an  die  Stelle  des  obigen  Fundamentaltheorems  der   Satz   von   Gauchy, 
welcher  nur  nach  der  Methode  des  Beweises  von  dem  vorigen  ver- 
schieden, seinem  Inhalte  nach  aber  mit  ihm  völlig  äquivalent  ist: 

Das  Integral  cd  ==  /  ^dz,  über  die  Begrenzungskurve  eines 

Gebietes  hin  erstreckt,  innerhalb  dessen  die  Integralfunktion 
keine  oder  nur  polare  ünstetigkeiten  besitzt,  ist  stets  gleich  Null. 

Bei  der  Anwendung  eines  dieser  beiden  Sätze  auf  Integrale  ratio- 
naler Funktionen  hatten  wir  nun  die  stillschweigende,  aber  für  die 
gewöhnliche  Eugelfläche  evidente  Annahme  machen  können,  dais  jede 
beliebige  geschlossene  Kurve,  die  sich  nicht  schneidet,  auch  die  Kugel- 
fläche in  zwei  getrennte  Gebietsteile,  einen  inneren  und  einen  äuberen, 
zerlegt.  Der  Beweis  des  ersten  der  beiden  obigen  Sätze  kam  dann 
eben  dadurch  zustande,  dafs  wir  das  Innere  der  Kurve  durch  einen 
Schnitt  in  zwei  Teile  zerlegen,  also  auch  beliebig  verkleinem  und 
schlielslich  auf  den  Bereich  eines  Punktes  zusammenziehen  konnten, 
in  welchem  Falle  der  Satz  selbstverständlich  ist.  Ganz  ebenso  setzt 
auch  die  Anwendung  des  Cauchyschen  Integralsatzes  voraus,  dafs  das 
Verhalten  der  Funktion  im  Innf  "schlossenen  Kurve  bestimmten 

Bedingungen  gen 
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Auf  einer  Biemannschen  Engelfläche  aber  ist  es  weder  selbst- 
verstandlich,  noch  auch  im  allgemeinen  richidg,  daJB  eine  beliebige 
geschlossene  Enrre,  welche  sich  nicht  schneidet;  die  Flache  in  zwei 
getrennte  Gebietsteile  zerlegt.  Vielmehr  kann  es  sehr  wohl  eintreten, 
dais  nach  AusftLhmng  eines  derartigen  Schnittes  die  Fläche  znsammea- 
hangend  bleibt,  so  daJs  man,  ohne  jenen  Schnitt  zn  kreuzen,  immer  noch 
zwei  beliebige  Punkte  der  Flache  durch  einen  fortlaufenden  ganz  anf 
der  Flache  gelegenen  Eurvenzug  verbinden  kann.  Betrachten  wir  z.  R 
die  zweiblättrige  Riemannsche  Fläche  mit  vier  Yerzweigungspunkten 
^i^2^9^A'  Da  bei  einem  umlaufe  um  einen  Verzweigungspunkt  die 
beiden  Funktionszweige  sich  miteinander  vertauschen,  so  können  wir  in 
diesem  Falle,  wie  überhaupt  bei  zweiblättrigen  Flächen,  etwas  einÜMher 
als  im  allgemeinen  bei  der  Zusammenheftung  der  beiden  Butter  verfiihren. 

Wir  können  nämlich  die 
Punkte  »1,  JBj,  »„  «^  is 
beiden  Blättern  paarweiw 
durch  Schnitte  verbinden, 
die  z.  B.  von  93^  nach  8| 
und  von  f6^  nach  S^laofeD, 
und  sodann  das  rechte  mid 
linke  XTfer  des  im  oberen 

Blatte  verlaufenden 
Schnittes  resp.  mit  dem 
linken  und  rechten  Ufer  des  entsprechenden  Schnittes  im  unteren  Blatte 
zusammenheften.  Zieht  man  nun  im  oberen  Blatte  eine  geschlossene 
Eurve  a,  welche  die  beiden  Verzweigungspunkte  ®i  und  ®j  in  posi- 
tivem Sinne  umkreist,  so  bleibt  die  Riemannsche  Fläche  nach  Aus- 
fOhrung  dieses  Schnittes  zusammenhängend.  Man  kann  nämlich  immer 
noch  von  einem  Punkte  ^x  auf  dem  linken  Ufer  des  Schnittes  a  zn  dem 
gegenüberliegenden  Punkte  $^  des  rechten  ohne  Durchkreuzung  des 
Schnittes  gelangen,  wenn  man  von  ^;i  nach  dem  Schnitte  8|9^ 
wandert,  über  diesen  in  das  untere  Blatt  tritt,  sodann  in  dem 
unteren  nach  938  934  und  über  diesen  Schnitt  in  das  obere  zraüfk' 
tritt,  um  schlielslich  wieder  im  oberen  Blatte  bis  zum  Punkte  $^  m 
gehen.  In  der  obenstehenden  Figur,  welche  diese  Schnitte  darstellt^ 
sind  die  im  oberen  Blatte  verlaufenden  Linien  ausgezogen,  die  im 
unteren  punktiert  gezeichnet.  Bei  dieser  Figur  hat  man  wohl  n 
beachten,  dals  die  beiden  Wege  a  und  b  sich  in  dem  Punkte  % 
aufser  diesem  aber  in  keinem  zweiten  treffen,  denn  der  zweite  Treff- 
punkt der  beiden  Eurven  (in  der  Figur  durch  @  bezeichnet)  ist  «ili 
scheinbarer,  da  daselbst  die  eine  Eurve  a  im  oberen,  die  andere  h  i 


Fig.  so. 
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unteren  Blatte  yerlaufl,  die  beiden  Linien  also  dort  keine  Eöntiguitat 
haben;  man  kann  also  in  der  That  auf  der  bereits  dnrch  a  zer- 
admitteiLen  Flache  von  ^2  nach  ^^  und  somit  überhaupt  von  jedem 
Paukte  zn  jedem  anderen  gelangen. 

Will  man  also  anch  für  Riemannsche  Flachen  den  obigen  Funda- 
mentalsatz in  Anwendung  bringen,  so  mufs  eine  Untersuchung  über 
die  Art  des  Zusammenhanges  der  Flache  vorangehen.  Biemann,  der 
die  Bedeutung  derartiger  Zusammenhangsuntersuchungen  für  die  Theorie 
der  Funktionen  zuerst  erkannt  und  die  grundlegenden  Sätze  aufgestellt 
hi,  bezeichnet  Aufgaben  der  hierher  gehörigen  Art^  bei  welchen  es 
lieh  auaschlielfllich  um  die  Untersuchung  von  Orts-  und  Oebiets- 
TerhaUaiissen  gegebener  Flachen  oder  Mannigfaltigkeiten  handelt,  als 
Probleme  der  analysis  situs.  Diese  Riemannschen  Sätze  ergeben  nun 
das  merkwürdige  und  folgenreiche  Resultat,  daCs  die  Art  des  Zu- 
nmmenhanges  einer  Riemannschen  Fläche  allein  von  dem  Geschlechte  p 
dee  Korpers  abhängt. 

Dals  die  Entscheidung  der  hier  auftretenden  Fragen  ganz  wesent- 
lidi  von  dem  Werte  des  Geschlechtes  bedingt  sein  mufs,  kann  be- 
reits aus  einigen  der  früher  aufgestellten  Sätze  erschlossen  werden. 
Wenn  nämlich  das  Geschlecht  des  Körpers  K(z,  u)  gleich  Null  ist, 
80  giebt  es  nach  dem  Satze  auf  S.  264  eine  Funktion  erster  Ordnung 
und  man  kann  den  Grad  des  Körpers  auf  eins  erniedrigen.  Umgekehrt, 
wenn  es  in  dem  Körper  eine  Funktion  t  erster  Ordnung  giebt,  so  ist 
das  Öeschlecht  Null,  weil  ja  die  zugehörige  Riemannsche  Fläche  Si^  ein- 

Uattrig,  also  y  ^  ^  ^^^  n  =  1  ist.  In  diesem  Falle  also  und  auch 
mnr  in  diesem  läfst  sich  die  Riemannsche  F^che  91.  eindeutig  auf  die 
ichlichte  Kugelfläche  9l<  abbilden.  Einer  geschlossenen,  sich  nicht 
idineidenden  Kurve  auf  %  entspricht  eine  ebensolche  Kurve  auf  91« 
und  umgekehrt,  und  dem  Innern  der  ersten  Kurve  das  Innere  der 
iveiten;  jede  geschlossene  Kurve  zerlegt  also  auch  die  Riemannsche 
Rache  9t«  in  zwei  getrennte  Gebietsteile.  Demzufolge  sind  auch,  wie 
idion  an  anderer  Stelle  ausgeführt  wurde  (S.  247),  z  und  u  imd  über- 
kopt  alle  Funktionen  des  Körpers  K{isf,  ii)  als  rationale  Funktionen 
'  ^on  t  darstellbar,  und  bei  Einführung  dieser  Variabeln  wird  das  Differential 

ia  rationales  Differential.    Wir  kommen  also  in  diesem  Falle  direkt 
I  <f  die  Theorie  der  in  der  achtzehnten  Vorlesung  behandelten  Integrale^" 
I  Zonaler  Funktionen  zurück.     Fassen  wir  die  Gesamtheit  der  aus  dem 
\  Körper  S(js,u)  hervorgehenden  Integrale  ins  Auge,  so  giebt  es  in  ihr 
'imne  Integrale  erster  Gattung,  die  Integrale  zweiter  Gattung  aber  sind 
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stets  rationale  Funktionen  von  t,  also  anch  Funktionen  des  Korpen 
K(js,u),  und  besitzen  somit  keine  von  Nnll  verscliiedenen  Perioden. 
Wenn  andererseits  das  Oeschlecht  des  Körpers  K(js,  u)  positi?  ist^ 
so  giebt  eS;  wie  wir  gesehen  haben,  Integrale  erster  Gbttang,  und 
jedes  derartige  Integral  f* 

maus  notwendig  von  Null  verschiedene  Perioden  besitzen.  Denn  würden 
die  Perioden  des  Integrab  sämtlich  verschwinden;  so  wäre  ir($)  eine 
eindeutige  Funktion  des  Ortes  auf  der  Biemannschen  Fläche,  welche 
zudem,  weil  w  überall  endlich  ist,  keinerlei  XTnstetigkeiten  benben 
dürfte.  Eine  solche  Funktion  würde  dem  Körper  K(g,u)  angehora 
(S.  113)  und  müfste  nach  dem  Satze  auf  S.  76,  weil  sie  keine  Pole 
hat,   eine   Konstante   sein,    dann   aber   wäre    der    Differentialqnotieiit 

—  =  0,  während  er  gleich  |  sein  solL    Ebenso  giebt  es,  wie  früher 

gezeigt  wurde,  in  diesem  Falle  auch  Integrale  zweiter  Oattung;  weldie 
nicht  Funktionen  des  Körpers  K(0,  u)  sind,  und  jedes  derartige  Integral 


-ß 


t^Jldz 

mufs  ebenjblls  von  Null  verschiedene  Perioden  besitzen.  Denn  andern- 
falls wäre  t(^)  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  auf  der  Biemiim- 
schen  Fläche  mit  nur  polaren  ünstetigkeiten  und  müüste  also  nsdi 
dem  schon  zuvor  angewendeten  Satze  auf  S.  113  eine  Funktion  dei 
Körpers  sein;  das  widerspricht  aber  der  von  uns  getroffenen  Yoraiu- 
setzung.  Wenn  also  das  Geschlecht  p  positiv  ist,  so  haben  nicht  bloli 
die  Integrale  dritter  Ghtttung,  wie  bei  den  rationalen  Körpern,  sondern  i 
auch  die  von  erster  und  zweiter  Gattung  eigentliche  Perioden;  es  mnft 
also  auch  geschlossene  Kurven  auf  der  Riemannschen  Fläche  geben, 
welche  die  Fläche  nicht  zerstückelu  und  für  welche  daher  die  Argo- 
mentation des  §  4  der  achtzehnten  Vorlesung  hinfällig  wird. 

Durch  Fortsetzung  dieser  Betrachtungen  läüst  sich,  wie  wir  siAter 
sehen  werden,  auf  rein  algebraischem  Wege  Aufschlulis  über  die  Perio- 
dicitätseigenschaften  der  Abelschen  Integrale  und  damit  über  den  Zu- 
sammenhang der  Biemannschen  Fläche  gewinnen;  wir  wollen  aber 
vorerst  die  oben  bezeichnete  Frage  auf  dem  geometrischen  Wege  der 
analysis  sitos  zur  Entscheidmig  bringen. 

§2. 

Gehen  wir  jetzt  zu  den  angekündigten  Untersuchungen  der  analysa 
situs  über,  so  erleiden  die  hier  aufzustellenden  Sätze  zum  Teil  gewisee 
Modifikationen,  je  nachdem  sie  sich  auf  berandete  oder  auf  solche 
Flächen   beziehen,   welche,   wie  unsere  Riemannsche  Kugelfläche,  ge- 
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Bchlossen  und  daher  nnberandet  sind.  Es  genügt  aber,  wenn  wir  die 
Sätze,  die  wir  anfimstellen  haben,  bloJjs  für  berandete  Flachenstücke 
aussprechen.  Denn  wenn  wir  mit  einer  geschlossenen  Flache  zn  thnn 
kben,  80  können  und  woUen  wir  sie  von  vornherein,  ohne  dadurch 
etwas  wesentliches  zn  ändern,  durch  diejenige  berandete  Fläche  ersetzen, 
welche  man  aus  der  geschlossenen  erhalt,  wenn  man  aus  ihr  einen 
Pankt  nebst  seiner  Umgebung  herausnimmt. 

Alle  Eigenschaften  der  Flächen,  die  wir  bei  unseren  XTnter- 
SQchnngen  im  Auge  haben,  sind  von  so  allgemeiner  Natur,  dals  sie  bei 
irgend  welchen  stetigen  Deformationen  der  Flächen  keinerlei  Änderung 
er&hren,  da  wir  überhaupt  nichts  anderes  als  die  Art  des  Zusammen- 
banges  der  Flächen  zn  untersuchen  haben.  Unter  den  Flächen  haben 
nun  vor  allem  solche,  wie  die  Ellipse,  das  Rechteck,  die  Eugelcalotte 
unmittelbar  zu  übersehende  Zusammenhangsverhältnisse.  Das  gemein- 
same charakteristische  Merkmal  dieser  Flächen  finden  wir  darin,  dafs 
sie  durch  jeden  Querschnitt  in  zwei  getrennte  Teile  zerfallen.  Dabei 
baben  wir  unter  einem  Querschnitt  jeden  Schnitt  zu  verstehen, 
welcher  in  einem  Randpunkte  beginnt  und  in  einem  Randpunkte  endigt, 
wobei  der  Querschnitt  schon  während  seiner  Ausführung  zur  Begrenzung 
gerechnet  und  es  somit  nicht  ausgeschlossen  sein  soll,  dafs  er  in  einem 
Ponkte  der  durch  ihn  bereits  hervorgebrachten  Begrenzung  endigt,  also 
in  sich  selbst  zurückläuft.  Für  eine  Ejreisfläche  ist  z.  B.  auch  die  Linie 
ib  ein  Querschnitt  zu  betrachten,  welche  man 
eriialt,  wenn  man  von  einem  Punkte  Sl  der 
Peripherie  nach  einem  inneren  Pimkte  S3  und 
sodann  von  93  in  einem  inneren  Ejreise  zu  S3 
iQrückwandert;  auch  ein  solcher  Querschnitt 
zerlegt  die  Kreisfläche,  ebenso  wie  ein  ge- 
wöhnlicher, in  zwei  getrennte  Teile,  den  Innen- 
beisS  und  das  RLuggebiet  91.  Solche  Flächen- 
tecke,  welche  durch  jeden  Querschnitt  zer- 
iückelt  werden,  heilsen  einfach  zusammen- 
langende    Flächen.      In    die    E^ategorie  Fig. ji. 

ieser  Flächen  gehört  offenbar  auch  diejenige,  welche  wir  früher  (S.  88) 
tu-  Erzeugung  der  Riemannschen  Kugelfläche  benutzten  und  die 
ir  dadurch  erhielten,  dsSa  wir  aus  einer  Kugelfläche  kleine  Ejreise 
n  die  Punkte  So;  S3^  SSg, . . .  S3a  als  Mittelpunkte  herausnahmen  und 
idann  den  Kreis  um  SSq  durch  h  Schnitte  mit  den  Ejreisen  um 
i,  ^, .  . .  Sa  verbanden  (s.  d.  Fig.  11  u.  12  auf  S.  88  u.  89). 

Flachen,  welche  ursprünglich  nicht  einfach  zusammenhängend  sind, 
nnen  oftmals  durch  eine  endliche  Anzahl  hintereinander  auszuführender 
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Schnitte  in  einfEM^  zusammenhängende  verwandelt  werden  und  hei&ea 
dann  mehrfach  zusammenhängend.  Eine  von  zwei  konzentrischen 
Kreisen  begrenzte  Ringfläche  ist  z.  B.  nicht  einfach  zusammenhängend, 
da  wir  (s.  Fig.  21)  in  ihr  einen  Querschnitt  von  einem  Bandpunkte  % 
nach  einem  Randpunkte  83  ziehen  können^  ohne  den  Zusammenhang 
zu  zerreilsen;  durch  diesen  Schnitt  9[83  wird  sie  aber  in  das  vorher 
charakterisierte  Ringgebiet  9%  verwandelt,  welches  nun  einfsM^h  za- 
sammenhängend  ist;  weil  es  z.  B.  in  ein  Rechteck  deformiert  werden 
kann.    Daher  definieren  wir: 

Eine  Fläche  heulst  mehrfach  zusammenhängend,  wenn 
sie  durch  eine  endliche  Anzahl  hintereinander  auszuf&hrender 
Schnitte  in  einfach  zusammenhängende  Flächenstücke  zerlegt 
werden  kann. 
Auch  die  Riemannsche  Eugelfläche  91«  hat  diese  Eigenschaft,  denn  da 
wir   sie   aus   n   einfach   zusammenhaltenden   Flächen  der  vorher  be- 
schriebenen Art  durch  Verknüpfungen,  also  durch  Herstellung  gewisser 
Zusammenhänge  hergestellt  haben,  so  müssen  wir  sie  auch  umgekehrt 
durch   Zerschneidungen,   also   durch   Aufhebung   gewisser  Zusammen- 
hänge, in  n  ein&ch  zusammenhängende  Flächen  zerlegen  können.   Di 
aber  diese  Zerschneidung  offenbar  in  mannigfEtchster  Weise  abgeändert 
werden  kann,  so  entsteht  die  Frage,  ob  nicht  hierbei  trotz  der  ein- 
tretenden Willkür   gewisse   charakteristische  Zahlen   invariant  bleibei 
werden.   Zur  Entscheidung  dieser  Fn^e  dienen  nun  die  folgenden  Sttn: 

1.  Die  Flächenstücke,  in  welche  eine  ein£EM^h  zusammeB- 
hängende  Fläche  durch  einen  Querschnitt  zerfallt,  sind  eben- 
falls einfach  zusammenhängend. 

Deim  wenn  die  Fläche  S  durch  einen  Querschnitt,  der  von  a  nach  h 
führt,  in  die  Flächenstücke  8^  und  8^  zerlegt  wird,  und  es  wäre  etwa 

Si   nicht  einfach    zusammenhängend,   [ 
/  /so    gäbe    es    einen   Querschnitt  ed, 

/  //       welcher    S,    nicht    zerstückte.     Die  - 

i ' ""  (  beiden  Endpmikte  c  und  d  desseDH«   ; 

o       \  köimen  entweder  beide  auf  dem  1I^  ^ 

«l^       ^"""^^-—Jd       sprünglichen  Rande  von  S  oder  einer  '' 

I  <^  oder  beide  auf  ab  gelegen  sein.  Wir  , 

/  /         wollen    den    ersten    Fall    annehmen, 

/  /  dann  ist  cd  auch  ein  Querschnitt  der 

'^^  /  Fläche  8,   imd   da   er  S^    nicht  wt- 

^*  **  schneidet,  so  kann  er  auch  8  nicht 

zerstücken,  denn  man  müfste  von  einem  beliebigen  Punkte  von  8^  an 
beide.  Ufer  des  Querschnittes  cd  gelangen  können.    Der  Querschnitt  cd 
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ßr  sich  allein  ansgefthrt,  würde  also  S  nicht  zerstücken,  was  der 
Voraussetzung  widerspricht.  Der  andere  Fall^  dais  einer  oder  beide 
Endpunkte  von  cd  auf  ab  gelegen  sind,  labt  sich  auf  den  behandelten 
EorückfQhren^  denn  der  Querschnitt  cd  würde  seine  Eigenschaffcen  nicht 
TerUeren,  wenn  man  einen  seiner  Endpunkte ,  z.  B.  c,  solange  stetig 
Tenchiebt;  bis  er  yon  ab  nach  der  Begrenzung  von  S  gerückt  ist. 

2.  Ein  einfEhch  zusammenhängendes  Flachenstück  hat  nur 
eine  Bandkurve. 

Demi  hatte  es  deren  etwa  zwei,  c^  und  c^,  so  würde  man  einen  Quer- 
schnitt q  von  c^  nach  c^  ziehen  können,  welcher  beide  Bandkuryen  zu 
einer  einzigen  vereinigt.  Man  erhielte  alsdami  zwei  getrennte  Flächen- 
sUcke    (nach    der   Definition)    und    nur    eine    Bandkurve,    was    un- 

mogUch  ist 

3.  Wenn    eine   Fläche    oder    ein    Flächensystem    einmal 

durch  V  Querschnitte  in  a  einfach  zusammenhängende,  ein 
anderes  Mal  durch  v'  Querschnitte  in  a'  ein&ch  zusammen- 
hängende Flächenstücke  zerlegt  werden  kann,  so  ist 

V  —  «  =  v'  —  «'. 

Zum  Beweise  dieses  wichtigen  Satzes  denken  wir  uns  beide  Arten  der 
Zenchneidung  hintereinander  ausgeführt.    Wir  können  und  wollen  nun 
annehmen,  daJs  die  beiden  verschiedenen  Querschnittsysteme  q  und  q' 
keine  Linienteile  gemein  haben,  sondern  sich  nur  in  einer  Anzahl  von 
Punkten  begegnen;  denn  wenn  diese  Annahme  nicht  von  vornherein 
erfUlt  ist,  so  können  wir  ihr  stets  durch  eine  stetige  Deformation  des 
einen  Querschnittsystems   genügen,  welche  im  übrigen  dessen  wesent- 
liche Eigenschaffcen  ungeändert  lälst.     Die  beiden  Querschnittsysteme  q 
und  q'  mögen  sich   in  r  Punkten  treffen.     Zerschneiden  wir  mm  das 
Fläehensystem    durch    die    Querschnitte    q    in.    a    einfach    zusammen- 
hingende  Flächenstücke  und  führen  sodann  das  Querschnittsystem  q' 
ans,   so    bedeutet    dies   für   das    bereits    zerschnittene    Flächensystem 
V*  +  r   Querschnitte,   da  jeder   der  r  Schnittpunkte   den  zugehörigen 
Schnitt  q'  in  zwei  Schnitte  zerlegt,  also  die  Anzahl   der  Querschnitte 
um  eine   Einheit   vergröfsert.     Da  nun  nach    dem   ersten  Satze   eine 
einfach  zusammenhängende  Fläche  durch  einen   Querschnitt   in    zwei 
ebensolche  Flächen  zerlegt  wird,  so  zerfällt  das  Flächensystem,   wenn 
wir  erst  q  und  dann  g'  ausführen,  in  a  +  v^  +  r  einfach  zusammen- 
hangende Flächenstücke.     Führen  wir  umgekehrt  erst  q'  und  dann  q 
aus,   so   erhalten  wir  a'  +  v  +  r  einfach   zusammenhängende  Flächen. 
Da   nun   die  Wirkung   der  Zerschneidung  in  beiden  Fällen   ganz  die 
gleiche  ist,  so  muls 
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a  +  v'  +  r  =»  a'  +  V  +  r, 
also  in  der  Tliat  ,        . 

sein. 

Auf  Grund  dieses   Satzes  hat  die  Zahl  v  —  a  f&r  eine  mehr&ch 

zusammenhaltende  Flache  oder  für  ein  Flachensystem  die  Bedeutung 
einer  Invariante;  wir  dürfen  die  Zahl  v  —  a  oder  auch  v  —  a  +  2  als 
die  der  Flache  zukommende  ^^Ordnung  des  Zusammenhanges^ 
bezeichnen.  Wir  wählen  die  letztere  Zahl,  damit  die  ein£EM3h  zu- 
sammenhängenden Flächen,  für  welche  i;  »  0,  a  »  1  gesetzt  werden 
kann,  die  Ordnungszahl  1  erhalten. 

Nehmen  wir  mit  einer  Fläche  irgend  eine  stetige  Veränderung 
vor,  so  bleibt  die  Ordnung  des  Zusammenhaltes  ungeändert,  f&hren 
wir  aber  einen  Querschnitt  aus,  der  die  Fläche  nicht  zerstückelt,  so 
wird  die  Ordnung  des  Zusammenhanges  um  eine  Einheit  erniedrigt. 
Denn  wenn  nach  Ausführung  des  Querschnittes  noch  v  Querschnitte 
erforderlich  sind,  um  die  Fläche  in  a  einfEhch  zusammenhängende 
Flächenstücke  zu  zerschneiden,  so  waren  vorher  offenbar  v  +  1  Quer- 
schnitte erforderlich,  um  den  gleichen  Erfolg  hervorzubringen.  Die 
Ordnung  des  Zusammenhanges  ist  also  nach  Ausführung  des  Quer- 
schnittes V  —  a  +  2  und  vor  derselben  (v  -f- 1)  —  «  +  2,  also  vorher 
um  eins  gröfser,  womit  unsere  Behauptung  erwiesen  ist.    Es  gilt  also 

der  Satz: 

4.  Durch  Ausführung  eines  Querschnittes  wird  die  Ordnung 

des  ZuBammenhanges   um    eine   Emheit  erniedrigt      ffieraus 

folgt  auch,  dafs  eine  (n  -f  l)-fach  zusammenhängende  Fläche, 

d.i.   eine   Fläche   mit   der   Ordnungszahl  n-f-1,   stets    durch 

successive   Ausführung   von   n  Querschnitten   in   eine   einzige 

einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandelt  werden  kann. 

In  der  That,  wenn  der  Zusammenhang  ein  mehrfacher  ist,  so  giebt 
es  jedenfalls  einen  Querschnitt,  welcher  die  Fläche  nicht  in  zwei  Teile 
zerlegt,  und  wenn  man  einen  solchen  ausführt,  so  wird  die  Ordnung 
des  Zusammenhanges  um  eine  Einheit  erniedrigt.  Durch  Fortsetzung 
dieses  Verfahrens  kann  man  hiemach  die  Ordnung  des  Zusammen- 
hanges immer  um  eine  Einheit  vermindern,  ohne  jemals  die  Fläche 
zu  zerstückeln.  Sollte  hierbei  die  Fläche  ursprünglich,  wie  das  bei 
der  Biemannschen  Kugelfläche  der  Fall  ist,  ohne  Berandung  sein,  so 
versehen  wir  sie  mit  einer  solchen,  um  einen  Querschnitt  ausführen 
zu  können,  indem  wir  einen  Punkt  nebst  seiner  Umgebung  aus  ihr 
entfernen,  und  wir  legen  der  geschlossenen  Fläche  dieselbe  Ordnung 
des  Zusammenhanges  wie  der  aus  ihr  hervorgegangenen  „punktierten^^ 
Fläche  bei. 
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Nachdem  wir  so  den  Begriff  ^^Ordiiang  des  Zusammenhanges^' 
definiert  haben^  empfiehlt  es  sich,  um  die  bewiesenen  Sätze  auf  Bie- 
mannsche  Flachen  in  Anwendung  zu  bringen ,  noch  folgenden  Hiltssatz 
vorauszuschicken : 

5.  Wenn  man  aus  einer  berandeten  Flache  einen  Punkt 
nebst  seiner  Umgebung  herausschneidet,  so  wird  hierdurch  die 
Ordnung  des  Zusammenhanges  um  eine  Einheit  erhöht. 

Man  bezeichne  die  ursprüngliche  und  die  durch  Entfernung  der  Um- 
gebung TJ  des  Punktes  $  entstandene  Flache  resp.  mit  F  und  F\  die 
Ordnungen  des  Zusammenhanges  dieser  FUU^hen  mit  n  und  n';  dann  ist 
1^=:jP'  +  [7.  Man  fOhre  nun  in  F*  einen  Querschnitt  g  von  dem 
Bande  von  F  nach  dem  Bande  von  Uj  durch  welchen  offenbar  die 
Flache  nicht  zerstückelt  wird,  weil  man  von  einem  Ufer  des  Quer- 
schnittes q  entlang  der  Berandung  von  ü  zum  andern  gelangen  kann. 
Durch  Ausführung  des  Querschnittes  q  gehe  die  Fläche  F^  in  eine 
andere  i^"  über,  welche  alsdann  nach  dem  Satze  (4)  die  Ordnungszahl 
n'  —  1  hat;  die  Fläche  F"  kann  also  durch  n'  —  2  Querschnitte  in 
eine  einfach  zusammenluingende  F^  verwandelt  werden.  Führt  man 
andererseits  in  F  denjenigen  Schnitt  aus,  welcher  aus  q  und  der  Be- 
randung von  U  besteht,  so  hat  derselbe  für  F  die  Bedeutung  eines  in 
sich  zurücklaufenden  Querschnittes  und  zerlegt  F  in  i^"  und  {7.  Durch 
Ausführung  von  1  -f  (»'  —  2)  =  n'  —  1  Querschnitten  kann  also  die 
Fläche  i^  in  zwei  einfach  zusammenhängende  Flächenteile  F^^  und  U 
zerlegt  werden,  und  die  Ordnung  n  des  Zusammenhaltes  von  F  ist  also 

n  =  (n'-l)-2  +  2, 
oder  es  ist  in  der  That 

n'  =  n  +  1. 

Wir  wollen  nun  die  Ordnung  des  Zusammenhanges  einer  behebig 
gegebenen  Biemannschen  Eugelfläche  9t«  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke 
erinnern  wir  uns  der  Art,  wie  wir  früher  diese  Fläche  aas  n  einfach 
zusammenhängenden  Eugelblättem  zusammensetzten.  Wir  hatten  aus 
einer  gewöhnlichen  Eugelfläche  die  /t  +  1  Ereise  mit  den  Mittelpunkten 

*öo>     <5i,     <5ij .  .  .  'Oh 

herausgenommen  und  Schnitte  S^,  i^s^  -  •  *  ^a  von  den  Ereisen  um 
83i,  83^, . . .  S3a  nach  dem  Ejreise  um  S3q  geführt;  n  solche  einander  kon- 
gruente einfach  zusammenhängende  Eugelschalen  ^i,  ^,  . . .  ^  hatten 
wir  sodann  in  den  Schnitten  ^j,  d^?  •  *  *  ^a  mich  Mafsgabe  der  durch 
die  analytische  Fortsetzung  der  Funktion  u  sich  ergebenden  Zusammen- 
hangsverhältnisse aneinander  geheftet  und  so  die  Biemannsche  Fläche  9t, 
erhalten.    Dabei  ist  die  Stelle  93o  eine  reguläre,  die  Stellen 
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®i,  ®2^  •  .  .  85a 
sind  so  ausgewählt;  dafs  unter  ihnen  jedenfalls  alle  enthalten  sind, 
an  welchen  sich  Verzweignngspunkte  befinden.  Wollen  wir  umgekehrt 
die  Biemannsche  Fläche  91«  in  die  n  einfach  zusammenhangenden 
Eugell^chalen  9i,  ^f  . . .  Stn  zerschneiden^  so  müssen  wir  vorent  die 
Bereiche  der  Punkte  herausnehmen^  welche  an  den  Stellen 

der  ein&chen  Eugelfläche  R,  gelegen  sind.  Es  mögen  an  der  SteOe  8r 
Vr  Punkte  der  Biemannschen  Fliehe  übereinander  gelegen  sein,  so 
dals  die  Summe  der  Ordnungszahlen  der  bei  93r  übereinanderliegenden 
Yerzweigungspunkte  gleich  n  —  Vr  ist;  dann  haben  wir  im  ganzen  aoB  8t 

^0  +  ^1  +  ^2  H —  +  ^* 
Bereiche  herauszunehmen.     Andererseits  ist^  da  die  Umgebungen  aller 
Yerzweigungspunkte  der  Riemannschen  Eugelfläche  unter  den  hersos- 
genommenen  Bereichen  enthalten  sind,  die  Yerzweigungszahl 

ti;  —  (n  —  i/o)  +  (n  — Vi) +•••+(»  — VA(  —  (Ä  +  l)»  —  (t;o  +  i/i +•••+%), 

^^  ^^*  vo  +  Vi  +  vg  +  •  •  •  +  V*  =  An  +  n  -  IT. 

Wenn  nun  die  gesuchte  Ordnung  des  Zusammenhaltes  der  ,,panl^' 

tierten'^;  d.  h.  nur  mit  einem  einzigen  Rande  versehenen  Eugelfläche 

;r  + 1  ist,  so  ist  die  Zusammenhangszahl  der  mit  Vq  +  v^-^ h  n Bändern 

versehenen  Eugelfläche  nach  dem  zuletzt  bewiesenen  Satze  (5): 

h 

n  +^^Vr  ==  TT  +  An  +  »  —  w. 

0 

Die  so  erhaltene  Fläche  kann  alsdann^  wie  wir  wissen,  durch  die 
hn  Querschnitte  d,  welche  in  den  n  Blättern  von  S3o  nach 

®i,    SSj^ . . .  S3a 
führen,  in  n  einfach  zusammenhängende  Flächenstücke  zerlegt  weiden, 
ihre  Zusammenhangszahl  ist  also  hn  —  n  +  2.     Folglich  ist 

Ä  +  An  +  w  —  M;  =  An  —  n  +  2, 

und  es  ergiebt  sich  für  die  gesuchte  Zahl  n  die  einfEU^he  Gleichong 

;r=*M;  —  2n  +  2  =  2p, 

Da  wir  nun  einer  geschlossenen  Fläche  dieselbe  Ordnung  des  Zn- 
sammenhanges beigelegt  haben,  wie  der  punktierten  Fläche,  welche 
aus  ihr  durch  Herausnahme  einer  kleinen  Ejreisfläche  entsteht,  so  h^ 
auch  9%.  die  Ordnungszahl  n  +  1,  und  es  gilt  der  Satz: 

Ist  p  das  Geschlecht  des  Eörpers  K(0y  u),  so  ist  die  sa- 
gehörige Riemannsche  Fläche  91«  (2p  +  l)-£EM^h  zusammeib 
hängend. 
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§3. 

Eine  einfach  zuBammenhangende  Flache  besitzt  dieselben  Zn- 
Banunenhangsverhaltnisse  wie  eine  Ereisflacbe  und  wird  daher  durch 
jede  geschlossene  Eurre  c,  die  sich  nicht  schneidet^  in  zwei  getrennte 
Teile  zerlegt.  In  der  That  trifft  für  beliebige  einfach  zusammen- 
hangende Flachen  ebensogut  wie  fär  die  Ejreisfläche  in  Fig.  21  die 
Deduktion  zu:  fCLhrt  man  von  einem  Punkte  S3  der  Kurve  c  einen  Schnitt 
nach  einem  Punkte  %  des  Randes  der  ganzen  Fläche,  so  bildet  dieser 
mit  der  geschlossenen  Kurve  c  zusammen  einen  Querschnitt  s  und  zerlegt 
also  die  Fläche  nach  dem  ersten  Satze  des  vorigen  Abschnittes  in  zwei 
getrennte  einhch  zusammenhängende  Teile;  labt  man  nachträglich  den 
Schnitt  9[S3  wieder  fort,  so  wird  hierdurch  nur  der  Zusammenhang 
eines  der  beiden  Teilgebiete  um  eine  Einheit  erhöht,  aber  die  Gebiete 
bleiben  getrennt.  Auf  einfach  zusammenhangende  Flächen  können 
daher  die  früheren  Deduktionen  ohne  weiteres  übertragen  angewendet 
werden  und  ergeben  für  Abelsche  Integrale  den  Satz: 

Wenn  das  Integral 

«(*)  = 

nur  polare  ünstetigkeiten  besitzt,  so  ist  die  Funktion  o)($), 
innerhalb  eines  einfach  zusammenhängenden  Oebietsteiles  der 
Biemannschen  Fläche  91,  fortgesetzt,  eine  eindeutige  Funktion 
der  oberen  Grenze,  das  Integral  also  innerhalb  dieses  Gebietes 
vom  Integrationswege  unabhängig. 

Genau  das  gleiche  Resultat  ergiebt  sich  natürlich  auch  durch  Anwendung 
des  Satzes  von  Gauchy;  denn  da  in  einem  einfach  zusammenhängenden 
Gebietsteile  @  der  Riemannschen  Fläche  Si«  jede  sich  nicht  schneidende 
geschlossene  Kurve  c  für  sich  allein  die  Begrenzung  eines  Flächenteiles 

bildet,  so  ist  das  Integral  cd  =  /  ^de,  erstreckt  über  die  Kurve  c,  gleich 

Null,  die  Funktion  o)(^)  also  innerhalb  des  Gebietsteiles  @  von  dem 
Wege  $0$  unabhängig  und  somit  eindeutig. 

Die  gesamte  Riemannsche  Fläche  9{«  ist,  wenn  ihr  Geschlecht 
positiv  ist,  nicht  einfach  zusammenhängend,  sie  kann  aber  nach  den 
Sätzen  des  vorigen  Abschnittes  durch  Ausftihrung  von  2p  Quer- 
schnitten in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandelt  werden. 
Diese  Zerschneidung  werde  stets  in  der  folgenden  Weise  ausgeführt, 
welche  als  die  canonische  Zerschneidung  bezeichnet  und  durch  die 
nachstehende  Fig.  23  schematisch  veranschaulicht  wird. 
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Fig.  n. 


Wenn  die  mit  einem  kleinen  Bandkreise  x  versehene  BiemamiBcbe 
Eugelfläche  mehrfach  zusammenhangend  ist,  also  p>0  ist,  so 
giebt  es  einen  Schnitt  64,  welcher  in  x  beginnt  und  in  x  endigt  xaA 
die  Fläche  nicht  zerstückelt.  Man  versehe  diesen  Schnitt  mit  einem 
bestimmten  Richtnngssinne,  so  dafs  man  von  einem  linken  und  einem 
rechten  Ufer  des  Schnittes  zn  sprechen  berechtigt  ist.  Dann  bilden 
nach  Ausführung  des  Schnittes  seine  beiden  Ufer  die  zwei  Bandlinien 

der  zerschnittenen  Flachey 
^  A  für  welche  die  Ordnimg 

des  Zusammenhanges  lur 
um  eins  kleiner  geworden 
ist.  Führt  man  daher 
in  dieser  Flache  einfln 
Schnitt  b^  von  ein«D 
Punkte  des  linken  üf«n 
von  a^  zum  gegenüber- 
liegenden Punkte  des 
rechten  Ufers,  so  kann  dieser  die  Fläche  unmöglich  zerstückeln.  Denn 
die  beiden  Ufer  von  b^  vereinigen  sich  mit  den  beiden  üfem  von  Oj  ZQ 
einer  einzigen  Bandlinie.    In  der  That  überzeugt  man  sich  davon,  ckb 

man  in  einem  einzigen  Zuge  die  Linie  0^ 
durchlaufen  kann,  welche  der  Beilie 
nach  aus  dem  linken  Ufer  von  o^,  dem 
linken  Ufer  von  &^,  dem  rechten  vonOi 
und  dem  rechten  von  b^  besteht;  dabei 
werden  die  gegenüberstehenden  Ufer 
eines  und  desselben  Schnittes  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  durchlaufen,  b 
der  nebenstehenden  Hilfsfigur  24  iA 
nur  der  Verlauf  der  Schnitte  o^  und  ii 
in  der  Umgebung  ihres  Tref^onltes 
gezeichnet  und  der  weitere  Verlsrf 
durch  gleichbezeichnete  Buchstaben  an- 
gedeutet. 

Wenn  nun  p>  1  ist,  so  ist  die 
durch  die  Linie  6^  zerschnittene  Flache 
noch  nicht  einfach  zusammenhängend;  es  giebt  also  einen  weiteren  Quer- 
schnitt, welcher  die  Fläche  nicht  zerstückelt.  Im  übrigen  ist  in  der 
Wahl  dieses  Querschnittes  noch  mannigfache  Willkür  gestattet,  und  da 
man  seinen  Anfangs-  und  seinen  Endpunkt  beliebig  stetig  verschieben 
kann,   so   ist   es   evident,  dafs  man  ihn  in  einem  beliebigen  Punkte 


Fig.  24. 
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Yon  6^  beginnen  nnd  in  einem  beliebigen  Punkte  von  6^  oder  auch  in 
einem  Punkte  seines  früheren  Verlaufes  endigen  lassen  kann.  Es 
empfiehlt  sich  aus  Ghründen  der  Übersichtlichkeit,  den  Querschnitt  in 
sich  zurücklaufen  zu  lassen,  so  daCs  er  aus  einer  geschlossenen  Linie  o^ 
und  einem  Schnitte  c^  besteht,  welcher  ct^  mit  dem  Schnittnetz  ö^  ver- 
bindei  Nach  Ausführung  dieses  Schnittes  erhält  die  Flache  wieder 
zwei  Randlinien,  indem  das  linke  Ufer  von  a^  mit  den  beiden  Ufern 
Yon  c^  zusammen  sich  an  die  Linie  (f^  zu  einer  einzigen  Randlinie  an- 
schliefst, während  das  rechte  Ufer  von  a^  fär  sich  allein  die  zweite 
Randlinie  bildet.  Führt  man  daher  einen  Schnitt  b^  von  einem  Punkte 
des  linken  Ufers  von  o^  nach  dem  gegenüberliegenden  Punkte  des 
rechten  Ufers,  so  kann  dieser  die  Fläche  nicht  zerstückeln,  da  die 
Berandung  jetzt  wieder  aus  einer  einzigen  Linie  besteht;  die  Ordnung 
des  Zusammenhanges  ist  aber  jetzt  2p  —  3  geworden.  Dabei  bleibt 
der  Ereuzungspunkt  der  Linien  a,  und  b^,  ebenso  wie  vorher  der 
Anfangspunkt  des  Schnittes  c^  noch  unserer  Willkür  überlassen.  Nun 
bilden  das  linke  Ufer  von  o^,  das  linke  Ufer  von  b^,  das  rechte  Ufer 
von  o^  und  das  rechte  Ufer  von  b^,  hintereinander  durchlaufen,  eine 
einzige  Linie,  die  wir  mit  6^  bezeichnen  wollen;  wir  können  und 
wollen  uns  dann  zur  Vereinfachung  späterer  Betrachtungen  so  ein- 
richten, dals  c^  das  Ende  des  ersten  Schnittnetzes  6^  mit  dem  Anfange 
des  zweiten  tfg  verbindet. 

Dieses  Verfahren  setzen  wir,  wenn  p>2  ist,  weiter  fort;  wir  ziehen 
eine  Linie  6^,  welche  aus  den  linken  und  den  rechten  Ufern  zweier 
geschlossener  Kurven  a^  und  b^  besteht,  und  setzen  diese  durch 
einen  Schnitt  c^,  der  vom  Endpunkt  von  6^  zum  Anfangspunkt  von  6^ 
läuft,  mit  dem  früheren  Schnittnetz  in  Verbindung.  So  erhalten  wir 
schlielslich  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  91«',  die  nur  eine 
einzige  Randlinie  besitzt.  Bezeichnen  wir  die  linken  und  die  rechten 
Ufer  der  Schnitte  a,  &,  c  durch  angehängte  Indices  X  und  q,  so  durch- 
laufen wir  den  Rand  der  zerschnittenen  Fläche  W  in  einem  einzigen 
Zuge,  wenn  wir  der  Reihe  nach  die  folgenden  Wege  zurücklegen: 

(hXf    bii,    üiQ,    big] 

Ciiy    (hl,    btx,    a%qi    b%g\ 

Czxj    (HXf    bzXf    (hQf    bsQ*^ 


(T) 


CpXf      O^pX)      bpXf      Ofpqy  bpq'^ 

^Cpqj       Cp  —  1^,   .  .  .  C^qy  ^Ip» 

Dabei   werden   die   linken  Ufer   der   Schnitte  stets   im  positiven,   die 
rechten  stets  im  negativen  Siime  durchlaufen. 
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Die  geschlossenen  Enrven  0^,  b^,  d^,  h^j , . .  apf  bp  haben  die  merk* 
würdige  Eigenschaft,  daCs  je  zwei  zusammengehörige  Linien  Ot  nnd  hi 
sich  nnr  in  einem  Pnnkte  schneiden  und  dafs  die  Linie  a^  nur  von  hi, 
aber  von  keiner  anderen  Linie  a«  oder  bk  geschnitten  wird;  es  giebt  also 
auf  9t«  p  Paare  geschlossener  Kurven,  welche  im  ganzen  nur  p  Schnitt- 
punkte besitzen.  Dafs  derartige  p  Linienpaare  (at,  bi)  überhaupt  mog^ch 
sind,  ist  eine  charakteristische  Eigentümlichkeit  geschlossener  Fladien 
vom  Zusammenhange  2p +1  und  für  die  Theorie  der  auf  diesen  Flachen 
verlaufenden    Abelschen    Integrale    von    der    allergrolsten    Bedeutung. 
Die  Linien  c^fC^f-Cp  hingegen,   welche  je   ein  Paar  geschlossener 
Linien    mit    einem    einzigen    Schnittpunkt    mit    einem    anderen   der- 
artigen   Paare    in    Verbindung    setzen,    sind    nebensachlicher    Natur 
und    können    auch    ganz    entbehrt   werden.    In    der    That    überzeugt 
man    sich    davon,    dals    man    durch    Ausdehnung    der    Linien  o,-  die 
Linien  d   immer   weiter    zusammenschrumpfen   und    schlielslich   gm 
fortMlen  lassen  kann.    Nur  um  die  gestaltlichen  VerMltnisse  der  Zer- 
schneidung  zu   vereinfachen,    behalten    wir    diese    Schnitte    bei;  wir 
werden  aber  sehen,  dafs  sie  auf  die  Periodicität  der  Abelschen  Integrale 
keinen  Einflufs  haben. 

Der  wirkliche  Verlauf  der  Schnitte  a^,  6^, . . .  a^,  bp  auf  der  Biemann' 
sehen  Flache  hangt  wesentlich  davon  ab,  wie  die  einzelnen  Blatter  der 
Flache  in  den  Übergangslinien  zusammengeheftet  werden  müssen;  aber 
in  dem  einfachen  Falle  der  zweiblattrigen  Flache,  der  hier  als  Beiapid 
dienen  mag,  läfst  er  sich  unmittelbar  angeben.  Hat  z.  B.  die  Flache 
6  Verzweigungspunkte,  so  dafs 

i»  =  f -n+l  =  2 

ist,  so  ziehen  wir  (Fig.  25)  zunächst  einen  mit  einem  Richtungsainne 
versehenen  Schnitt  a^  im  oberen  Blatte,  welcher  83^  und  02  lunkreial) 
und  dann  von  einem  Punkte  auf  dem  linken  Ufer  von  o^  nach  dem 
gegenüberliegenden  Punkte  des  rechten  einen  Schnitt  b^,  welcher,  ahnUdi 
wie  in  Fig.  20,  über  den  Schnitt  SS^SSg  in  das  zweite  Blatt  ein-  und  so- 
dann über  ^1^2  ^^  ^^^  ^^^^  zurücktritt  und  darum  den  Schnitt  o^  nur  1 
in  einem  Punkte  durchsetzt.  Ebenso  ziehe  man  einen  geschlossenoi 
Schnitt  Oj,  welcher  Sj  und  S^  umkreist,  und  von  einem  Punkte  aaf 
dem  linken  Ufer  von  a^  nach  dem  Gegenpunkte  des  rechten  einen 
Schnitt  &2?  welcher  ebenfalls  über  Sgöß  in  das  zweite  Blatt  ein-  ob! 
sodann  über  ^^^^  in  das  erste  zurücktritt.  Beide  Schnittsysteme 
setzen  wir  durch  eine  Linie  c^  in  Verbindung,  welche  von  dera 
Knotenpunkte  (a^,  b^)  nach  dem  Knotenpunkte  (o^?  ^2)  ^^-  Man  übe^ 
zeugt   sich   in   der   Figur   davon,   dafs  die  beiden  Ufer  dieser  Schnitte 
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eine  einzige  fortlaufende  und  zusammenhangende  Linie  nach  Mabgabe 
der  Tabelle  auf  S.  333  bilden,  welche  die  Yollstandige  Begrenzung  der 
zerschnittenen,  einfach  zusammenhängenden  Flache  9t',  ist,  und  dafs 


Fig.  26. 

stets  die  linken  Ufer  der  Schnitte  in  positivem,  die  rechten  in   nega- 
tiTsm  Sinne  zurückgelegt  werden. 

Durch  geeignete  Auswahl  der  Biemannschen  Fläche  91,  innerhalb 
der  Gesamtheit  der  Flächen  des  Körpers  K  kann  also  der  gestaltliche 
Verlauf  der  Querschnitte  ein  besonders  übersichtlicher  werden;  ab- 
gesehen hiervon  aber  ist  es  gleichgiltig,  auf  welcher  Fläche  man  die 
Zersdmeidung  ausführt.  Ist  nämlich  x  irgend  eine  Variable  des 
Korpers  K,  so  entsprechen  sich  die  Punkte  der  Riemannschen  Kugel- 
ffikdien  91^  und  dtx  umkehrbar  eindeutig  und  stetig  (S.  243),  und  das 
Schnittsystem  (a,-,  bi,  d)  der  ersten  Fläche  bildet  sich  also  auf  der  zweiten 
in  der  Weise  ab,  daCs  auch  9tx  in  eine   einfach   zusammenhängende 

Hache  9U  verwandelt  wird. 

§4. 

Nachdem  die  Zerschneidung  der  Riemannschen  Kugelfläche  «  in 
die  einfiftch  zusammenhängende  Fläche  9{'  durchgeführt  ist,  kann  man 
leicht  Au&chluls  über  die  Periodicitätseigenschaften  eines  Abelschen 
Integrals  erster  oder  zweiter  Ghtttung 


(D  =  /  g  d;er 


pnfmnen. 


336  Einiindzwanzigste  Yorlesimg. 

Betrachten  wir  nämlich  zunächst  diejenigen  Integralei  welche  keiBe 
oder  nur  polare  Unstetigkeiten  besitzen  und  daher  aus  MemeDiv^ 
integralen  erster  und  zweiter  Gattung  zusammengesetzt  weiden  kSimflB, 
so  kann  man  jetzt  den  Fundamentalsatz  auf  S.  331  auf  die  ganze  ler 
schnittene  Fläche  91'  anwenden^  und  erhält  alsdann  folgendes  Besnliit: 

Wenn  das  Integral 


keine  anderen  als  polare  Unstetigkeiten  besitzt,  so  ist  o(f) 
in  der  zerschnittenen  Biemannschen  Fläche  9t'  eine  eindeutige 
Funktion  der  oberen  Grenze;  dieselbe  soU  durch  o(^)  be- 
zeichnet werden. 

Zufolge   dieser  Feststellung  findet   man  fQr  ein    zwischen    beliebigen 
Grenzen  genommenes  Integral 


I^ 


wobei  es  ganz  gleichgiltig  ist,  auf  welchem  Wege  das  Integral  in  da 
zerschnittenen  Fläche  91'  von  ^^  nach  ^^  gefOhrt  wird.  Da  abo 
auch  jedes  Integral,  welches  in  der  zerschnittenen  Fläche  über  eise 
geschlossene  Kurve  erstreckt  wird,  gleich  Null  ist,  so  folgt,  dab  vm 
Null  yerschiedene  Perioden  des  Integrals  nur  durch  solche  geschloeeene 
Wege  zustande  kommen  können,  welche  das  im  vorigen  Paragn^hen 
ausgeführte  Querschnittsystem  überschreiten,  und  es  entsteht  die  Fng^ 
um  welche  Beträge  sich  zwei  Integrale  unterscheiden,  deren  obere 
Grenzen  gegenüberliegende  Punkte  eines  der  Schnitte  a,-,  bi,  Ci  sind. 

Betrachten  wir  zwei  Punkte  ^i  und  5ß^,  welche  zur  linken  und 
rechten  des  Schnittes  a,  gelegen  sind,  so  handelt  es  sich  um  die 
Ermittelung  des  Integrals 

wenn  dasselbe  auf  beliebigem  Wege  in  der  zerschnittenen  Fläche  S 
von  ^Q  nach  ^ji  geleitet  wird.  Kehren  wir  aber  die  Richtong  dei 
Integrationsweges  um,  so  folgt  aus  dem  Anblick  der  Tabelle  (T)  vd 
S.  333  oder  der  Fig.  23,  dafs  wir  in  91'  von  ^;i  nach  $^  gelangen,  wenn 
wir  vom  Punkte  ^x  auf  an  in  positivem  Sinne  bis  zum  Knotenpunkt 
mit  hi  fortwandem,  sodann  bix  durchlaufen  und  schlielslich  auf  o»^  in 
negativem   Sinne  zum  Punkte  $^  zurückgehen;   ein  Schnitt  Cu  wird 


§  4.   Perioden  der  Integprale  erster  und  zweiter  Oattang.  337 

hierbei  zufolge  der  getroffenen  Feststellnngen  nicht  überschritten. 
Berücksichtigen  wir  daher^  dals  auf  den  beiden  in  entgegengesetzter 
Richtung  durchlaufenen  Wegen  das  Differential  l^de  wegen  der  Ein- 
deutigkeit der  Funktion  g  entgegengesetzt  gleiche  Werte  erhalt  und  die 
entsprechenden  Integralbestandteile  sich  also  aufheben^  so  ergiebt  sich: 


4  =  -Jidz, 


wobei  das  Integral  in  positiyem  Sinne  über  den  Periodenweg  bi  zu 
f&hren  ist.  In  ähnlicher  Weise  erhalten  wir  aus  der  Tabelle  auf 
S.  333  für  zwei  Punkte  ^x  und  ^^,  welche  zur  linken  und  zur  rechten 
eines  Schnittes  h  gelegen  sind: 

(bi)  ^m  -  5(?,)  =  Bi  =ßd^', 

denn  man  gelangt  von  $o  nach  ^Xf  wenn  man  vorerst  auf  bt^  in 
positiyem  Sinne  zum  Knotenpunkt  lauft,  sodann  a^^  in  positivem  Sinne 
zurücklegt^  und  schliefslich  auf  bix  in  negativem  Sinne  zum  Punkte  ^^ 
hinwandert.  Schliefslich  findet  man  die  Differenz  fclr  einen  der 
Schnitte  d  auf  Grund  jener  Tabelle: 

(C)  «(?,)- «(^,)  =  0; 

denn  wenn   man  auf  der  Begrenzung  der  Flache  91'  von  ^^  nach  ^x 
wandert,  so  werden  alle   Strecken  zweimal,   einmal  in  positivem  und 
einmal  in  negativem  Sinne  zurück- 
gelegt, und  die  Integralbestandteile 
heben  also  einander  auf. 

Zufolge  dieser  Untersuchung  be- 
sitzt ein  Abelsches  Integral  erster 
oder  zweiter  Gktttung  im  ganzen 
2p  Perioden: 

jede  dieser  Grölsen  giebt  den  Perio-  ^*-  **• 

dicitatsmodul     o  {^x)  —  <»  (5ßp)     der 

Funktion  a'(^)  längs  eines  Querschnittes  a,-,  resp.  bi  an  und  hat 
für  den  ganzen  Verlauf  des  Querschnittes  denselben  Wert.  Aus  diesen 
2p  Perioden  Kfst  sich  aber  jede  weitere  Periode  komponieren.  Über- 
schreitet nämlich  der  Weg  s  =  ^o^ß  z.  B.  den  Schnitt  a^  einmal  vom 
linken  zum  rechten  Ufer,  so  erhält  man  (Fig.  26) 

ßd0  =  ^m  -  «(^o)  +  «(?)  -  «»(^e) 


Heniel  u.  Landiberg,  Algebraiiche  Funktionen  eto. 
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Wir  können  daher  jetzt  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Erstreckt  man  das  Integral  erster  oder  zweiter  Oakfamg 


auf  beliebigem  Wege  in  der  unzerschnittenen  Fl^he  91  toh 
der  unteren  zur  oberen  Grenze^  so  unterscheidet  sich  der  Integral- 
wert  von  dem  Werte  a}($)  auf  der  zerschnittenen  Flache  8t' 
um  eine  Periode,  d.  i.  um  eine  Grölse 

worin  m^,  m^, . . .  nip,  ni,n^ . ,  .Hp  positive  oder  negative  gune 
Zahlen  bedeuten.  Dabei  ist  mt  gleich  der  Anzahl  der  Übfl^ 
tritte  des  Integrationsweges  über  den  Schnitt  at,  n^  ^eioh  der 
Anzahl  der  Übertritte  des  Integrationsweges  über  den  Schnittig 
und  ein  Übertritt  ist  mit  dem  positiven  oder  dem  negatiTai 
Zeichen  in  Anrechnung  zu  bringen,  je  nachdem  er  von  der 
Linken  zur  Rechten  oder  von  der  Rechten  zur  Linken  stattfindet 

Man  überzeugt  sich  leicht  davon,  dais  die  vorher  aufgestellten  Formah 
(tti),  {bi)j  (ci)  nur  spezielle  Fälle  dieses  allgemeinen  Satzes  sind. 

Diese  Betrachtungen  bedürfen  nur  weniger  Abänderungen,  wenn 
auch  über  die  Periodicifötseigenschafben  der  Litegrale  dritter  Gathmg 
Aufschlufs  gewonnen  werden  soU.  Das  Integral  ä  besitze  jetzt  v  logft- 
rithmische  Unstetigkeitspunkte  ^^^\  ^^^\  . . .  ?p(*),  denen  resp.  die  Re- 
siduen Jß^,  jßg, . . .  JRr  zukommen  mögen.  Um  nun  den  obigen  Fond«- 
mentalsatz  anwenden  zu  können,  scheiden  wir,  ganz  ähnlich  wie  auf 
S.  282,  die  Unstetigkeitspunkte  5ß(i),  5ßW, . . .  $ßW  und  ihre  UmgebungcD 
durch  kleine  SLreislinien  x^,  x^, .  . .  x^  aus,  welche  sich  so  oft  um  den  be- 
treffenden Punkt  herumyrinden,  ab 
Blätter  in  ihm  zusammenhangen,  nnd 
ziehen  sodann  Schnitte  lifl^t"*^ 
von  der  Begrenzung  von  9t'  nadi 
den  S[reisen  x^,  Xg,  . . .  Xy.  Wir 
wollen  dabei  in  der  Weise  Te^ 
fahren,  dais  wir  die  Linien  {  aamt- 
lich  von  dem  AnfEUigs-  und  End- 
punkt %  der  Begrenzungslinie  von  ff, 
in  welchem  die  Schnitte  o^  mid  bj 
zusammenlaufen,  ausgehen  mid  in 
der  durch  die  Indices  bezeichneten  Reihenfolge  in  negativem  Sinne  auf- 
einander folgen  lassen,   wie  dies  in  der  Fig.  27  für  i/  «  2  dargestellt 


Fig.  27. 


( 
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^  wird.  An  die  durch  die  Tabelle  (7)  auf  S.  333  charakterisierte  Rand- 
linie  von  91'  schliefist  sich  alsdann  noch  eine  Linie  an,  welche ,  wenn 
wir  wieder  linke  und  rechte  Ufer  der  Schnitte  l  unterscheiden,  so  be- 
zeichnet werden  kann: 


\ 


wobei  die  SLreislinien  x^,  x^^ . . .  x,  in  negativem  Sinne  durchlaufen 
werden. 

Die  so  erhaltene  Flache,  welche  mit  91"  bezeichnet  sein  soll,  ist 
wieder  einfach  zusammenhangend;  denn  jeder  der  Schnitte  lay  zusammen 
mit  dem  zugehörigen  SLreise  x«,  bildet  einen  Querschnitt  der  einbch 
snsammenhangenden  Flache  91'  und  zerlegt  abo  nach  dem  Satze  1  auf 
8. 326  die  Flache  91'  in  zwei  einbch  zusammenhangende  Teile,  von 
denen  der  eine  die  Umgebung  des  Punktes  ^(^),  der  andere  die  ganze 
flbrige  Flache  ist.  Daher  ist  auf  der  Flache  91"  das  Integral  c5  eine 
eindeutige  Funktion  der  oberen  Grenze  $,  welche  wiederum  mit  co($) 
bezeichnet  sein  soll. 

Untersuchen  wir  nun,  wie  vorher,  die  Differenzen  dieser  Funktion 
zu  beiden  Seiten  der  Schnitte  a,-,  &<,  c,-,  laj  so  finden  wir  der  Reihe 
nach  folgende  Perioden: 

(aO  A{^i)  -  5(^^)  =  Ä  =  -/^^^ 

(6.)  ^(5ßx)-d(^^)-JB,=     Jldz 

{c)  (5(5ßz)  -  (3(5ß,)  =  0  "'  (•  =  1, 2, . . .  p) 

(Ja)  ä{^x)  -  d(5ß^)  ^J^de  =  2niRa  («  =  i,  2, . . .  f.). 


«a 


Die  ersten  drei  Gleichungen  werden  genau  wie  vorher  erwiesen, 
während  für  die  vierte  eine  ganz  ähnliche  Deduktion  wie  bei  der 
analogen  Untersuchung  der  Integrale  rationaler  Funktionen  auf  S.  283 
zutrifft.  Wir  gelangen  nämlich  (s.  Fig.  27)  von  einem  Punkte  ^^  auf 
dem  rechten  Ufer  von  la  zum  gegenüberliegenden  Punkte  ^x  des  linken, 
indem  wir  von  ^^  nach  dem  logarithmischen  Punkt  ^^^\  um  diesen 
in  positivem  Sinne  herum,  und  sodann  auf  dem  rechten  Ufer  nach  ^x 
wandern.  Da  nun  die  von  den  beiden  Ufern  von  la  herrührenden  Be- 
standteile sich  aufheben,  so  ist  längs  des  Schnittes  la 


Äi^{)-ä(%)^ßdi, 


a 
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wobei  das  Integral  in  positivem  Sinne  erstreckt  ist  Wenn  nnn  der 
Punkt  ^(^)  ein  a-blättriger  Yerzweigungspunkt  ist  und  b  in  ihm  den 
Wert  Za  hat;  den  wir  ab  endlich  voraussetzen  dürfen,  so  ist  (8. 289) 
in  der  Umgebung  von  ^^"h 

wobei  ^'  eine  Reihe  ist;  welche  nach  ganzen  Potenzen  von  {e  —  t^* 

fortschreitet  und  nur  eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen,  nidit 
aber  (js  —  ßa)"^  enthalt.    Man   erhält   also   in   der  That,   da  sich  die 

Kreislinie  x«  a-mal  um  $(«>  herumwindet: 


/' 


|djer=s2»f  Jßa. 


«a 


Man  kann  daher  fQr  die  Integrale  dritter  Gattung  den  folgendoi 
Satz  aufstellen: 

Erstreckt  man  ein  Abelsches  Integral  dritter  Ghittong 

(3=1  ^dz 

mit  V  logarithmischen  Unstetigkeiten  ^<^>,  ^*>, . . .  S^%  dena 
die  Residuen  R^,  R^^ . . ,  B^  zukommen,  auf  beliebigem  Wep 
von  der  unteren  zur  oberen  Grenze,  so  unterscheidet  sich  der 
Integralwert  von  dem  in  der  einfach  zusammenhängenden  Z6^ 

schnittenen  Fläche  91"  stattfindenden  Werte  (d($)  um  eiM 
Periode,  d.  i.  um  eine  Gröfse 

m^A^  +  m^Ao  H h  fnj,Ap  +  n^B^  +  n^B^  H h  n^B, 

worin  %, . . .  w^,  w^, . . .  n^,  r^, . . .  r^  positive  oder  negatire 
ganze  Zahlen  bedeuten.  Dabei  ist  m«-  gleich  der  Anzahl  dff 
Übertritte  des  Integrationsweges  über  den  Schnitt  o^,  n,-  gleiok  ■ 
der  Anzahl  der  Übertritte  über  den  Schnitt  6,-,  r«  ^eich  dar 
Anzahl  der  Übertritte  über  den  Schnitt  la,  wobei  ein  Über 
tritt,  ebenso  wie  im  vorigen  Satze,  in  positivem  oder  in  negi* 
tivem  Sinne  erfolgen  kann. 

Ein  solches  Integral  hat  also  zwei  Arten  von  Perioden,  von  weldiflH 
wir  die  einen  27ciB^, . .  ,27ciBy,  welche  von  den  logarithmischeii  ÜB- 
Stetigkeiten  des  Integrals  herrühren,  als  die  logarithmischen,  ditti 
anderen  jl^, . . .  Ap,  B^^ . , ,  Bp,  welche  durch  die  Art  des  Zusammenhange!  ] 
der  Fläche  bedingt  sind,  als  die  cyklischen  Perioden  bezeichnen. 
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§5. 

Das  Besidnum  des  Differentials  c^cS  »  |djer  für  einen  Punkt  % 
multipliziert  mit  27ci,  lafst  sich  nach  den  letzten  Ergebnissen  auch 
als  eine  Periode  des  zugehörigen  Integrals  cd  definieren.  Bezeichnet 
man  nämlich,  wie  das  in  der  Folge  öfter  geschehen  soll,  das  Residuum 
für  den  Punkt  $  durch  B^,  so  ist 


wobei  das  Integral  in  positivem  Sinne  über  die  Begrenzung  der  Um- 
gebung U  des  Punktes  $  zu  erstrecken  ist.  Auch  aus  dieser  Definition 
geht  unmittelbar  heryor,  dais  es  nur  für  logarithmische  Stellen  von 
Null  verschieden  ist,  und  wenn  man  berücksichtigt,  dafs  nach  dem  Satze 
auf  S.  245  sich  auf  zwei  umkehrbar  eindeutig  aufeinander  bezogenen 
Biemannschen  Flachen  auch  die  Umgebungen  zweier  zugeordneter 
Paukte  eindeutig  entsprechen,  so  folgt  auch,  dafs  das  Besidnum  von 
der  besonderen  Biemannschen  Flache  91«  ganz  unabhängig  ist. 

Wir  können  jetzt  ganz  analog  wie  auf  S.  285  einen  wichtigen 
Satz  über  die  Summe  der  Besiduen  eines  beliebigen  Abelschen 
Int^rals  ableiten.  Führen  wir  das  Integral  ä  in  negativem  Sinne 
um  den  Punkt  9t,  welcher  der  Anfangs-  und  Endpunkt  des  gesamten 
Sehnittsystems  ist,  so  erhält  man  das  Besultat  Null,  weil  St  ein  ge- 
wöhnlicher Punkt  ist.  Andererseits  werden  (s.  Fig.  27)  die  Linien 
Zi,  2,, ...  I,  je  einmal  vom  linken  zum  rechten  Ufer,  und  die  Linien  a^ 
und  hl  je  zweimal,  aber  das  eine  Mal  im  entgegengesetzten  Sinne  wie 
in  dem  anderen,  überschritten.  Die  Anwendung  des  letzten  Satzes  er- 
giebt  somit,  da  a^  und  b^  keine  Beiträge  liefern,  die  Gleichung 

iJj  +  jRg  +  •  •  +  ü.  =  0. 

Es  gilt  also  auch  für  Abelsche   Differentiale,    ganz    ebenso    wie   für 
titionale,  der  Satz: 

Die  Summe  aller  Besiduen  eines  Abelschen  Differentials 
ist  stets  ^eich  Null. 

Dieser  Satz  kann  auch  leicht  auf  rein  algebraischem  Wege  durch 
ZnrfickfÜhrung  auf  den  entsprechenden  für  rationale  Differentiale  er- 
hUesBL  werden.  Wenn  nämlich  an  der  Stelle  (z  =  a)  etwa  wieder  die 
drei  Punkte  T^,  Fa,  Ve  übereinanderliegen,  so  ergiebt  die  Addition  der 
koigugierten  Beihenentwickelungen  Si;  Sg^  •  •  •  In  der  Funktion  |  sofort, 
dftfii  die  Summe  der  Besiduen  des  Differentials  ^dz  für  die  Punkte 
Vtt,  VI,  Ve  gileich  dem  Besidnum  des  rationalen  Differentials 

ik  +  l^+'"+ln)dZ  -^  S{g)dZ 
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für  die  Stelle  {z  —  a)  ist.  Allgemein  ist,  wenn  dem  Punkte  p  der  ein- 
ÜEhchen  Eugelflache  ft«  die  übereinanderliegenden  Punkte  $i,  ^, . . .  $« 
Ton  9lj  entsprechen: 

Die  Summe  der  Residuen  des  Abelschen  Differentials  l^de  ftr  alle 
Punkte  der  Biemannschen  Flache  ist  also  gleich  der  Summe  aller 
Residuen  des  rationalen  Differentials  8(l^)dz,  abo  ebenfalls  gleich  Null 
Schreibt  man  hiemach  einem  Abelschen  Integral  seine  Unstetig- 
keitspunkte  und  die  Hauptteile  der  zu  ihnen  gehörigen  Reihenentwicke- 
lungen Tor,  so  müssen  dieselben  so  gewählt  werden,  dals  die  Summe 
der  Residuen  Null  ist.  Diese  Beschiankung  ist  aber  auch,  wie  mi- 
mittelbar  aus  den  Ausführungen  des  §  3  der  zwanzigsten  Yorlesimg 
folgt;  die  einzige,  welcher  die  Hauptteile  der  Reihenentwickelungen  in 
den  ünstetigkeitspunkten  unterworfen  sind.  Nimmt  man  luLmlich  einen 
Hilfspunkt  ^(®)  hinzu  und  bildet  mit  diesem  die  Elementarintegnle 
dritter  Gattung  «         . 

wobei  äoh  die  logarithmischen  Punkte  ^^)  und  $<*)  und  in  diesen  reep. 
die  Residuen  —  1  und  + 1  hat,  so  hat  das  Integral 

resp.   in   ^(D,  ^W,  ^W, . . .  ^(^)   die   Residuen  iJ»,  IJ,,  JB,, . . .  JJ,; 
Hilfspunkt  ^^^^  aber  hat  das  Residuum 

und  ist  daher  nicht  logarithmisch.  Die  Residuen  sind  abo  aulser 
angegebenen  einer  weiteren  Bedingung  nicht  mehr  unterworfen;  ebenso 
wenig  unterliegen  die  algebraischen  Glieder,  welche  in  den  zu  den 
ünstetigkeitspunkten  des  Integrals  gehörigen  Hauptteilen  auftreteo, 
irgend  einer  Einschränkung,  wie  das  schon  auf  S.  314  gezeigt  worden 
ist.  Oiebt  man  alsdann  von  einem  Abelschen  Integral  mit  dieser 
Mafsgabe  die  Art  seiner  Unstetigkeiten,  so  wird  dasselbe  bestimmt) 
abgesehen  von  einem  Integral  erster  Gattung,  welches  noch  beliebig 
hinzugefügt  werden  kann. 


Zweinndzwanzigste  Yorlesnng. 

Normienmg  der  Integrale  durch  Angabe  eines  Teiles  der  Perioden.  —  Perioden- 
relationen  fOr  Integprale  erster,  zweiter,  dritter  Gattung.  —  Die  Perioden  und  die 
Integranden  der  Integrale  zweiter  and  dritter  Gkkttnng  als  Funktionen  der  ünstetig- 
keitspunkte.  —  Der  Satz  von  der  Yertauschung  von  Parameter  und  Argument  bei 
den  Integpralen  dritter  Gattung.  —  Der  Riemann-Bochsche  Satz  als  Folge  der 

Periodenrelationen. 


§  1. 

Nachdem  wir  im  Torigen  Kapitel  den  Überblick  über  die  Perioden 
eines  einzelnen  Abelschen  Integrak  gewonnen  haben,  gehen  wir  nun- 
mehr dazu  über,  die  Gesamtheit  der  zn  dem  Körper  K(js^  u)  gehörigen 
Abelschen  Integrale  hinsichtlich  ihrer  Periodeneigenschaften  zn  unter- 
suchen. Zn  diesem  Zwecke  werden  wir  Tor  allem  eine  fondamentale, 
von  Biemann  entdeckte  Ungleichung  au&tellen,  welcher  die  Perioden 
eines  Abelschen  Integrak  erster  Gattung  genügen  müssen,  und  sodann 
mit  Hilfe  derselben  zeigen,  dals  wir  die  Abelschen  Integrale  auch  in 
ganz  anderer  Weise  ab  bisher  festzulegen  imstande  sind.  Während 
wir  nämlich  bisher  die  Abelschen  Integrale  durch  Angabe  des  zu- 
gehörigen Divisors  bestimmt  haben,  werden  wir  nunmehr  das  wichtige 
Resultat  feststellen,  dals  ein  zum  Körper  gehöriges  Abelsches  Integral 
auch  dann,  abgesehen  von  der  Integrationskonstanten,  völlig  bestimmt 
ist,  wenn  die  Art  seiner  IJnstetigkeiten  und  ein  Teil  seiner  Perioden 
gegeben  sind. 

Setzen  wir  auf  der  Riemannschen  Kugelfläche  mit  Trennung  des 
reellen  und  imaginären  Bestandteiles  e  ^  x  +  iy,  und  bezeichnen  wir 
mit  u  und  v  irgend  zwei  reelle  Funktionen  der  reellen  Variabeln  x 
und  ffy  so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  von  Green*)  für  jeden  Ge- 
bietsteil Sy  auf  welchem  die  Funktionen  u  und  t;  mit  ihren  ersten 
partiellen  Ableitungen  eindeutig  und  stetig  sind: 

*)  S.  z.  B.  H.  Borkhardt,  EinfV  rheorie  der  analytischen  Funk- 

tionen einer  komp  'nrlid  und  99. 
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wenn  das  Linienintegral  links  in  positivem  Sinne  um  die  Berandmig 
Yon  s  heramgefOhrty  das  Doppelintegral  rechts  über  die  Flache  s  erstreckt 
wird.  Sind  nun  u  und  v  der  reelle  und  der  imagiimre  Bestandteil 
einer  auf  der  Riemannschen  Eugelfläche  eindeutigen  analytischen  Funk- 
tion w(ß)  =^u  +  iv,  so  gelten  die  Differentialgleichungen 

du  dv       du       dv 

dy  ^       Fx        Wy 

und  es  ist  also^  wenn  die  Funktion  w{z)  innerhalb  des  Glebiets  s  keine 
Unstetigkeiten  besitzt: 

Da  nun  der  Integrand  auf  der  rechten  Seite  der  Oleichung  eine  Summe 
zweier  Quadrate  und  also  niemals  negativ  ist,  so  ist  das  Linienintegnl 


1)  Cudv^O, 


und   zwar   kann   der   Grenzfall   des  Gleichheitszeichens  nur  dann  ein- 
treten, wenn  für  das  ganze  Gebiet  s 


(S)'+  (If)*-  0 


ist;  dann  aber  ist  u  und  Vy  also  auch  die  Funktion  w{8)  in  dem  ganzen 
Gebiete  s  eine  Eonstante.  Wenn  also  w{z)  eine  eigentliche  Fmiktion 
von  z  ist,  so  kann  in  der  Ungleichung  nur  das  Zeichen  >  gelten. 

Diesen  Satz  wollen  wir  in  dem  Falle  anwenden,  dafis  die  Funk- 
tion w{z)  ein  Integral  erster  Gattui^  und  das  Gebiet  s  die  ganze  zer- 
schnittene Eugelfläche  91'  ist;  da  w  auf  91'  durchweg  endlich,  ein- 
deutig und  stetig  ist,  so  sind  die  Voraussetzungen  für  die  Anwendbarkeit 
des  Satzes  samtlich  erfüllt.  Die  Perioden  des  Integrals  u;  fBr  die 
Schnitte  a,  und  hi  seien  mit  Trennung  des  reellen  und  des  imaginären 

Teiles: 

A^^a[  +  a('f,     ^  =  cfi  +  «i'i,  . . .  J[p  «  a^  +  o^'t, 

5i - /J{  +  ß'^i,  B2  =  ß2  +  ßth . . . Bp - /i;  +  /j;'i. 

Erstreckt  man  nun  das  Integral    judv  über  den  Rand  von  91'  in  der 

durch  das  Tableau  (T)  auf  S.  333  angegebenen  Reihenfolge,  so  erhalt 
man  z.  B.  von  den  Schnitten  a^  und  b^,  wenn  man  die  von  dem  linken 
und  rechten  Ufer  jedes  Schnittes  herrührenden  Bestandteile  zusammen- 
fafst   und  dabei  berücksichtigt,  dafs  die   entsprechenden  t; -Werte  fOi 
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beide  Ufer  sich  bloüs  um  die  Konstante  a!^,  resp.  /){'  unterscheiden  und 
das  Differential  dv  also  dasselbe  ist: 

=  a[Jdv  +  ß[Jdv  =  a[ß['  -  u»ß[. 

Da  femer  die  von  den  beiden  Ufern  der  Schnitte  Ci  herrührenden  Bei- 
trage sich  aufheben,  so  ergiebt  sich  fOr  die  Perioden  eines  eigentlichen 
Integrals  erster  Gattung  die  Ungleichung 

2)      «;/jr-</Ji  +  «i/Ji'-«;'ft  +•  ••+  «;^;'-</j;>o. 

Aus  dieser  wichtigen  Relation  ziehen  wir  nun  unmittelbar  die 
Folgerung,  dais  fdr  ein  Integral  erster  (Gattung,  welches  keine  Kon- 
stante ist,  die  Perioden  Ay^y  A^y . , .  Ap  nicht  rämtlich  verschwinden 
können;  denn  andemfedls  wären  die  samtlichen  Grolsen  a\y  a^ly  also  auch 
die  auf  der  linken  Seite  von  (2)  stehende  Summe  gleich  Null,  während 
sie  positiv  sein  mufs.  In  ganz  der  gleichen  Weise  erschlielst  man, 
dals  die  Perioden  Tt       -r  n 

nicht  samtlich  verschwinden  können.  Während  wir  also  früher  nur 
feststellen  konnten,  dais  ein  Integral  erster  Gattung  nicht  lauter  ver- 
schwindende Perioden  besitzen  kann,  zeigt  das  neue  Ergebnis,  dais 
auch  in  jedem  der  beiden  Halbsysteme,  in  welche  die  2p  Fundamental- 
perioden eines  Integrals  erster  Gattung  zerlegt  werden  können,  min- 
destens eine  von  Null  verschiedene  Periode  vorhanden  sein  muls. 

Eine  weitere  Konsequenz  dieses  Satzes  besteht  nun  darin,  daCs 
von  einem  Integral  erster  Gattung  nach  Belieben  die  p  Perioden 
fCLr  die  Schnitte  Oi  oder  die  p  Perioden  für  die  Schnitte  hi  vor- 
geschrieben werden  können^  und  daCs  durch  diese  Angabe  das  Integral, 
abgesehen  von  einer  additiven  Konstanten,  bestimmt  ist.  In  der  That, 
es  seien  w^y  w^y  . . ,  Wp  em  System  linear  unabhängiger  Integrale  erster 
Gattung,  und  diese  mögen  das  Periodensystem  haben: 


(h 

«2     •  • 

.  dp 

h 

h   . 

. .  hp 

w, 

»11 

«18   •• 

'  (hp 

&n 
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• .  hp 
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(hl 

<h%   " 

.  (hp 

6,1 

&22   • 

'  •  hp 
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Wp 

«pl 

a>p2  •  • 

•  ^pp 

hl 

hpi . 

•  •  ^ppy 

so  daTs  das  Integral  Wi  aa  dem  Schnitte  Ot  die  Differenz 
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an  dem  Schnitte  bt  die  Differenz 

aufweist     Bilden  wir  daher  irgend  ein  Integral  erster  Gattung 

w  «  c  +  c^w^  +  c^w^  H \-CpWp, 

so  hat  dieses  an  dem  Querschnitte  at  die  Differenz 

3)  Ai  =  CiOii  +  c%(Hi  H h  Cpüpif 

an  dem  Querschnitte  bi  die  Differenz 

4)  Bi  =  Cibu  +  Cihi  -{ h  Cpbpi. 

Hieraus  folgt  nun  zunächst,  dals  die  Determinanten 

\aii\    und    \bijt\  (t,  *  =  i,  2,  ...|)) 

beide  Ton  Null  verschieden  sind,  denn  andernfalls  würde  man  die 
Konstanten  (H,  c^,  -  -  -  Cp  aus  den  p  linearen  homogenen  Gleichmigoi 
^  =  0,  resp.  Bi=:0  so  bestimmen  können,  dals  sie  nicht  aUe  Te^ 
schwinden  und  dals  doch  die  p  Perioden  Ät  oder  die  p  Perioden  £ 
Null  sind,  und  das  ist  nach  dem  voranstehenden  Satze  unmöglich,  da 
Wi, , . .  Wp  linear  unabhängig  sind. 

Schreibt  man  daher  dem  Integrale  w  die  Perioden  ÄiyA^,...A, 
vor,  so  haben  die  obigen  Gleichungen  (3)  eine  und  nur  eine  LÖBimg 
Ci,  c^, . . .  Cp,  und  das  Integral  to  ist  also  bis  auf  die  additive  Eonstantec 
völlig  bestimmt.  Das  Gleiche  gilt  für  die  Perioden  B^,  B^^ . . ,  B,, 
und  damit  ist  in  der  That  der  Satz  bewiesen: 

Ein  Integral  erster  Gattung  ist,  abgesehen  von  einer  addi- 
tiven Eonstanten,  festgelegt,  wenn  entweder  die  p  Perioden 
für  die  Schnitte  a»-  oder  die  p  Perioden  für  die  Schnitte  bi  will- 
kürUch  gegeben  sind. 
An  Stelle  der  Integrale  w^,  w^, . , .  Wp  kann  man  auch  irgend  ein 
anderes  System  von  p  Integralen  erster  Gattung  zu  Grrunde  legen,  welche 
mit  jenen  durch  eine  lineare  Substitution  von  nicht  verschwindender 
Determinante  zusammenhängen.    Da  nun  die  obige  Determinante  |ö.» 
von  Null  verschieden  ist,  so  kann  man  insbesondere  auch  diejenigen 
p  Integrale  ti^,  u,, . . .  Up  wählen,  welche  durch  Auflösung  der  linearen 
Gleichungen 

^i  =  Ojl  Wl  +  022  tlj  H h  OjpMp 


Wp  =  üpiUi  +  apfU^  H h  ctpp^p 


erhalten  werden.    Das  Integral  Ui  hat  dann  an  dem  Querschnitte  Oi  dl 
Differenz  1,  während  die  Differenz  an  aUen  übrigen  Querschnitten 
verschwindet;    denn    da    w,,  w^, , , .  Wp    an    dem   Querschnitte  m  di^ 
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Differenzen  an,  (hi,  -  -  -  api  besitzt,  so  hat  u^, . . . u«— i,  tii, ^i+iy  - .  -Up 
ebendaselbst  die  Differenzen  0, ...  0, 1, 0, ...  0.  Nach  dem  letzten  Satze 
ist  das  Integral  u^  durch  diese  Angabe  nnd  durch  Festlegung  seiner 
unteren  Grenze  bestimmt.  Bei  Zugrundelegung  dieser  Normalintegrale 
nimmt  das  Tableau  der  Perioden  folgende  einfachere  GFestalt  an: 


Ol 

0,.. 

.  .  Op 
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0  . 
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wobei,   wie   wir  sehr  bald   sehen  werden,   überdies   das   System   der 
Perioden  tu  symmetrisch  ist. 

In  ähnlicher  Weise  laCst  sich  auch  ein  Abelsches  Integral  mit  be- 
liebig Torgegebenen  Unstetigkeiten  normieren.  Wir  haben  früher  (S.  342) 
gezeigt^  dals  Ton  einem  allgemeinen  Abelschen  Integrale  cd  die  Hauptteile 
der  in  den  ünstetigkeitspunkten  stattfindenden  Beihenentwickelungen 
willkürlich  mit  der  einzigen  Einschränkung  angenommen  werden  dürfen, 
dals  die  Summe  aller  Residuen  den  Wert  Null  hat.  Denkt  man  sich 
aber  diese  die  Art  der  XJnstetigkeit  von  od  bestimmenden  Bestand- 
teile gegeben,  so  ist  die  Funktion  hierdurch  noch  nicht  festgelegt, 
sondern  zwei  solche  Integrale,  co  und  a)^%  welche  in  gleicher  Weise 
unendlich  werden,  können  sich  noch  um  eines  der  ersten  Gktttung  w 
unterscheiden.  Es  ist  dann  klar,  dals  wir  o  bis  auf  eine  additive 
Eonstante  bestimmen  können,  wenn  wir  noch  die  in  den  Schnitten  at 
oder  die  in  den  Schnitten  bi  geltenden  Differenzen  angeben;  denn,  be- 
sitzt CO  an  den  Querschnitten  a^  die  Differenzen  Zr^,  Z^,  . . .  Lp,  das 
mit  den  gleichen  Unstetigkeiten  versehene  Integral  (o^^^  aber  die  Diffe- 
renzen L^\  L^\  . .  .  Zr(^),  so  hat  das  Integral  erster  Gattung 

w;  =  CO  —  co(®> 

die  Differenzen  L.  —  U!^K  . . .  L  —  U^^  und  ist  also  hierdurch  bis  auf 
die  Konstante  bestimmt.    Es  gilt  somit  der  Satz: 

Ein  beliebiges  Abelsches  Integral  ist,  abgesehen  von  einer 
additiven  Eonstanten,  festgelegt,  wenn  erstens  die  Hauptteile 
der  in  den  Ünstetigkeitspunkten  stattfindenden  Reihenent- 
wickelungen und  zweitens  die  p  Perioden  ftlr  die  Schnitte  a»- 
(oder  die  p  Perioden  für  die  Schnitte  &,)  gegeben  sind;  dabei 
sind  diese  Bestimmungselemente  nur  der  einzigen  Bedingung 
unterworfen,  dals  die  Summe  der  Residuen  des  Integrak  ver- 
schwindet.   Insbesondere  kann  man  von  einem  nicht  überaU 


Zv. 


kerne  DiffercDzen  bestit:  ein  soUhb  lafa'iu  J  wird  ak  em  ix 
BexQg  auf  die  Qnerscliiiitie  «r  somiertes  Integral  be- 
zeiciiiiei. 

Die  K<mniennig  der  Abebdien  Integnle  dorek  die  Perioden  win^ 
weil  fie  meist  fiber  den  Berridi  der  algdmiackoi  Fvnktionen  hinaiiB- 
fUirt,  als  „transzendente  Normiernng^  baadmet  im  Gregeosati 
XMtT  algebnuseben,  bei   welcher  das  Integnl  dnrdi  den   mgdiörigeD 
Diflerentialieiler  bis  auf  eine  additiTe  Kcmstante  eindentig  bestimmt  wird. 

§2- 
Das  im   Torigen  Paragraphen  abgeleitete  BesaUiit  ergab  sich  da- 

dardi;  da(s  wir  das  Integral  Jude  nm    das   geaamte    Schnittsystem 

bemmfBhrten,  welches  die  B^renzong  der  dnfiiich  msammenhingendflii 
Fliehe  91'  bildet  Diese  Methode,  welche  als  die  Biemannsche 
Methode  der  Bandintegration  bezeichnet  wird,  erweist  sich  auch 
dann  als  ein  fiberans  fruchtbares  Prinzip,  wenn  wir  ans  irgend  zwei 
Abelschen  Integralen  a^^^  and  (o^*\  die  ans  dem  Körper  K(js,  u)  henot- 
gehen,  das  Integral  ^ 

zusammensetzen  und  dieses  um  die  Gresamtbegrenzung  Ton  91'  hemni- 
erstrecken.  Besitzen  die  Funktionen  o^^^  und  a^*^  an  den  2p  Quer- 
schnitten üi  und  bi  resp.  die  Differenzen 

U,'\  Li«, . . .  IP\    Mi>\  Mi*\  . . .  Jtf «, 

80  erhält  das  um  die  Begrenzung  yon  91'  in  positiTem  Sinne  hemm- 
geführte  Integral  I  den  Wert 

denn  es  ergiebt  sich  von  den  beiden  Ufern  der  Schnitte  a<  und  h  ^ 
Beitrag 

während  die  von  den  beiden  Ufern  von  c,  herrührenden  BestHidteik 
sich  wieder  aufheben.    Andererseits  lälst  sich  das  Integral  JT,  wenn  ^^ 


§  2.   Periodenrelaüonen  der  Integrale  erster  Oattang.  349 

ünstetigkeiten  von  ai(^)  and  o^^^  bekannt  sind,  mit  Hilfe  des  Ganchyschen 
Satzes  auf  anderem  Wege  auswerten,  und  durch  Yergleichung  beider 
Resultate  erhalten  wir  so  algebraische  Relationen,  welchen  die  Perioden 
der  beiden  Integrale  co^^)  und  o^^)  genügen  müssen.  Diese  bilinearen 
Periodenrelationen,  welche  wir  nun  im  einzelnen  ableiten  wollen,  sind 
die  Grundlage  jeder  tiefer  in  das  Wesen  der  Abelschen  Integrale 
eindringenden  Untersuchung. 

Da  wir  sowohl  für  o^^^  als  auch  für  o^^)  eines  der  Elementar- 
integrale der  drei  Gktttungen  wählen  können,  so  erhalten  wir  sechs 
verschiedene  Fundamentalrelationen,  aus  welchen  sich  alle  anderen 
bilinearen  Relationen  zwischen  den  Perioden  Abelscher  Integrale  zu- 
sammensetzen lassen  und  welche  in  Sätzen  yerschiedenartigen  Charakters 
ihren  Ausdruck  finden. 

Nehmen  wir  für  oo^^^  und  o^^)  zunächst  zwei  Integrale  erster 
Gkittung,  deren  Perioden  resp.  mit 

^(«,  4«, . . .  4«,    BW,  Bi^\  ...BW 

bezeichnet  sein  mögen,  so  ist  das  über  die  Begrenzung  Ton  9i'  er- 
streckte Integral  /» 

nach  dem  Satze  von  Gauchy  gleich  NulL  Da  nämlich  tc;^^)  und  uK^) 
auf  der  ganzen  zerschnittenen  Fläche  eindeutig,  endlich  und  stetig  sind 
und  sowohl  die  Funktion  td^\  als  auch  das  Differential  du^^^  überall 
positive  oder  verschwindende  Ordnungszahlen  besitzen,  so  erhält  die 
Integralfunktion  keinerlei  Ünstetigkeiten;  bei  dieser  Überlegung  ist  zu 
beachten,  dafs  von  der  Ordnungszahl  des  Differentiales  du^^^  =  idß  in 
ganz  demselben  Sinne  die  Rede  ist  wie  auf  S.  294,  und  dalüs  hierdurch 
eben  die  Betrachtung  von  der  Yariabeki  e  ganz  unabhängig  wird,  die  der 
Integration  und  der  Auswahl  der  Riemannschen  Fläche  zu  Qrunde  gelegt 
wird.  Es  gilt  somit  die  bilineare  Relation 
(I)  A[')B(^)  -  Ä[^)Bi'^  + . . .  +  4^)Bf  -  J.(f)JBa)  ^  0. 

Nimmt  man  insbesondere  für  t4^^^  und  w^^^  zwei  der  im  vorigen  Para- 
graphen aufgestellten  Normalintegrale  Ui  und  Uk,  so  ist  für  das  Integral  Ui 

und  ebenso  fUr  ut 

wo  drg  =  1  oder  =  0  zu  setzen  ist,  je  nachdem  die  Indices  r,  s  gleich 
oder  ungleich  sind.     Man  erhält  daher  aus  (I): 


350  Zweinndzwanzigste  Yorlesnng. 

In  dem  Tableaa  der  Perioden  der  Normalintegrale  anf  S.  347 

ist  also  das  quadratische  System  tu  stets  ein  symmetrisches.^ 

An  zweiter  Stelle  betrachten  wir  den  Fall,  dals  das  eine  Int^p:a^ 

ein  überall  endliches,  das  andere  ein  Integral  zweiter  Gattung  mit  eineic::::^ 

einzigen  Unstetigkeitspunkte  O  ist    Das  erste  Integral  io  habe  an  de^ 

Querschnitten  a^, , , .  üp,  h^, . , .  bp  die  Differenzen 

das  andere  Integral  <^)  werde  im  Punkte  O  von  r^  Ordnung  unendlio^ 
und  habe   die   Perioden 

Dann  erhSUt  das  Integral  ^ 

um  die  Gesamtbegrenzung  der  Flache  91'  herumgefOhrt,  den  Wert 

C^B^  -  ^1 A  +  C, B,  -  ^jDj  +      +  CpBp  -  ÄpDp. 

Schneidet  man  femer  aus  der  Flache  91'  den  Punkt  O  und  seine  Um- 
gebung U  durch  einen  kleinen  Kreis  heraus,  der  sich  ein  oder  mebiere 
Male  um  O  herumwindet,  so  ist  auf  der  übrig  bleibenden  Flache  @ 
sowohl  t^)  als  auch  w,  folgUch  auch  die  Integralfunktion  1,  durchweg 
eindeutig,  endlich  und  stetig,  und  man  erhält  also  den  Wert  Null, 
wenn  man  das  Integral  I^  um  die  Gesamtbegrenzung  Ton  @,  welche 
aus  der  Begrenzung  von  91'  und  der  Begrenzung  Ton  U  besteht,  in 
positivem  Sinne  herumführt.     Somit  hat  man 


Ct^)dw  =  ft^^div, 


wenn  beide  Integrale  in  positivem  Sinne  erstreckt  werden,  und  da  das 
zweite  Integral,  dividiert  durch  27ti,  nichts  anderes  als  das  Residuum 
des  zugehörigen  Differentials  für  den  Unstetigkeitspunkt  O  ist,  so  er- 
halt man  die  folgende  Fundamentalformel  für  die  Perioden  eines 
Integrak  zweiter  Gattung: 

C,B,  -  Ä,D,  +  C,B,  -  J,A  +      +  CpBp  -  ÄpDp 

wobei  i2o  ebenso  wie  auf  S.  341  das  Residuum  für  den  Punkt  £l  be- 
deutet. Bei  der  Berechnung  dieses  Residuums  genügt  es,  den  FaQ  zn 
betrachten,  daCs  der  Hauptteil  des  Integrals  zweiter  (Jattung  aus  einem 
einzigen  Gliede  besteht,  da  man  ja  nach  den  AusfQhrungen  auf  S.  342 
aus  derartigen  Elementarintegralen  und  überall  endlichen  Integralen 
jedes  der  zweiten  Gktttung  additiv  zusammensetzen  kann.  Wenn  auf 
der   Riemannschen   Fläche   91.-    der    Punkt    D    ein    a- blättriger   Ver- 


l  t 
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zweignngBpimkfc  ist  und  0  in  ihm  den  Wert  a  hat;  so  hat  man  in  der 
XTmgebmig  des  Punktes  O  die  Beihenentwickelnngen 

'&^  ~  — ^~7  "^  positiven  Potenzen  von  (js  —  a), 
1)  (i^-«)' 

wobei,  wenn  a  =  cx)  ist.  0  —  a  wieder  durch  —  zn  ersetzen  ist.    Setzt 
man    nun    die    in    Q    in    erster    Ordnung    verschwindende    Funktion 

{z  —  a)^  resp.  (— j     gleich  %  und  differenziert  nach  n^  so  erhalt  man 
^  =  Wj  +  2w,«  +  3«<;,n'  H h  rti^r»''""^  H ; 

das   gesuchte  Residuum  ist  also  rgwrj  und  die  Formel  (U)  erhSlt  die 
Gestalt 

(IIa)  CiBi  -  -IjDi  +  C, JS^  -  ^A  +  •  •  •  +  Cj,Bp  -  ApBp  «  2%irgWn 

wo  die  Koeffizienten  ^  und  «<;/.  aus  den  Formeln  (1)  zu  entnehmen  sind. 
Man  kann  das  Integral  zweiter  Gattung  nach  den  Ergebnissen  des 
vorigen  Abschnittes  durch  HinzufQgung  eines  Integrab  erster  Ghkttung 
so  normieren,  dalB  seine  Differenzen  C^, . . .  Cp  an  den  Querschnitten  Qk 
Null  sind;  dann  ergiebt  die  letzte  Gleichung  unmittelbar  Ausdrücke 
f&r  die  Differenzen  D^, . , .  Dp  an  den  Querschnitten  bk.  Wählt  man 
nämlich  alsdann  für  w  das  auf  S.  346  erklärte  Normalintegral  erster 
Ghittung  Ui,  so  verschwinden  in  (IIa)  nicht  blols  C^, . , .  Cpj  sondern  auch 

während  ^  »  1  ist;  man  erhält  somit  die  Gleichung 

—  Dk=2Tcirgu^J[\ 

welche  in  dem  Satze  ihren  Ausdruck  findet: 

Ein  in  Bezug  auf  die  Querschnitte  at  normiertes  Integral 
zweiter  Ghkttung,  welches  nur  im  Punkte  O  wie 


(z-cc)- 

unendlich  wird,  besitzt  an  jedem  Querschnitte  bt  eine  Periode  Dt, 
welche  algebraisch  von  dem  TJnstetiffkeitapunkt^  *^  -^^ängt;  es 
ist  nämlich 

(Üb)  A=-2j 
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wobei  M^'*)  den  Koeffizienten  von  (je?  —  a)"  in  der  Entwickelmi] 
des  k^^  Normalintegrals  erster  Gkittnng  Uk  bedeutet. 

Wenn  Q  ftir  das  Integral  ein  Pol  erster  Ordnung  ist;  wenn  ferne 
die  Riemannsche  Fläche  in  O  nnverzweigt  und  der  zugehörige  Wert 
endlich  ist^  so   erhalt  man  die  obige  Gleichung  in   ihrer  einfinchstci 
Gestalt;  nämlich: 
(Hb)  D,^-2nigul{0), 

wobei  Uk  den  Differentialquotienten  von  Uk  nach  z,  also  den  Integrandoi 
des  Normalintegrals  erster  Gattung 

Uk=Jukdß 

bedeutet. 

Die  Perioden  des  in  der  angegebenen  Weise  normierten  Integrals 
zweiter  Gattung  hangen  also  algebraisch  von  dem  ünstetigkeitspunkte  D 
ab.  Hierbei  ist  aber  zu  beachten,  dals  diese  Normierung  selbst  in  dem 
auf  S.  348  angegebenen  Sinne  transcendent  ist;  denn  wir  haben  sa 
einem  beliebigen  Integrale  zweiter  Gkittung,  um  die  Perioden  an  doi 
Querschnitten  a«  in  Fortfall  zu  bringen,  ein  Integral  erster  Gatbmg 

CiWi  +  (^W2  H hCpWp 

hinzugefügt;  dessen  Koeffizienten  c^y . . .  Cp  von  den  Perioden  des  ersten 
Integrals  abhängen  und  daher  noch  nicht  bestimmte  Funktionen  des  Poles 
O  sind.  Somit  ist  der  Integrand  eines  derartigen  normierten  Integnb 
zweiter  Gattung  zwar,  in  seiner  Abhängigkeit  von  der  Integrations- 
yariabeln  betrachtet,  eine  Funktion  des  Körpers  K{iSy  m);  betrachtet 
man  ihn  aber  in  seiner  Abhängigkeit  von  dem  Pole  D  =  (Zf^,  u^,  fO 
könnte  er  sehr  wohl  aufserhalb  des  Körpers  K(jSq,Uq)  gelegen  sein. 
Es  entsteht  daher  die  Frage,  ob  es  Integrale  zweiter  Gbtttung  gieH 
deren  Integranden,  in  beiderlei  Abhängigkeit  betrachtet,  Funktionen 
des  Körpers  sind,  und  deren  Perioden  algebraische  Funktionen  des 
Unstetigkeitspunktes  sind.  Diese  Frage  wird  durch  einen  späteren 
Satz  bald  ihre  Beantwortung  finden. 

Ebenso  wie  wir  hier  algebraische  Relationen  flir  die  Perioden 
eines  Integrals  zweiter  Gattung  erhalten  haben,  so  ergeben  sich 
solche  fttr  die  Perioden  eines  Integrals  dritter  Gattung,  wenn  wir 
das  Integral  ^q  durch  ein  Integral  ät^c^  mit  zwei  logarithmischen 
Unstetigkeitspunkten  Q^  und  D^  ersetzen.  Es  seien  die  Besidnen 
dieses  Integrals  in  den  Punkten  £1^  imd  Q,  resp.  gleich  —1  und 
gleich  -f  1  und  seine  Perioden  an  den  Querschnitten  a«  und  &<  gleich 

Ti'      JP  TP         TP      JP  TP 
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wShrend  das  überall  endliche  Integral  w,  wie  vorher^  die  Perioden 

^^}  ^^}  •  •  •  "^-pf       if  "^^f '  *  *     p 
besitze.    Führen  wir  nun  das  Integral 

um  die  G^esamtbegrenzung  der  auf  S.  339  charakterisierten  Flache  91" 
lieram^  anf  welcher  sowohl  w  ab  anch  cociO,  eindeutige  und  stetige 
Funktionen  des  Ortes  sind,  so  ist  das  Resultat  nach  dem  Gauchyschen 
Satze  gleich  Null.  Andererseits  erhalten  wir  zunächst,  von  den  Quer- 
schnitten üi,  bi,  Ci  herrührend,  analog  wie  früher,  den  Beitrag 

Führen  wir  sodann  das  Integral  I^  über  das  linke  und  rechte  Ufer  des 
Schnittes  2|,  so  erhalten  wir  (vgl.  Fig.  27),  da  cdoiO,  &^  dem  linken 
Ufer  um  —  2ni  grSIser  ist  als  auf  dem  rechten,  den  Beitrag 


ß 


wenn  ü  der  Anfsuigspunkt  des  Schnittes  l^  ist.    Ebenso  erhalten  wir, 
Ton  Z,  herrührend, 

slso  Yon  {|  und  2^  zusammen 

80  dab  der  Punktet,  der  ja  nur  Hilfspunkt  ist,  das  Resultat  nicht  beeinfluXst. 
Betrachten  wir  schlieMich  die  von  den  kleinen  Kreisen  x^  und  tc^ 
herrührenden  Beitrage,  so  können  wir  leicht  zeigen,  dafs  sie  dann  in 
FortfiEkU  kommen,  wenn  man  die  Radien  unbegrenzt  abnehmen  lafst. 
Ist  nämlich  der  Radius  eines  der  beiden  um  die  Unstetigkeitspunkte  Q 
hemmgeführten  Kreise  gleich  q,  so  liefert  das  Integral  /„  um  x 
henungef&hrt,  denselben  Beitrag  wie  das  Integral 

*!*  ®0iO,  wie  ±lg  (js  —  aY  unendlich  wird.     Nun  ist  für  den  Kreis  x 

g  —  a  =  QC^^y    also     lg(0  — u)  =  lg  Q  +  id', 
und  es  variiert  d^  von  O'^  bis  d'Q+27ca]  also  ist  das  letzte  Integral  gleich 

±lgQ  I  dw  ±  i  I  d^  *  dw] 

hier  aber  verschwindet  der  erste  Summand  nach  dem  Satze  von  Cauchy, 
weil    die    zu    integrierende    Funktion   eine    eindeutige,    endliche    und 

Hentel  ii.Landsberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  23 
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stetige  Funktion  einer  komplexen  Variabebi  imd  der  Int^p^tionsir^ 
geschlossen  ist;  in  dem  zweiten  Sammanden  ist  der  Integrand  zsrm 
keine  Funktion  einer  komplexen  Veränderlichen;  weil  die  Funktion    { 
nicht  den  hierfOr  charakteristischen  Differentialgleichungen  auf  S.  344 
genügt;  aber  da  man  den  Radius  des  Kreises  unbegrenzt  abnehmen^  des 
Integrationsweg  also  unendlich  klein  werden  lassen  kann  und  hierbei 
der  Integrand  regulär  bleibt,  so  muls  das  Integral  im  Ghrenzfalle  den 
Wert  Null    erhalten.     Somit    erhalten    wir  die  Periodenrelation  für 
Integrale  dritter  Gattung: 

o> 

^^  =  2Äi[i<;(Di)  -  «;(D,)]  =  -  2jiijdw. 

Man  kann  auch  das  Integral  i0jq,o.  so  normieren,  dab  die  Perioden 
E^y  E^y , . .  Ep  verschwinden;  nimmt  man  dann  wieder  für  das  Integral ir 
das  Normalintegral  u^y  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Ein  in  Bezug  auf  die  Querschnitte  Ok  normiertes  Integni 
dritter  Gattung  <3ciC,  n^it  den  beiden  Unstetigkeitspunkten  Di 
und  Q,,  welches  in  diesen  beiden  Punkten  die  Residuen  -1 
und  + 1  hat;  besitzt  an  jedem  Querschnitte  ht  eine  Periode 

wobei  Uk  das  k^^  Normalintegral  erster  Gbtttnng  bedeutet 

Weitere  wichtige  Sätze  ergeben  sich;  wenn  wir  in  dem  Integrale/ 
auf  S.  348  beide  Funktionen  als  Integrale  zweiter  oder  dritter  Gathug 
annehmen.  Wahlen  wir  zuvörderst  zwei  Integrale  zweiter  Gattung 
mit  den  Unstetigkeitspunkten  O  und  O'^  so  wollen  wir  uns  hier  ton 
vornherein  auf  den  Fall  beschranken  ^  dalis  die  Unstetigkeit  von  d^ 
ersten  Ordnung  und  die  Punkte  O  und  O'  gewohnliche  Punkte  der 
Riemannschen  Fläche  91«  sind.    Es  werde  das  erste  Integral  ^  in  0 

unendlich  wie und  besitze  die  Perioden 

ebenso  werde  das  zweite  fe'  imendlich  wie ;  und  habe  die  Periodöi 

pf   rtt  pf       /)'    T>'  7)' 

Dann  ist  das  um  den  Rand  von  91'  herumgef[lhrte  Integral 


/* 


einerseits  gleich  dem  bilinearen  Ausdruck 
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ndererseits  gleich  2ximsl  der  Samme  der  von  den  Unstetigkeits- 
rnnkten  D  und  D!  herrührenden  Residuen;  denn  schneidet  man  aus 
ler  Flache  91'  die  Punkte  Q  und  O!  und  ihre  Umgebungen  durch 
deine  Kreise  heraus  ^  so  ist  auf  der  übrig  bleibenden  Flache  @  sowohl  /o 
ils  auch  ic'  regulär^  das  Resultat  der  um  die  gesamte  Begrenzung  von  @ 
entreckten  Integration  also  gleich  NulL  Da  femer  in  der  Umgebung 
von  Q  die  Reihenentwickelungen  gelten: 

wobei  t'  die  Ableitung  von  t  nach  e  bedeutet^  so  erhalt  man 
Ebenso  hat  man  in  der  Umgebung  von  D!: 

abo 

Folglich  ei^ebt  sich  die  Gleichung 

c,D[  -  c{A  +  c,D',  -  ciA  +---+c,d;-  cid. 

Sind  insbesondere  die  Perioden  Ci  und  C!  gleich  Null^  so  ist  einfach 

und  es  gilt  also  der  Satz: 

Wenn  man  das  Integral  zweiter  Gattung  ^o  ^^  dem  ein- 
fachen Unstetigkeitspunkte  Q  so  normiert  ^  dafs  die  Perioden 
an  den  Querschnitten  a^  verschwinden  ^  und  man  betrachtet 
den  Integranden  ^o  ^  seiner  Abhängigkeit  nicht  blols  von  der 
IntegrationsYariabeln^  sondern  auch  von  dem  Unstetigkeits- 
punkte Q^  so  ist  /c:i(0')  eine  symmetrische  Funktion  seiner 
beiden  Argumente  Q  und  Q'. 

Hieraus  folgt^  dafs  der  Integrand  des  normierten  Integrals  zweiter 
Sattung  auch  von  dem  Unstetigkeitspunkte  algebraisch  abhängt,  womit 
lie  auf  S.  352  aufgeworfene  Frage  wenigstens  für  Integrale  mit  ein- 
achem  Pole  in  bejahendem  Sinne  entschieden  ist. 

Wir  stellen  jetzt  das  Integral  zweiter  Ghkttung  ^O;  das   den  ein- 
leben Unstetigkeitspunkt  O  und  die  Perioden 

^i;  ^2;  •  •  •  ^py     -^i;  -^ty  •  •  •  -^p 
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hat,    zusammen   mit   dem   Integrale   dritter   Gbtttong   cdc^c    das 
logarithmischen  ünstetigkeitspunkte  Q|  und  Q,  mit  den  Besidnen  — 
und  + 1  nnd  die  Perioden 

TP       TP  TP  TP       TP  TP 

besitzt. 

Schneidet  man  nun  aus  der  einfach  zusammenhangenden  Flache  9L  ' 
welche  aus  91'  durch  Ausführung  der  Schnitte  Z^  und  \  herrorgegang^ 
ist;  noch  den  Punkt  O  und  seine  Umgebung  heraus,  so  ist  das 
die  gesamte  übrig  bleibende  Flache  @  erstreckte  Integral 


/' 


nach  dem   Satze  von  Gauchy  gleich  Null.     Zunächst  erhalt  man  you 
der  Begrenzung  von  91'  den  Beitrag 

G^F^  -  A^i  +  CaJ;  -  A-Ei  +    •+  GpF^  -  T>P^P, 

während  die  von  den  beiden  Ufern  von  \  und  \  herrührenden  Bei- 
trage sich  aufheben,  weil  /q  hier  keine  Differenzen  besitzt.  Es  bleiben 
also  blols  noch  die  zu  den  drei  ünstetigkeitspunkten  Q,  O^,  0,  ge- 
hörigen Residuen  zu  berechnen.  Nun  ist  in  der  Umgebung  Yon  Qy 
wenn  wir  wieder  annehmen,  daJs  daselbst  keine  Verzweigung  vor- 
handen ist: 

also 

■Bd  Co  döCjjD^)  =  c3cjCt,(D). 

Ebenso  ist  in  der  Umgebung  von  ^  oder  Q,: 

dz 

also 

Es  ergiebt  sich  somit  die  Formel 

Ci-F,  -  A-Bi  +  Ql^s  -  A-Si  +  •  •  •  +  CpF,  -  D^JS, 
^^^  =  2«i [ot«.  o.(ö)  -  <o(0,)  +  <o(£l,)]. 

Von  besonderem  Interesse  ist  auch  hier  wieder  der  Fall,  dab  man 
beide  Integrale  in  Bezug  auf  die  Querschnitte  ai  normiert  amiimmt; 
es  ist  dann  nämlich  ^ 

(Va)  c5b,D.(0)  =  <o(Oi)  -  ^o(Q,)  =  -  A^D 

und  es  gilt  also  der  Satz: 
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andererseits  gleich  2xim.9l  der  Samme  der  von  den  ünstetigkeits- 
punkten  D  nnd  D!  herrührenden  Besidnen;  denn  schneidet  man  aus 
der  Flache  91'  die  Punkte  O  und  O!  und  ihre  Umgebungen  durch 
kleine  Kreise  heraus^  so  ist  auf  der  übrig  bleibenden  Flache  @  sowohl  /o 
als  auch  ic  regulär^  das  Resultat  der  um  die  gesamte  Begrenzung  von  @ 
erstreckten  Integration  also  gleich  Null.  Da  femer  in  der  Umgebung 
von  Q  die  Beihenentwickelungen  gelten: 

wobei  i'  die  Ableitung  von  t  nach  e  bedeutet,  so  erhalt  man 
Ebenso  hat  man  in  der  Umgebung  von  D!: 

fe  =  fe(a')  +  ^D(ü')(^-«')+-- 

also 

und 

Folglich  ergiebt  sich  die  Gleichung 

^^"^  -2ni[tii£i)-ti(ß'y]. 

Sind  insbesondere  die  Perioden  Ci  und  C/  gleich  Null,  so  ist  einfach 

(IVa)  thiSX)  =  ti(ß'), 

und  es  gilt  also  der  Satz: 

Wenn  man  das  Integral  zweiter  Gattung  t^,  mit  dem  ein- 
fachen Unstetigkeitspunkte  O  so  normiert ,  dafs  die  Perioden 
an  den  Querschnitten  a,  verschwinden;  und  man  betrachtet 
den  Integranden  fix  ^  seiner  Abhängigkeit  nicht  blols  von  der 
Integrationsvariabeln,  sondern  auch  von  dem  Unstetigkeits- 
punkte Q;  so  ist  to(jO!)  eine  symmetrische  Funktion  seiner 
beiden  Argumente  O  und  C 

Hieraus  folgt,  dafs  der  Integrand  des  normierten  Integrals  zweiter 
Gattung  auch  von  dem  Unstetigkeitspunkte  algebraisch  abhängt,  womit 
die  auf  S.  352  aufgeworfene  Frage  wenigstens  für  Integrale  mit  ein- 
fachem Pole  in  bejahendem  Sinne  entschieden  ist. 

Wir  stellen  jetzt  das  Integral  zweiter  Gtattung  ^O;  das   den  ein- 
fachen Unstetigkeitspunkt  O  und  die  Perioden 

28* 
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so   erhalt  das   Randintegral  zunächst,  von  diesen  Querschnitten  her- 
rührend, den  Beitrag 

Sodann  erhält  man  von  den  beiden  üfem  des  Schnittes  2^^ 

2«i[~  (00,0.(^0 +  c5o.D. («Ol 
und  ebenso  von  dem  Schnitte  2^ 

2«<[«5d.o.(?,)-«5o.o.(«)], 
während,  ebenso  wie  auf  S.  353  die  von  den  kleinen  Kreisen  um  ^ 
und  ^2  herrührenden  Integralbeitrage  bei  unendlicher  Abnahme  des 
Radius  in  Fortfall  kommen.  Führt  man  schlieMich  das  Integral  über 
die  beiden  Ufer  von  Je,  und  Iq^  und  die  zugehörigen  Kreise  um  O^  und 
D^,  so  sind  die  von  den  Schnitten  l  herrührenden  Glieder  Null,  und 
als  Resultat  der  Integration  über  die  Kreise  erMlt  man  den  Wert 

Es  ergiebt  sich  also  die  wichtige  Formel,  welche  als  der  Satz  Ton 
der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  bei  den 
Integralen  dritter  Gattung  bezeichnet  wird: 

(VI)  ,   o. 

In  dem  besonderen  Falle,  dais  die  Integrale  in  Bezug   auf  die  Quer- 
schnitte tti  normiert  sind,  erhält  diese  Gleichung  die  einfache  Gestalt: 

(Via)  /dc5^^^^=  /dcDOiC; 

A  h.  es  gut  der  Satz: 

Ein  in  Bezug  auf  die  Querschnitte  a,  normiertes  Integral 
dritter  Gattung  erleidet  keine  Veiunderung,  wenn  man  seineQ 
ersten  und  zweiten  ünstetigkeitspunkt  mit  seiner  unteren  nn^ 
oberen  Grenze  vertauscht. 

Der  Satz  von  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  ist 
ein  rein  algebraischer  Satz;  wir  werden  dies  bei  einer  späteren  Unter- 
suchung erkennen,  bei  welcher  wir  die  Periodenrelationen  ohne  Benutzung 
der  analysis  situs  auf  direktem  Wege  erhalten  und  in  dem  Vertauschungs- 
satze  die  Quelle  aller  übrigen  Relationen  finden  werden.  Dann  wird 
auch  die  hier  nur  gestreifte  Frage,  in  welcher  Weise  die  Integrand^ 
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und  die  Perioden  der  Integrale  zweiter  nnd  dritter  Gattung  von  iliren 
Unstetigkeitspnnkten  abhängen^  eine  tiefere  nnd  eindringendere  Er- 
örterung finden^  nnd  ebenso  werden  wir  alsdann  auch  auf  algebraischem 
Wege  AuftchluTs  über  die  Zusammenhangsrerhaltnisse  der  Riemannschen 
Flache  gewinnen. 

§8. 

Wenn  wir  zu  den  in  dem  Körper  K{sSj  u)  enthaltenen  algebraischen 
Funktionen  diejenigen  ans  K  hervoigehenden  Abelschen  Integrale  hinzu- 
nehmen, welche  nur  pohure  Unstetigkeiten  besitzen,  so  sind  die  Punk- 
tionen   des  so   erweiterten  Bereiches  insofern  mit  einfacheren  Eigen- 
schaften ausgestattet,  als  wir  ihnen  die  Lage  ihrer  Pole  und  die  ELaupt- 
teile  der  zugehörigen  Beihenentwickelungen  ebenso  wie  bei  rationalen 
Funktionen  willkürlich  vorschreiben  können,  während  dies  bei  den  Funk- 
tionen des  Körpers  K(jSf  u)  nach  den  Ergebnissen  des  §  4  der  zwanzigsten 
Vorlesung   nicht    möglich   ist.      Wollen    wir   dann   innerhalb   des   so 
erweiterten  Bereiches  wieder  die  Funktionen  des  Körpers  aussondern,  so 
geschieht  dies  nach  dem  Satze  auf  S.  113  vollständig  durch  die  Forderung, 
daCs   die   Funktion  keine   Perioden   besitzen   solle,    also   auf  der   un- 
zerschnittenen  Riemannschen  Flache  eindeutig  sei.    Wir  wollen  zeigen, 
dals  wir   unter  Zuhilfenahme  der  im  vorigen  Abschnitte  bewiesenen 
Periodenrelationen  auch  auf  diesem  von  dem  früheren  ganz  abweichenden 
Wege   die   Gesamtheit  der    durch    einen   gegebenen  Divisor  teilbaren 
Funktionen  des  Körpers  bestimmen  und  auch  so  zu  einem  Beweise  des 
im  Mittelpunkte   der    ganzen  Theorie   stehenden    Riemann-Rochschen 
Satzes  gelangen  können. 

um  aber  den  Gbmg  der  nachfolgenden  Untersuchung  nicht  unter- 
brechen zu  müssen,  wollen  wir  vorher  einen  bekannten  Satz  über 
Imeare  Gleichungen  in  Erinnerung  bringen  und  gleich  in  der  für  unsere 
Zwecke  geeignetsten  Form  aussprechen.  Sind  m  lineare  homogene 
Gleichungen  gegeben: 


80  brauchen  dieselben  nicht  alle  voneinander  unabhängig  zu  sein, 
sondern  es  kann  der  Fall  eintreten,  dafs  (5  von  ihnen  eine  Folge  der 
übrigen  m  —  tf  Gleichungen,  diese  letzteren  aber  voneinander  un- 
abhängig sind.    Dann  ist  der  Rang  des  Koeffizientensystems 
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gleich  m  —  6y  d.  h.  unter  den  Detenninanten  (m  —  ö)*^  Ordnung  findet 
sich  mindestens  eine  von  Null  verschiedene,  während  alle  Determinanten 
höherer  Ordnung  verschwinden.    Ebenso  grols  ist  daher  der  Bang  der 
konjugierten    Matrix,    welche    aus    der    vorigen    durch    Yertauschuiig 
von  Zeilen  und  Spalten  hervorgeht.    Bilden  wir  daher  das  konjugierte 
Gleichungssystem 


ainVl  +  (HnVi  -\ f-  (J^nffm  =  0, 


SO  besitzt  dasselbe  ebenfalls  den  Bang  m  ^  0,  und  da  man  somit  z.  R 
über  die  letzten  0  Unbekannten  ifm—a+i,  -  -ffm  frei  verfügen  kann, 
wodurch  dann  die  ersten  m  —  0  Grölsen  J(i;  ^2;  •  •  -  tfm^o  bestimmt  nnd, 
so  können  die  sämtlichen  Lösungen  dieses  Systems  aus  6  linear  un- 
abhängigen Fundamentallösungen  linear  komponiert  werden.  Es  gflt 
also  der  Satz: 

Wenn  in  einem  System  linearer  Gleichungen  6  von  ilmfin 
eine  Folge  der  übrigen,  voneinander  unabhängigen  Gleichungen 
sind,  so  besitzt  das  konjugierte  System,  welches  durch  Ve^ 
tauschung  von  Zeilen  und  Spalten  aus  dem  vorigen  hervorgeht; 
6  linear  unabhängige  FundamentaUösungen. 

Stellen  wir  nun  die  Aufgabe,  die  Dimension  der  durch  den  ganzen 
oder  gebrochenen  Divisor 


a  = 


Ol  Os  . . .  o« 


bestimmten  Klasse  Q  zu  ermitteln,  so  wollen  wir  zur  Vereinfachung 
der  folgenden  Betrachtungen  voraussetzen,  dais  der  Zähler  sowohl 
wie  der  Nenner  von  O  aus  lauter  verschiedenen  Primfaktoren  be- 
steht. Nach  den  früheren  Auseinandersetzungen  wird  diese  DimensionB- 
bestimmung    dadurch    geleistet,    dais   wir   die   sämtlichen  Funktionen 

des    Körpers    aufstellen,    welche    durch    den    Divisor  -^   teilbar  sind; 

d.  h.  welche  die  Punkte  $1^  $2^  •  •  •  $r  höchstens  zu  einfachen  Polen  und 
die  Punkte  O^,  0^,  ...  Q«  zu  Nullpunkten  mindestens  erster  Ordnimg 
haben.  Betrachten  wir  nun  zunächst  allgemeiner  die  sämtlichei^ 
Integrale  zweiter  Gtattung,  für  welche  ^1;  ^2; ...  ^r  einfache  Pole  sind 
und  welche  an  den  Querschnitten  a,-  keine  Differenzen  haben,  so  könnet 
dieselben  aus  den  r  normierten  Elementarintegralen  zweiter  Gattung 

linear  zusammengesetzt  werden  und  sind  abo  in  der  Formel  enthalt^^* 


§  8.    Der  Biemaim-Bochsche  Satz  als  Folge  der  Periodenrelaidonen.      361 

wo  Cf^,  Ci, . , .  Cr  r  +  1  Konstanten  bedeuten.  Diese  Formel  spielt  in  der 
Theorie  der  allgemeinen  Abelschen  Integrale  zweiter  Ghkttnng  genan  die- 
4Mlbe  RoUe^  wie  die  Partialbracbzerlegung  (ygL  S.  17)  in  der  Theorie  der 
rationalen  Fonktionen,  da  sie  ein  Integral  mit  gegebenen  polaren  unstetig- 
keiten  ans  Elementarintegralen  mit  einem  Pole  zusammensetzen  lehrt 
Dabei  sind  im  unterschiede  von  der  etwas  aUgemeineren  Partialbruch- 
zerleg^g  in  §  3  der  20.  Yorlesimg  die  Integrale  sämÜich  so  normiert, 
dals  sie  an  den  Querschnitten  ük  keine  Differenzen  besitzen;  lielsen 
wir  diese  Voraussetzung  fallen,  so  würde  auf  der  rechten  Seite  obiger 
Gleichung  noch  ein  Integral  erster  Gbtttung,  also  eine  aus  p  Gliedern 
bestehende  Summe  hinzutreten. 

Soll  nun  die  Funktion  t  allen  vorher  gestellten  Forderungen  ge- 
nügen, so  müssen  die  in  der  Gleichung  (1)  auftretenden  r  +  1  Eon- 
stanten zwei  verschiedene  Arten  von  Bedingungen  erfüllen:  es  müssen 
erstens  auch  die  Differenzen  des  Integrab  an  den  Querschnitten  bk  ver- 
schwinden und  zweitens  die  Punkte  O^,  Q,, . . .  Q«  Nullstellen  von  t  sein. 
Nun  ist  die  Differenz  eines  normierten  Integrals  t^  am  Querschnitte  bk 
zufolge  der  Gleichung  (Hb)  auf  S.  352  gleich  -  2niu[{^),  wo  u*(^) 
das  k^  Normalintegral  erster  Gtattung  bedeutet;  hierbei  mulsten  wir 
aber  die  Variable  z,  nach  welcher  differenziert  wird,  so  wählen,  dals 
weder  die  Riemannsche  Flache  91«  im  Punkte  ^  verzweigt  ist,  noch 
auch  j?   in   ^   unendlich   wird.     Es   kommt   also   keiner   der  Punkte 

$i;  $ti  -  •  •  $r  ^  d^^   2^  d^^  Differentiale  dz  gehörigen  Divisor  ^ 

vor.  Das  Integral  t  hat  also  keine  Perioden,  wenn  die  p  linearen 
homogenen  Gleichungen  erfüllt  sind: 

c,u[m + c,u[i^,)  +■■■+ Cruim = 0 

CiKm  +  c,m;(^,)  +  •  •  • + Cru^m  =  0. 

Aulserdem  müssen  aber  die  s  Gleichungen  bestehen: 

t(ßs)  =  Co  +  cj^x^.)  +  G,^(D.)  + . . .  +  a%,(a)  =  0. 

Daher  müssen  die  r  +  1  Konstanten  C  p  +  s  linearen  Gleichungen  ge- 
nügen; xmter  der  Voraussetzung  also,  dals  diese  linearen  Gleichungen 
unabhängig  sind,  ist  die  Dimension  der  Erlasse  Q: 

{Q}  =  r  +  l—p  --  s  =  q—p  +  1, 

Ordnung  '      ElIossc  Q  bedeutet. 
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Wenn  aber  die  beiden  Systeme  (2)  und  (3)  znsammengenommen 
ein  System  voneinander  abhängiger  Gleichungen  darstellen  und  6  toh 
ihnen  eine  Folge  der  übrigen  sind;  so  sind  sie  nur  p  +  8  ^  0  un- 
abhängigen Gleichungen  äquivalent,  und  dann  ist 

[Q]  =  r  +  l-p-8  +  0=-q-'P  +  l  +  6, 

Hierbei  ist  nun  6  eine  ganze  nicht  negative  Zahl,  deren  Bedentang 
f&r  obiges  Gleichungssystem  mit  Hilfe  des  vorher  aufgestellten  Hil&- 
satzes  naher  festgestellt  werden  kann.  Bei  dieser  Diskussion  müBsoi 
wir  aber  zwei  Falle  unterscheiden;  je  nachdem  s,  die  Zahl  der  gegebenen 
Nullstellen  der  Funktion  t,  gleich  Null  oder  grolser  als  Null  ist 

I.  Ist  $  —  0;  so  kommt  das  System  (3)  in  Fortfall,  und  unter  den 
p  linearen  Gleichungen  (2)  sind  ö  eine  Folge  der  übrigen. 

Dann  besitzt  nach  unserem  Hilfssatze  das  konjugierte  GleichnngB- 
svstem 

^iW(%) + ^<(^) +'"+ ^P«*;(?i) = 0 

ö  linear  unabhängige  FundamentallSsungen.  Da  in  den  Fonkten 
$i;  ^2;  •  •  *  ^'*  ^^  Riemannsche  Fläche  fR,  unverzweigt  und  0  endlidi 
ist;  so  können  wir  durch  Multiplikation  mit  da  =  ^  zu  einem  völlig 

äquivalenten  Gleichungssysteme  übergehen;  in  welchem  an  die  Stelle  der 
Differentialquotienten  die  Differentiale  getreten  sind;  und  es  giebt  abo 
genau  0  linear  unabhängige  Differentiale  erster  Gattung 

da  =  x^ du^  +  x^  di^  H h  XpdUp, 

deren  zugehörige  Divisoren  durch  Q  »  $1^2  *  • .  ^r  teilbar  sind;  denn  wenn 

p 
der  Differentialquotient ^^TaWa  in  jedem  der  Punkte  ^j;  ?ß,; . . .  ^^  Te^ 

schwindet;  so  ist  der  zu  dem  Differentiale  ^IxhdUk   gehörige  Teiler 

1 
durch  jeden  der  jenen  Punkten  entsprechenden  Primdivisoren,  also  anck 

durch  ihr  Produkt  Q  teilbar;   und  da  dz  in  jedem   Punkte  ^^  die 

Ordnungszahl  Null  hat,  so  folgt  aus  der  letzteren  Bedingung  wieder  die 

erstere.    Da  somit  in  der  Klasse  W  der  Differentiale  ö  und  nicht  mehr 

linear  unabhängige  ganze  Divisoren  vorhanden  sind;  welche  durch  D 

teilbar  sind;  so  ist  a  die  Dimension  der  Er^mzungsklasse  Q^^-q' 


-m-m. 


n.  Wenn  der  Divisor  O  gebrochen  und  die  Ordnung  seines  Nenners 
s  >  1  ist;  so  eliminieren  wir  zunächst  in  den  Gleichungen  (3)  die  Un* 
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bekannte  Cq,  indem  wir  von  der  ersten  der  Reihe  nach  die  zweite, 
dritte, , . .  s^  Gleichung  subtrahieren.  Wenden  wir  nun  die  Relation  (Ya) 
des  Yorigen  Abschnittes  an,  so  können  wir  eine  Differenz  %(Oi)  —  %(£l/i) 
durch  den  Integranden  c90iOa($)  des  normierten  Integrals  dritter  Gattung 
mit  den  ünstetigkeitspunkten  QiOa  und  dem  Argument  ^  ersetzen. 
Daher  ist  das  System  (3)  äquivalent  den  folgenden  s  —  1  Gleichungen: 

C^i«la.D.(*i)  +  C;iob,D.(%)  +  •  •  •  +  Crä'cc^m  =  0 

Ciä'c,c.,m  +  C,i3b,  0,(^2)  +  •  •  •  +  Crä^^X^r)  =  0, 
ZQ  welchen  noch  die  Gleichung 

3b)  Co  +  C^t^^ißi)  +  C,i^{^,)  + . . .  +  Crh,(S\)  =  0 

zur  Bestimmung  der  Eonstanten  Cq  tritt.  Diese  letzte  übt  aber  offen- 
bar auf  den  Wert  der  Zahl  6  gar  keinen  Einflufs  aus,  sondern  sie  dient 
nur  dazu,  um,  wenn  C^,  C^,  . . .  Cr  den  Gleichungen  (2)  und  (3a) 
gemaCs  bestimmt  sind,  nun  auch  die  Konstante  Cq  festzulegen. 

Betrachten  wir  aber  jetzt  das  System,  welches  aus  den  Glei- 
chungen (2)  und  (3  a)  zusammengesetzt  ist,  und  nehmen  wir  wieder  an, 
d&b  Yon  diesen  ^  +  ^  —  1  Gleichungen  a  eine  Folge  der  übrigen,  von- 
einander  linear  unabhängigen  sind.  Dann  hat  nach  unserem  Hilfssatze 
das  konjugierte  System: 

genau  0  unabhängige  Losungen.  Gehen  wir  wieder  durch  Multiplikation 
mit  de  von  den  Differentialquotienten  zu  den  Differentialen  über,  so 
tennen  wir  diese  Thatsache  auch  dahin  aussprechen,  daGs  es  0  linear 
unabhängige  Differentiale  dritter  Gtattung 

giebt,  fEbr  welche  D^,  D,, . . .  D,  Pole  imd  ?ßi,  ^j, . . .  ^^  Nullpunkte 
Qiier  Ordnung  sind.  Der  zu  einem  derartigen  Differentiale  gehörige 
Teiler  ist  also  gerade  ein  Vielfaches  des  Divisors 

OiO,  .  .  .  0/ 
and  es  giebt  also  in  der  Klasse  W  der  Differentiale  a  linear  unabhängige 
Divisoren,  welche  Multipla   des   Divisors   Q   sind;   d.  h.   es   ist  auch 
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Also  ist  im  Falle  (I)  und  (II);  wenn  Q^  die  Erganzongsklasse  Ton  Q 
bedeutet: 

5)  {Q\  =  q-p  +  i  +  {Q']- 

Eine  besondere  Berücksichtigung  erfordert  noch  der  Fall  s  =  1. 
Dann  erhalten  wir,  da  das  System  (3)  nur  aus  einer  Gleichung  besteht^ 
welche  blols  zur  Bestimmung  der  Eonstanten  Cq  dient;  ebenso  wie  im 
ersten  Falle  (jr  gleich  der  Dimension  der  Schar  derjenigen  Differential- 
teiler erster  Gtattung;  welche  Multipla  von  ^$t  -  -  -  $r  sind.  Bilden 
wir  aber  andererseits  die  Schar  der  Differentiale^  welche  hochrtem 
in  Ol  einen  Pol  erster  Ordnung  besitzen;  so  ist  diese  mit  der  Schv 
der  Differentiale  erster  Gattung  identisch;  denn  es  giebt;  wie  früher 
bewiesen  (S.  309);  keine  Differentiale  mit  einem  einzigen  Pole  eiBter 
Ordnung.  Daher  kann  auch  in  diesem  ^allC;  wie  in  den  beiden 
anderen,  t  w  \ 

gesetzt  werden;  und  die  Formel  (5)  gilt  abo  ganz  allgemein. 

Die  Relation  (5)  kann  leicht  in  die  frühere  Form  des  Biemann- 
Rochschen  Satzes  gesetzt  werden.  Denn  ist  g'  die  Ordnung  der  & 
^mzungsklasse  Q\  so  hat  man 

g  +  g'  =  2(p-l); 
also 

oder 

6)  lQ}-i  =  {Q')-i' 

welches  die  frühere  Form  des  Satzes  ist. 

Bei  dieser  Herleitung  haben  wir  über  die  Natur  des  Divisors  0 
eine    einschränkende    Yoraussetzimg    gemacht.       Es    hat    keine  prin- 
zipielle  Schwierigkeit;   diese   Einschränkung   aufzuheben;   würde  aber 
den    Apparat    der    zum    Beweise    erforderlichen    Formeln    erheblidi 
vergrölsem.    Auch    haben   wir    mehrere   Fälle   unterscheiden  müsseD, 
während   das  Resultat  ein  vollkommen  einheitliches  ist.     Gerade  darin 
zeigt  sich  bei  dieser  Untersuchung  die  Überlegenheit  der  algebraischen 
Behandlung  des  Problems   über  die  analytisch-transcendente;  dab  der 
Riemann-Rochsche   Satz   bei   der   ersten   sich   sogleich   in   voller  AD- 
gemeinheit    als    naturgemälser    Gipfelpunkt    der    systematischen   Entr 
wickelimg  darstellt;   während  bei  der  zweiten  der  Beweis  mehr  den 
Charakter  einer  nachträglichen  Verifikation  trägt  und  die  einheitliche 
Formulierung  des  Endresultates  etwas  Überraschendes  hat. 


Dreiimdzwanzigste  Vorlesung. 

Al^braische  Earven  oder  Gebilde.  —  Die  Gradzahlen  der  Enrve.  —  Trans- 
fonnation.  —  Unendlich  ferne  Elemente  der  Enrve.  —  Mehrfache  Punkte  der 
Eioye;  yerschiedene  Definitionen.  —  Ein-  und  mehrzweigige  Singtdaritö^ten; 
Tangenten.  —  An&ählnng  der  einfachsten  Singularitäten.  —  Der  Divisor  der 
Doppelpunkte  oder  der  Singnlaritilten.  —  Zerlegung  dieses  Divisors  in  seine  Ele- 
mentarbestandteile. —  Wesentlicher  und  aufserwesentlicher  Teiler  der  Diskriminante 

der  Eurvengleichung. 

§1. 

Wir  haben  bisher  eine  algebraische  Gleichung  F{u,  xr)  =  0  stets 
ab  Definitionsgleichnng  einer  algebraischen  Funktion  u  der  un- 
abhängigen Yariabeln  z  betrachtet  und  unter  diesem  Gesichtspunkte 
alle  bisher  aufgestellten  Sätze  abgeleitet.  Anstatt  aber  eine  der  beiden 
Variabein  vor  der  andern  auszuzeichnen;  können  wir  auch  beide  als  gleich- 
berechtigt auffassen  und  den  Inbegriff  der  Wertsysteme  (u  =  üq;  z=^z^ 
ins  Auge  fassen,  welche  jener  Gleichung  genügen  und  sich  stetig  an- 
einander anschliefsen.  Diese  Anschauungsweise  entspricht  genau  der- 
jenigeU;  welche  in  der  analytischen  Geometrie  üblich  ist;  wir  wollen 
daher  die  Gesamtheit  jener  die  Gleichung  beftiedigenden  Wertsysteme 
auch  als  algebraisches  Gebilde  bezeichnen  und  durch  das  geometrische 
Bild  der  algebraischen  Kurve  interpretieren.  Hierbei  bringt  freilich 
das  Kurvenbild  nur  die  reellen  Punkte  des  algebraischen  Gebildes  zur 
Darstellung,  wahrend  wir  natürlich  auch  überall  die  komplexen  Wert- 
Bjsteme  betrachten,  die  der  Gleichung  genügen;  indes  ist  es  ja  auch 
in  der  analytischen  Geometrie  seit  langer  Zeit  üblich,  zum  Zwecke 
uneingeschränkter  Interpretation  algebraischer  Thatsachen  von  imagi- 
nären oder  komplexen  Kurvenpunkten  zu  sprechen. 

Wir  werden  so  unter  Benutzung  der  bereits  gewonnenen  Resultate 
einen  Einblick  in  die  wichtigsten  Gesetze  erlangen,  von  denen  die 
Lehre  von  den  algebraischen  Kurven  der  Ebene  imd  des  Raumes  be- 
herrscht wird,  und  wir  werden  finden,  dafs  die  Theorie  der  algebrai- 
tthen  Kuryen  und  die  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  einer 
Yeranderlichen  in  wichtigen  Teilen  miteinander  zusammenfallen.  Einige 
der  späterhin  aufzusteUenden  Sätze  sind  in  der  That  nur  ein  anderer 
Ausdruck  fOr  Funktionseigenschafben,   die  wir  vorher  rein  analytisch 
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formuliert  hatten.    Daher  wird  anch  der  nächste  und  Yomehmlichft%e 
Zweck  dieser  Vorlesung  darin  hestehen,  die  Definitionen  der  Eurren- 
theorie  so   zu  fassen,  dab  die  hisher  angewendeten  Begrifibhüdungei^ 
vor  allem  die  Lehre  von  den  Divisoren,  in  ausnahmsloser  Allgemein- 
heit auf  sie  übertragen  werden  können. 

Bezeichnen    wir   jetzt    die  Yariabeln    mit  x  und   y,   so  bestehe 
zwischen  ihnen  die  irreduktible  Gleichung 

1)  F(x,y)=^c^,xf^tf^O, 

luv 

welche  in  x  vom  Ghrade  m,  in  y  vom  Ghrade  n  sein  möge.  Hierbei  i 
machen  wir  also  zunächst  keinerlei  besondere  Annahme  über  die 
Dimension,  welche  den  einzelnen  Gliedern  x'^y^  der  Eurvengleichimg 
höchstens  zukommen  kann,  und  wir  werden  erst  späterhin  auf  die 
Modifikationen  eingehen,  welche  bei  nnaeren  BegrifebUdongen  ein- 
treten,  wenn  wir  mit  Kurven  einer  bestimmten  Ordnung,  d.  h.  von  be- 
stimmter Maximaldimension  zu  thun  haben.  DemgemäJb  wird  die 
Kurve,  wenn  wir  zunächst  von  allen  singulären  Vorkommnissen  ab- 
sehen, von  einer  Parallelen  zur  rr-Achse  y  —  b  =  0  in  m,  von  einer 
Parallelen  zur  ^-Achse  x^  a^^O  in  n  Punkten  geschnitten,  deren 
Abscissen  resp.  Ordinaten  durch  die  Gleichungen  w*®°  und  n*^  Grades 

F(x,b)  =  0,    2^(a,y)  =  0 

bestimmt  sind.  Da  nach  dem  auf  S.  246  bewiesenen  Satze  die  Funk- 
tion X  die  Ordnung  n,  die  Funktion  y  die  Ordnm^  m  hat,  so  ent- 
sprechen die  m,  resp.  n  Schnittpunkte  der  beiden  Geraden  genaa  den 
m,  resp.  n  Primdivisoren,  in  welche  die  Zahler  jy^^  ^uid  3«.«  der 
Funktionen  y  —  b  und  x  —  a  zerlegt  werden  können;  denn  nur  ftr 
diese  nimmt  y  den  Wert  6,  resp.  x  den  Wert  a  an. 

Für  die  Ziele  der  Kurventheorie  ist  es  oftmals  zweckmäJbig,  an 
Stelle  des  soeben  angewendeten  einfachsten  Koordinatensystems  ein 
allgemeineres  zu  Grrunde  zu  legen  und  dadurch  eine  etwas  inhaltt- 
reichere  Interpretation  der  Gleichung  F(x,  y)  =  0  zu  gewinnen.  Anstatt 
nämlich  die  Ebene  mit  zwei  Scharen  von  parallelen  Geraden  zur  $- 
und  zur  y-Achse  y  —  6  =  0  und  x  —  a  =  0  zu  überspinnen,  können 
wir  ebensogut  von  irgend  zwei  Punkten  A  und  B  der  Ebene,  die 
endlich  oder  auch  unendlich  fem  sein  können,  zwei  Strahlenbüschd 
ausgehen  lassen  und  jeden  Strahl  des  einen  oder  des  anderen  Büscheb 
durch  das  Doppelverhältnis  festlegen,  welches  er  mit  drei  festen 
Strahlen  ä^;  ö^,  ö^  des  Büschels  A,  resp.  t^,  &2>  ^s  ^^  Büschels  B  bildet 
Sind  ä  und  b  zwei  Strahlen  der  Büschel  A  und  B  (Fig.  28),  und  be- 
zeichnen  wir   mit   denselben,   aber   unüberstrichenen    Buchstaben   die 
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Werte  der  DoppdTerhaltnisse,  welche  sie  mit  den  Qrandstrahlen 
bilden,  sind  also  die  Quotienten 

Cä.R,ä.a\  -    '" ^"^^  '"* ^ ^^    -a 
i.«iO»«»o;-    8in(5ä,)  8in(ä,5.)    "  **' 

10  wird  durch  das  Wertsystem  (x==a,  y  =  6)  ein  Punkt  P  der  Ebene 
ab  Schnittpunkt  der  beiden  Strahlen  AP  und  BP  mit  den  Gleichungen 
x-a^O,  resp.  y  —  6  =  0  bestimmt. 


Fig.  18. 


Es  ist  klar,  daJs  das  gewöhnliche  Gartesische  Koordinatensystem 
nur  ein  spezieller  Fall  dieses  allgemeineren  ist;  denn  wählen  wir  das 
Büschel  der  Parallelen  zur  y-Achse  als  das  erste  A,  so  ist  das 
Doppelyerhaltnis  (fliä^ä^a)  gleich  dem  Doppelverhältnis  der  zu  den 
Cleraden  äi,a^,a^,a  gehörigen  Schnittpunkte  mit  der  rr- Achse  und 
durch  dieses  zu  ersetzen;  es  ist  also 

wo  jetzt  €t,  Oif  ci^,  a^  die  Gartesischen  Koordinaten  der  Schnittpunkte 
mit  der  x- Achse  bedeuten,  tmd  dieses  wird  för  c^^O,  a^=:(x>,  a^=^l 
eb&ch  gleich  a;  ähnliches  gilt  fQr  das  Büschel  B. 

Halten  wir  nun  die  Mittelpunkte  der  beiden  Strahlenbüschel  A  und 
Bfeet,  führen  aber  anstatt  der  drei  Gh-undstrahlen  äifCt^,  ä^,  resp.  bi,hif\ 
drei  andere  a[,  0^,  ö^,  resp.  b[,  b'^,  b^  ein,  so  sind  die  neuen  Koordinaten 
^;  resp.  y'eines  Punktes  P  der  Ebene  nach  den  Grundlehren  der  analytischen 
Öeometrie  lineare,  im  allgemeinen  gebrochene  Funktionen  der  alten: 


*)  -■-Sii'    y-i-ü^.' 


yx  +  d'         "       y'y  +  «' 
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wobei  die  Determinanten  ai -- ßy,  a'd'  —  ß^y'  von  Null  yenchiedQa 
sind.  Es  gilt  nämlich,  wenn  ä[,  ä^,  ä,  in  dem  ersten  Koordinateti 
System  resp.  die  Gleichm^en  x^Xi,  x=^oc^fX^x^  haben,  z.B.  für  a* 
die  Transformationsgleichnng 

I  _^  X  —  Xi  x^  ~a^  ^ 

sc    """    «Ca     «Ca    ^~  MM 

welche  in  x  linear  ist.  Geht  durch  eine  solche  Transformation  die 
Gleichm^  x=^a  des  Strahles  AP  in  o;'  ~  a'  über,  so  ist  offenbar  der 
Divisor  ix^a^ix'—a,  und  es  bleibt  also  die  Definition  der  Schnitt- 
punkte der  Geraden  und  der  Kurve  von  einer  solchen  Transformatiw 
ganz  unberührt.  Das  gleiche  ist  mit  allen  späterhin  zu  gebenden 
Definitionen  der  Fall,  welche  stets  so  gefalst  sind,  dab  sie  invariant 
sind,  wenn  wir  eine  oder  auch  beide  Yariabeln  irgend  welcher  linearen 
Substitution  unterwerfen. 

Legen  wir  dieses  allgemeinere  Koordinatensystem  zu  Grunde,  lo 
erscheint  die  Kurve  F(x,  y)  ==  0  als  das  Erzeugnis  zweier  Strahlen- 
büschel A  und  B,  die  in  der  Weise  aufeinander  bezogen  sind,  dds 
einem  Strahle  x  =  a  des  ersten  Büschels  n  des  zweiten,  und  einem 
Strahle  y  =  b  des  zweiten  m  des  ersten  zugeordnet  sind.  In  diesen 
Doppelverhältniskoordinaten  stellt  also  z.  B.  eine  Gleichung,  welche 
in  X  und  in  y  linear  ist,  den  allgemeinsten  Kegelschnitt  durch  die 
Grundpunkte  A  und  B  dar. 

Hiernach  ist  es  denn  auch  ohne  weiteres  ersichtlich,  was  wir  nnter 
der  Geraden  x  =  <x>,  resp.  ^  =  oo  zu  verstehen  haben.  Die  erste  dieeer 
beiden  Geraden  entspricht  dem  Doppelverhältniswert  oo  und  ist  also 
der  Grundstrahl  ä,.  Die  Gerade  x=  oo  hat  also  n,  die  Gerade  y»oo 
m  Punkte  mit  der  Kurve  gemein,  und  der  zugeordnete  Divisor  ist  der 
gemeinsame  Nenner  der  Funktionen  a;  —  a,  resp.  y  —  6,  also  n«  reep.li|. 
Durch  lineare  Transformation  kann  man  aber  stets  die  Gerade  x=^(so 
in  eine  Gerade  x'  =  a'  mit  endlichem  Doppelverhältnis  a'  überfBhren; 
denn  man  braucht  ja  nur 

x'  —  a  =^  —}       X  =^ 


X  X  —  a 


zu  setzen.  Ahnliches  gilt  für  die  Gerade  y^=oo.  In  der  hier  an- 
gegebenen Weise,  also  durch  lineare  Transformation  einer  oder  beider 
Variabein,  werden  wir  zunächst  durchweg  diejenigen  Punkte  der  Knrve 
untersuchen,  die  zu  unendlich  grofsen  Werten  der  Yariabeln  gehören; 
erst  später  werden  wir  Veranlassung  haben,  hierin  eine  Modifikation 
eintreten  zu  lassen. 

Die  vorher  gegebene  Definition  der  Schnittpunkte  der  Kurve  mit 
einer  Geraden  der  Strahlenbüschel  A  und  B  kann  jetzt  ohne  weiteres 
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auf  beliebige  Schnittkurven  übertragen  werden,  wobei  wir  anch  hier  noch 
zunächst  von  singolaren  Yorkommnissen  absehen.  Ist  G{x,y)  =»  0  eine 
zweite  Emre,  so  weraen  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Gbrondkurre  durch 
die  Primdivisoren  des  Zahlers  j^  der  Funktion  G{x,y)  geliefert;  in  der 
That,  zerlegen  wir  die  in  dem  Körper  K{Xy  y)  enthaltene  Funktion 
G  ^=  0{Xyy)  in  Zähler  und  Nenner: 

so  gehören  die  Primdiyisoren  des  Zählers  zu  denjenigen  Punkten,  fdr 
welche  Q  verschwindet  und  in  welchen  also  die  Kurve  6r  =  0  die 
Omndkurve  schneidet.  Hierbei  ist  ein  Punkt  ab  mehrfacher  Schnitt- 
punkt in  Anrechnui^;  zu  bringen,  fedls  der  Exponent  des  zugehörigen 
Primdivisors  gröfser  als  eins  ist.  Es  ist  bemerkenswert,  dals  sich  bei 
dieser  durch  die  Kurventheorie  gebotenen  Anschauungsweise  zunächst 
nur  die  ganzen  Funktionen  von  x  und  y  der  Untersuchung  darbieten 
und  hierdurch  eine  bevorzugte  Stellung  innerhalb  der  Gesamtheit  der 
Funktionen  des  Körpers  K(x,  y)  erhalten. 

§  2- 

Fassen  wir  nun  irgend  einen  Punkt  der  durch  die  Gleichung 
F(x,  y)  =  0  und  die  Variable  x  bestimmten  Biemannschen  Fläche  91^^ 
ins  Auge,  so  gehört  zu  ihm  ein  gewisses  Wertsystem  {x^^a,  j/  =  b). 
Jedem  Punkte  der  Biemannschen  Fläche  entspricht  also  ein  und  nur 
ein  reeller  oder  imaginärer,  endlicher  oder  unendlich  femer  Punkt  des 
algebraischen  Gebildes.  Wir  machen  nun  aber  die  wichtige  Bemerkung, 
daJs  umgekehrt  nicht  jedem  Punkte  der  Kurve  ein  einziger  Punkt  der 
Biemannschen  Fläche  zu  entsprechen  braucht  In  der  That  kann  es 
ja  sehr  wohl  eintreten,  daJs  zu  Je  Punkten  $i9$27"*$ifc  ^^^  Biemann- 
schen Fläche  dasselbe  Wertsystem  (rr  =  a,  y  =  &),  also  auch  derselbe 
Punkt  P  der  Kurve  gehört;  tmd  zwar  ist  das  dann  und  nur  dann  der 
Fall,  wenn  jx— a  luid  jy-.^  einen  gemeinsamen  Teiler  ^  von  der 
J^^  Ordnung  besitzen.  In  diesem  Falle  werden  wir  den  Punkt  P  als 
einen  X;-fachen  Kurvenpunkt  zu  bezeichnen  haben,  und  wenn  wir 
durch  P  eine  beliebige  Gerade 

p(X''a)  +  q(y-b)  =  0 

hindurchlegen,  so  müssen  wir  uns  die  Vorstellung  bilden,  dals  in  dem 
Schnittpunkte  P  der  Geraden  und  der  Kurve  k  einfache  Schnittpunkte 
zusammengefallen  sind.  In  der  That  würde  sich  ja  auch,  wenn  wir 
die  Gerade  unendlich  wenig  in  beliebiger  Bichtung  verschieben  wollten, 
der  Punkt  P  in  A;  einfache,  unendlich  benachbarte  Schnittpr  '  *     -nf- 
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losen,  wie  dies  ans  den  Beihenentwickelungen  der  Funktion  y  nach 
Potenzen  von  x  —  a  nnmittelbar  hervorgeht.  Demgemals  treffen  wir 
folgende  Festsetzung: 

Ein  Punkt  (x=^a,  y==b)  der  Emre  heilst  ein  jfc-fiftcher 
Eurvenpunkt,  wenn  die  Zahler  der  Funktionen  x  —  a,  y-l 
einen  Divisor  Jc^^  Ordnung  gemein  haben.    Ist  a  oder  h  (^eich 

unendlich,  so  tritt  —  an  Stelle  von  x-a  oder  —  an  Stelle  von  y-l. 
'  X  y 

EUerbei  ist  es  nicht  nötig,  daJs  die  k  zu  dem  gemeinschaftlicheiL 
Divisor  fi  gehörigen  Punkte  alle  voneinander  verschieden  sind,  yid- 
mehr  haben  wir  eben  verschiedene  Eurvensingularitaten  zu  unter 
scheiden,  je  nachdem  die  k  Primfaktoren  jenes  Divisors  alle  voneinander 
verschieden  sind  oder  zum  Teil  miteinander  zusammenfallen. 

Die  hier  gegebene  Definition  einer  Eurvensingularitat  weicht  in 
ihrer  Form  von  derjenigen  ab,  welche  in  den  Lehrbüchern  der  analy- 
tischen Geometrie  gebrauchlich  ist.  Man  pflegt  nämlich  gewöhnlich  einen 
im  Endlichen  gelegenen  Eurvenpunkt  (rr  =  a,  y  =  &)  einen  ^-fachen  Ponkt 
zu  nennen,  wenn  f&r  ihn  nicht  blols  die  Funktion  F{xy  y),  sondern 
auch  alle  ihre  ersten,  zweiten, . . .  (A;  —  1)^^  Ableitungen 

dF    dF^^    d^    a«F    a«F        a*~^F     a*~^F         a*"^F 

dx'    dy'       dx^'    dxdy      dy^'  '    '  a«*-^'    dx^-^dy'   d^'^ 
verschwinden,  während  die  1^^  Ableitungen  nicht  mehr  alle  Null  sind. 
Nach   dem   Taylorschen   Satze   fär   Funktionen   zweier  VeriLnderUcher 
kann   diese   Bedingung   auch   so   formuliert   werden,  daüs  in  der  Enir 
Wickelung  der  Funktion  F(Xf  y)  nach  steigenden  Potenzen  von  aj  — » 
und  y  —  6   die   Glieder   niedrigster  Dimension,  welche  auftreten;  vott 
der  k^^  Ordnung  sind.     Setzen  wir 

y  —  ft  =  u(x  -  a), 

wo  u  eine  Unbestimmte  bedeutet,   so   können  wir   offenbar  dieser  3^ 
dingung  auch  folgende  Form  geben: 

Ist  {x  =  a,  y  =  b)  nach  der  gewöhnlichen  Definition  der 
analytischen  Geometrie  ein  Ä-facher  Punkt  der  Eurve  JP(a:,y)==ö; 

«^  ^«*  F{x,b  +  u(x-a)) 

för  unbestimmtes  u  durch  {x  —  a)*,  aber  nicht  durch  {x  —  af"^^ 
teilbar. 
Dafs  aber  diese  Definition  mit  der  unsrigen  wirklich  übereinstinunt, 
beweisen  wir  leicht,  indem  wir  die  ganze  Funktion 

welche  die  linke  Seite  der  Eurvengleichung  bildet,  wirklich  aufsteUoL 
Bedeutet  nämlich  Y  eine  Unbestimmte,  y^y^f-yn  fther  die  Eonjugieitoi 
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der  algebnuBcheii  Funktion  y,  welche  der  Gleichung  jP=0  genügt^ 
so  ist  zunächst,  wie  schon  auf  S.  116  gezeigt  wurde: 

F(x,  Y)  =  a,(x){Y-y,)iY-y,)  . . .  (Y-y.) 

=  a,(x)NiY-y), 

also 

±  F[xy  b  +  tt(a?  —  a))  =  a»(a?)  N[y  —  6  —  tt(a?  —  a)). 

Wir  wollen  nun  diese  Funktion  noch  weiter  umformen  und 
geradesn  als  Norm  eines  bestimmten  Divisors  darstellen,  und  da  wir 
die  zu  untersuchende  Stelle  (x^a^  y==b)  ab  im  Endlichen  gelegen 
Yoraussetzen,  so  werden  wir  jetzt  und  bei^  analogen  späteren  Unter- 
suchungen Yon  den  nach  (x  =  oo)  fEdlenden  Punkten  der  Riemannschen 
Flache  9lx  völlig  absehen  tmd  daher  nicht  mit  den  eigentlichen,  sondern 
mit  den  Idealnormen  der  betreffenden  Divisoren  operieren  können 
(S.  221);  dabei  soll  die  Idealnorm  eines  Divisors  O  kurz  durch  N(Cl) 
bezeidmet  werden.  Die  ganze  Funktion  an(x)  verschwindet  z.  B.  f&r 
diejenigen  endlichen  Werte  von  x,  f&r  welche  y  unendlich  wird  (S.  74), 
und  zwar  tritt,  wenn  ein  Punkt  $o  A-mal  in  dem  Nenner  ity  erscheint^ 
der  entsprechende  Linearfaktor  x  —  Xq  X-msl  in  a»(a;)  auf;  daher  ist 
der  Koeffizient  a^ix)  ein£Etch  die  Idealnorm  von  rtyi 

irihrend 

N(n.)  =  1 

ist,  weil  die  Primdivisoren  von  n«  fCLr  die  Bildung  der  Idealnorm  ohne 
Smfluis  sind.    Femer  gelten  die  Divisorengleichungen 

ox—'a  i  *ii—-b 


Xix  lly 

^d  es  haben  der  Voraussetzung  zufolge  die  Zähler  ix—a  und  ly^f, 
emen  Divisor  fe**'  Ordnung  fi  gemein,  dessen  Norm  also  gleich  {x  —  a)* 
ist   Daher  ist  ^^  ^^ 

^0  %  und  93  ganze  relativ  prime  Divisoren  sind,  also 


y  —  6  —  M(a:--a)  = 


wobei  der  mit  der  Unbestimmten  u  gebildete  Zählerdivisor 

Su  =  ft(a5n«-M«ny) 
ist    Somit  erhalt  man  einfach  die  folgende  Darstellung: 

±F[x,h  +  u{x-d))  =  N(xiy)N[y -  6  -  uix-a))  =  JV(S„), 

24* 
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und  da  N(ff)  =  (x^ay  und  2»  durch  St  teilbar  ist^  bo  ist  in  der- 
That,  wie  es  sein  soll,  N(&u)  durch  (x  —  ay  teilbar.  Diese  Potem^ 
Yon  x  —  a  ist  aber  auch  die  höchste  aufgehende  Potenz,  da  ein  weitere^ 
in  dem  Divisor  £„  enthaltener  und  von  u  unabMugiger  Primdiviso-^ 
von  ix—a  sowohl  in  {[tty,  als  auch  in  83n«  enthalten  sein  mülste.  Dil« 
ist  aber  unmöglich,  weil  keines  der  beiden  Divisorenpaare 

{%  IB),     (n,,  ») 

einen  gemeinsamen  Teiler  hat  und  ein  Prim£Eiktor  von  2«_«  nicht  in 
rix  enthalten  sein  kann.  Aus  dieser  Deduktion  folgt  auch  umgekebrl^ 
daJs,  wenn  die  Norm  von  &u  durch  (x  —  a)^  teilbar  ist,  notwendig 
der  von  u  unabhängige  Divisor  fi  vom  k*^^  Ghrade  sein  muls.  Beide 
Definitionen  des  Ä;-fachen  Eurvenpunktes  sind  also  nur  formell  von- 
einander verschieden  und  laufen  sachlich  auf  genau  dasselbe  hinaus. 
Wir  heben  noch  besonders  folgendes  Teilresultat  hervor,  welches  f&r 
die  Folge  von  Wichtigkeit  ist: 

Ein  im  EndUchen  gelegener  Punkt  {x  =  a,  y  ==  5)  ist  dann 
und  nur  dann  viel&cher  Eurvenpunkt,  wenn  die  Funktionen 

FC,,),    ^-^,    '-^ 

für  x  =  a  und  y  =  b  verschwinden.  Dann  und  nur  dann  haben 
Ix—a  nnd  ip—b  mindestens  einen  quadratischen  Teiler  gemein. 
Bei  der  zuerst  gegebenen  Definition  des  A;- fachen  Eurvenpunkties 
wurde  hervorgehoben,  dafs  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  ß  der  beideu 
Divisoren  ix—a  und  ip^b  ebensogut  aus  k  zum  Teil  gleichen,  wie 
aus  lauter  verschiedenen  Primdivisoren  bestehen  kann.  EUerauf  gründet 
sich  eine  erste  EinteUung  der  Eurvensingukritaten,  je  nach  der  Anzahl 
der  verschiedenen  Primdivisoren  ?ßi,  ^2;  •••  ?^>  welche  in  Ä  auf- 
treten.    Ist 

abo 

«1  +  «s  H +  a^  =  k, 

so  giebt  es  im  ganzen  an  der  Stelle  (x  =  a)  x  verschiedene,  durch  die 
Punkte  $19  $2; ' '  *  $x  charakterisierte  Reihenentwickelungen  der  Fnnk- 
tion  t/,  deren  Anfangsglied  gleich  b  ist.  Daher  gehen  von  dem  Eorren- 
punkte  P  X  verschiedene  Zweige  oder  Äste  der  Eurve  aus,  xaA 
man  kann  auf  jedem  dieser  x  Zweige  zu  benachbarten  Punkten  fori* 
schreiten;  wir  werden  daher  die  Eurvensingularitat  als  eine  x-zweigige 
Singularität  bezeichnen.  Schreitet  man  auf  dem  ersten  Aste  vorwärts, 
welcher  dem  Punkte  $^  der  Biemannschen  Flache  entspricht,  so  haben 
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die  Zahler  yon  x  —  a  und  y  —  b,  also  anch  der  Zahler  jeder  linearen 
Verbindung  dieser  Fnnktionen: 

ix  ^y  —  b  —  Xix  —  a) 

in  $1  die  Ordnungszahl  a^;  d  h.  jede  Gerade  des  Strahlenbüschels 
|i  =  0  durch  den  Enryenponkt  P  trifft  den  ersten  Enrvenast  in  a^  zu- 
sammenfiallenden  Punkten.  Die  Tangente  an  den  ersten  Eurvenast  ist 
dann  diejenige  Gerade  unseres  Strahlenbüschels,  für  welche  die  Ordnungs- 
zahl mindestens  «i  + 1  wird,  und  es  giebt  also  im  ganzen  x  Tangenten 
im  Punkte  P,  welche  ihrerseits  yerschiedene  oder  auch  gleiche  Rich- 
tungen haben  können.  EUerdurch  erst  erfahrt  der  Begriff  der  Emren- 
tangente  eine  ftr  aUe  Fälle  atisreichende  Bestimmung,  und  wir  steUen 
daher  die  Definition  auf: 

Besitzt  die  Emre  in  P  eine  x- zweigige  Singularität^  so 
verstehen  wir  unter  der  Tangente  eine  Gerade,  welche  mit 
dem  betreffenden  Eurvenzweige  einen  Schnitt  von  höherer 
Multiplicitat  wie  jede  andere  Gerade  des  Strahlenbüschels  durch 
P  hat;  die  Eurve  hat  dann  in  P  x  yerschiedene  oder  zusammen- 
fidlende  Tangenten. 

Wir  betrachten  nun  zunächst  diejenigen  Eurvensingularitaten, 
welche  in  gewissem  Sinne  die  einfachsten  sind,  weil  sich  auf  sie,  wie 
wir  sehen  werden,  alle  anderen  zurückführen  lassen.  Ist  (x  =  a,  y  =  b) 
«in  l-facher  Emrenpunkt,  so  treten  in  der  Entwickelung  von  F{x,  y) 
luich  steigenden  Potenzen  von  x  —  a  und  y  —  b  zunächst  Glieder  der 
i*^  Dimension  auf,  und  zwar  sei,  wenn  wir  die  Glieder  der  r^^  Dimension 
in  tt;.  zusammenfassen: 

wobei 

Uk  =  CQ(x  —  ay  +  Ci{x-ay-^{y  —  b)  -\ +  cjt(y  — &)* 

'bI  Wenden  wir  nun  das  Diagramm  an  und  bezeichnen  die  k  Wurzeln 
der  Gleichung 

in  welcher  wir  Ck  der  Einfachheit  halber  als  von  Null  verschieden  an- 
nehmen, mit  Aj,  Xj,  . . .  it*,  so  ergiebt  sich  l^(x  —  a)  als  erstes  Glied 
einer  Beihenentwickelung  an  der  Stelle  (a,  b).    Die  Geraden 

y-b-  l^(x-a)^0  (p  =  l ,  2 , . . .  A;) 

iiaben  folglich  mit  der  Eurve  in  P  nicht  blols  wie  jede  andere  Ge- 
nde  k,  sondern  mindestens  A;  +  1  koincidente  Punkte  gemein;  sie  sind 
also  die  Tangenten  an  die  Eurve,  da  jede  von  ihnen  wenigstens  mit 
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einem  der  x  Eurrenaste  einen  Schnitt  von  höherer  Multiplizitat,  wie 
die  anderen  Geraden  des  Strahlenbüschels  durch  P  besitzt  Nehmen 
wir  insbesondere  an^  daTs  die  Wurzehi  il^^  X^,  ?.^, ... .  X^  alle  yoneinander 

yerschieden  sind,  so  hat 
die  Emre  in  P  einen 
X;-&chen    Punkt    mit 
getrennten  Tangen- 
ten, wie  es  die  neben- 
stehende Figur  f&rft»3 
darstellt.      In     diesem 
Falle     schreiten     die 
Beihenentwickelongen 
der  Funktion  y  an  der 
^«•^'  SteUe      (a,   6)      nach 

ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fort  und  entsprechen  der  Reihe  nach  dea 
h  Wurzebi  X^,  X^, . , ,  Xki 

iy^-b  =  X,(x-a)  +  X[{x-ay+" 

2)  ,  »,-fe  =  A,(a;-a)  +  A;(a?-a)»  +  ... 

Die  Riemannsche  Flache  9ix  besitzt  also  f&r  (x=^a)  k  gewöhnliche 
Punkte  ^i;  $t, . . .  ^kf  welche  gar  keine  Besonderheit  darbieten  und  in 
denen  nur  zufällig  die  Funktion  y  den  gleichen  Wert  h  erhalt^  während 

die  Funktion  - —  in  ihnen  die  Je  ungleichen  Werte  X^,  X^, . . .  Xk  an- 
nimmt. 

In  diesem  einfachen  Falle  ist  es  auch  ohne  weiteres  möglich,  zn 

bestimmen,  in  welchen  Ordnungen  die  Ableitungsfunktionen  x—  und  ^ 
in  den  Punkten  $i;  $2^  -  -  •  ^ifc  verschwinden.    In  der  That,  da 

F{x,  y)  =  an(aj)(y-yi)(y-%) . . .  {y-yn) 

dF 
ist,  so  hat  die  Derivirte  ^ —  im  Punkte  ^^  dieselbe  Ordnungszahl  wie 

das  Differenzenprodukt 

Wir  woUen  in  dieser  nur  vorbereitenden  Auseinandersetzung  jetzt  und  in 
der  Folge  annehmen,  daTs  alle  Schnittpunkte  der  beiden  Geraden  a?=annd 
y^=h  mit  der  Kurve  ins  Endliche  fallen;  dann  sind  die  gemeinsamen  Teiler 

(äx-a,  tty)     und     (äy_ö,  ttx) 
beide   gleich  1,   und   es  ist  an{x)  =  -N'(ny)  nicht  durch  x  —  a  teilbtf« 
Daher  erhalten  die  ersten  h  ^\  Faktoren  des  obigen  Produktes 


§  2.   Vielfache  Punkte  mit  getrennten  Tangenten;  Rückkehrspunkte.     375 

die  Ordnungszahl  eins,  während  alle  übrigen  die  Ordnungszahl  Null  haben; 
denn  d.  Tt,  und  j._,  relatiy  prim  sind,  so  ergeben  sich  für  «  =  a 
anfser  den  Beihenentwickelungen  (2)  noch  n  —  lc  weitere  Entwicke- 
Inngen;  deren  Anfangsglieder  alle  endlich  und  yon  h  verschieden  sind. 

Somit  verschwindet  ^  in  jedem  der  h  Punkte  $1^  $s;  •  •  *  $*  genau 
in  der  Qc  —  1)*^  Ordnung,  und  da  auch  n«  und  }y.5  teiler&emd  sind, 

so  iai£Ft  das  gleiche  für  ^ —  zu;  in  diesem  Falle  sind  also  ^  und  g— 

beide  genau  durch  das  Produkt  ($i$s  •  •  •  $0*""^  teilbar. 

Viel  verwickelter  kann  diese  Untersuchung  in  dem  Falle  werden, 
daCs  die  Wurzehi  X^,  X^, . . .  Xt  der  Gleichm^  (1)  nicht  alle  voneinander 
verschieden  sind  und  also  die  Je  Tangenten 
des  Punktes  P  sämtlich  oder  teilweise  mit- 
einander zusammenfallen.  Beschranken  wir 
uns  zunächst  auf  den  Fall  des  Doppelpunktes 
Qc  =s  2),  so  haben  wir  also 

F{x,  y)  =  ti,  +  t4j  +  M4  +  • .  •, 

und  hier  ist  nach  der  Voraussetzung  u^  ein 
Quadrat 

während    die    folgenden   Glieder    die  Form 
haben  mögen: 


»g.  80. 


Stellen  wir  nun  die  Reihenentwickelungen  für  den  Kurvenpunkt  (a,  6) 
auf,  so  müssen  wir  eine  ganze  An7.a}i1  yon  Fallen  unterscheiden.  Sub- 
stituiert man  nämlich  für  y  die  lineare  Funktion 

3)  rj  =  y  —  b  —  Xix  —  a), 
so  genügt  1}  der  neuen  Gleichung 

4)  ri'+p{^X){x-ay+p\X)(x-ayri  +  q(X)ix-ay  +  '"  =  0, 
worin  .  ^ 

pW  =  Po +Pi^ +Pi^  +P9^^ 

qW  =  «0  +  «1^  +  «s^'  +  fe^*  +  «4^* 
gesetzt  ist.     Ist  also 

1)  pW  =f=  ^}  haben  also  u^  und  Mj,  keine  gemeinsamen  Wurzeln, 
so  ist  bei  Anwendung  des  Diagrai  '^  "^     kt  Sl,  =  (2,  0) 
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auf  der  Abscissenachse  mit  dem  Pimkte  St^  =  (0, 3)  auf  der  Ordinaten- 

achse  zu  verbinden:  die  Steigong  der  Sehne  ist  also  -r  f  und  es  wird 

I 

somit  das   Anfangsglied    der   Entwickelnng   von  rj   gleich  e^x—aY, 
wo  der  Koeffizient  e  durch  die  Gleichung 

bestimmt  ist.    Also  erhalt   man  in  diesem  Falle  f&r  y  —  6  die  Beilie 

y  —  6  =»  A(a?  — a)  +  e(a:  — a)*  H , 


worin  6  =  l/— |>(il)  von  Null  verschieden  ist.  Die  Kurve  besitst  ab- 
dann  in  P  einen  Bückkehrpunkt  (Fig.  31)  derart^  dab  sie  von  einer 

beliebigen;  durch  P  gehenden  Ge- 
raden in  zwei;  von  ihrer  Tangente 

y  —  6  —  il(rc  — a)  =  0 

aber  in  drei  koincidenten  Punkten 
getroffen  wird;  denn  die  auf  der 
linken  Seite  dieser  Gleichung  stehende 
Funktion  verschwindet  in  dritter 
^-  ^-  Ordnung;    ^riUirend    eine    beliebige 

lineare  Verbindung  von  x  —  a  xnA 
y  —  h  im  allgemeinen  nur  die  Ordnungszahl  zwei  hat.  Die  Riemannsche 
Flache  St«  besitzt  an  der  Stelle  (x=^a,  y  =  b)  einen  YerzweignngB- 
punkt   ^   von   der   ersten   Ordnung;   und   wenn   man   die  Ableitongs- 

fdnktion   ö—  bildet;  so  ergiebt  sich  f&r  sie  unter  den  verein£Ekchendeii 

Annahmen;  die  wir  gemacht  haben;  dafs  sie  in  $  in  dritter 
Ordnung  verschwindet. 

2)  Wenn  l?(A)  =  0  ist,  so  geht  die  obige  Gleichung  (4)  über  in 

in  dem  zugehörigen  Diagramm  enthalt  die  letzte  Begrenzungssehne 
die  Punkte  %^  =  (0,4t),  %=^(2,2),  «2  =  (2,0),  sie  besitzt  ata) 
die  Steigung  2,  und  der  zugehörige  Anfangskoeffizient  e  wird  durch 
die  quadratische  Gleichung 

5)  e^+p\l)e  +  q{X)=^0 

geliefert.  Hat  also  die  quadratische  Gleichung  (5)  zwei  ungleiche 
Wurzeln  f4  und  ft^;  so  findet  man  zwei  verschiedene  Entwickelungen, 
welche  beide  nach  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fortschreiten: 

y  —  i  =z  l^x  —  d)  +  (i^ix  —  ay  -] 

y-6  =  l(x-^a)  +  it^(x  —  ay  +  ' " 
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Die  Kurve  hat  in  diesem  Falle  (Fig.  32)  einen  Selbstberühr  ungspunkt; 
bricht  man  nämlich  eine  der  beiden  Beihenentwickelmigen  nach  dem 
zweiten  Gliede  ab^  so  stellt 
jede  dieser  Gleichungen  eine 
Parabel  dar^  welche  mit  dem 
einen  Eurvenaste  eine  ge- 
wohnliche, mit  dem  andern 
aber  eine  osculierende  Be- 
rührung hat,  und  die  Kurve 
besteht  also  in  der  Umgebung 
der  Stelle  P  aus  zwei  parabel- 
fSrmigen,  sich  daselbst  be- 
rührenden Ästen,  zwischen 
welchen  unendlich  viele  Pa- 
rabeln hindurchgelegt  werden 

können.  Die  Biemannsche  Flache  aber  besitzt  in  diesem  Falle  daselbst 
zwei  gewöhnliche,  übereinander  liegende  Punkte  $^  und  ^^,  in  denen 
beiden  y  *»  &  wird,  wahrend  die  Funktion 

{X  -  a)* 
in  ^i  tmd  ^^  die  ungleichen  Werte  f4  und   fi^   annimmt.    Die  Ab- 

^  TP 

leitung  ^ —  wird,  wie  man  ebenso  wie  früher  ermittelt,  in  ^^  und  ^ 

je  in  zweiter  Ordnung  Null. 

3)  Wenn  aber  die  quadratische  Gleichung  (5)  zwei  gleiche  Wurzeln  fi 
hat,  so  hat  man  die  Gleichung  F=0  zunächst  durch  die  Substitution 
rjssy-b  —  l(x  —  a)  —  iiL(x  —  ay  zu  transformieren  und  findet  alsdann 
bei  Anwendung  des  Newtonschen  Diagramms,  daJs  rj  im  allgemeinen 

o 

von  derselben  Ordnung  wie  {x  —  a)  wird.  Es  ergiebt  sich  nämlich 
die  Beihenentwickelung  ^ 

y  —  6  =  X(x-a)  +  in^x  —  ay  +  v(a;  — a)*H , 

worin  der  Koeffizient  v  aus  der  Gleichung 

rW  =  ^0  +  r,l  +  r,A«  +  r^l^  +  r^X^  +  r^A» 
zu  bestimmen  ist  und  daher  im  allgemeinen  nicht  verschwindet.  Die 
Kurve  besitzt  alsdann  inP  (Fig.  33)  eine  sogenannte  Schnabelspitze, 
der  Kurvenast  gabelt  sich  nämlich  wie  beim  gewöhnlichen  Bückkehr- 
punkte in  zwei  Teile  mit  gemeinsamer  Tangente,  aber  diese  beiden 
Kurvenzüge  liegen  auf  derselben  Seite  der  Tangente  in  P,  denn  für 
hinreichend  benachbarte  Kurvenpunkte  nimmt  die  Funktion 
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y  —  b  —  l(x  —  a)  =  (iL(x--ay  +  v{x  —  (i)^  H 

stets  das  Vorzeichen  von  fi  an^  einerlei^  ob  man  auf  dem  einen  oder 
dem  andern  Enryenteile  von  P  ans  fortschreitet.*)  Eonstmiert  man 
hingegen  die  hyperoscnlierende  Parabel 

y  —  h  —  Xix  —  a)  —  (i(a;--a)^-=  0, 

so  geht  diese  zwischen  den  beiden  Enryenzügen  hindurch,  da  man 
offenbar  fClr  kleine  Werte  von  x  —  a  zwei  Grölsen  verschiedenen  yo^ 

Zeichens  erhalt;  je  nachdem  man  der  Potenz  (x^d)^  den  einen  oder 
den  andern  Wert  zuerteilt.  Die  Riemannsche  Flache  hat  f&r  {x^^a,  y^h) 
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einen  Windnngspnnkt  $  erster  Ordnung,  und  die  Ableitungsfunktion  j- 
verschwindet  in  ^  in  fünfter  Ordnung. 

Wie  man  sieht,  erschöpfen  die  hier  aufgefährten  SingularifUen 
nicht  einmal  den  Fall  Ä;  =  2  vollständig,  da  ja  der  Koeffizient  f| 
welcher  vorher  als  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  wurde,  mm- 
seits  wieder  verschwinden  kann,  was  zu  neuen  Singularitäten  ye^ 
anlasstmg  gäbe.  Behandelt  man  die  hier  eintretenden  Mögliehkeiten 
nach  gleicher  Methode  und  setzt  alRdaun  die  Untersuchung  fOr  den 
Fall  Ä;  >  2  fort,  so  erhält  man  immer  neue  Singularitäten  yer 
schiedenen  Charakters,  deren  Aufzählung  zu  einer  unübersichtlicheii 
und  verwirrenden  Vielheit  fahren  würde.  Wir  gelangen  aber  zu  ein« 
alle  Möglichkeiten  umfassenden  Übersicht  der  verschiedenen  Eorren- 
singularitäten,  wenn  wir  von  der  Erwägung  ausgehen,  dals  die  bereiia 
behandelten  Spezialfälle  sich   vor   allem   auch   dadurch  unterseheidoi) 

dafs    die    Ableitungsfunktionen   ^  -  und  -^  in  den  zu  P  gehörigen 

Punkten  der  Riemannschen  Fläche  ganz  verschiedenes  Verhalten  zeigen. 
Wir   werden   so   darauf  geführt,   die   diesen  Funktionen    zugehörigen 

*)  Allerdings  setzen  diese  Ansföhrungen  fi  4=  0  voraus.  Wenn  ^  =  0  ist, 
unterscheidet  sich  die  Schnabelspitze  äufserlich  von  einem  gewöhnlichen  Rückkehr 
punkte  nur  dadurch ,  dafs  die  beiden  nach  verschiedenen  Seiten  laufenden  Kniren- 
züge  sich  näher  an  die  Tangente  anschmiegen. 
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Divisoren  einer  näheren  üntersuchiu^  zu  unterzielien  und  von  hier 
aus  eine  Einteilung  und  einen  Überblick  über  die  sämtlichen  bei  einer 
Eurre  möglichen  Singularitäten  zu  gewinnen. 

§3. 

Es  werde,  um  die  vorher  angekündigte  Untersuchung  vorzunehmen, 
die  linke  Seite  der  Eurvengleichung  nach  Potenzen  von  x  oder  y 
geordnet;  dann  ist,  wenn 

=  a»(a?)y»  +  a,-i(a;)y»-i  H h  a^(x)y  +  %(x) 

=  6m(»)^"*  +  6m~i(y)ic"*~^  +  •  •  •  +  hi(y)x  +  6o(») 
ist,  entweder 

2)  oder 

Dann  handelt  es  sich  im  wesentlichen  nur  um  die  Untersuchung  des- 
jenigen Divisors,  welcher  der  dem  Körper  K(x,  y)  angehorigen  Funktion 

3)  W  -  no,(a;)y»-»  +  (n-l)a,_i(a;)ir-»+---+a,(a;) 

dF 
zugeordnet  ist,  da  die  andere  Ableitungsfunktion  -^  mit  dieser  in  ein- 
fachem Zusammenhange  steht.    Betrachten  wir  nun  in  der  Gleichung  (1) 
X  als  unabhängige  Variable  und  bezeichnen  die  Konjugierten  der  ab- 
hangigen Yariabeln  y  mit  y^y^j  -  -  -yn,  so  ist,  wie  wir  wissen: 

F(x,  y)  =  an{x){y-y^){f)-y^) . . .  (y-y«), 

O  JP 

also  die  ä**  Konjugierte  von  -g—: 

und  dieses  Differenzenprodukt  ist  also  für  eine  beliebige  Entwicke- 
limg  yk  der  Funktion  y  zu  untersuchen. 

Diese  Betrachtung  wollen  wir  zunächst  in  der  Weise  verein- 
fachen,  dals   wir  jede   der  beiden  Yariabeln  einer  passenden  linearen 


Transformation 


unterwerfen  und  uns  gestatten,  an  Stelle  der  Gleichung  F{Xf  y)  ==  0 
die  transformierte  Gleichung  0(|,  ij)  =  0  zu  behandeln.  Wir  werden 
dann  nachtraglich  die  ^(^ii*l2^riTiflr  eine  Transformation  unter- 
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suchen  und  zeigen^  dafs  dieselbe  för  unsere  Zwecke  überhaupt  gus 
unwesentlicher  Natur  ist.  Damit  wird  also  das  scunachst  unter  ver- 
einfachten Annahmen  abgeleitete  Resxdtat  als  allgemein  giltig  erwieBa 
sein. 

Diese  Vereinfachung  besteht  aber  in  zwei  Annahmen  yerschiedeaeD 
Charakters.  Betrachten  wir  die  Gerade  {x  =  (x>\  so  schneidet  dieselbe 
die  Kurve  in  n  Punkten,  welche  gewohnliche  oder  singulare,  getramiie 
oder  zusammenfallende  Punkte  sein  können;  wir  wollen  annehmem,  dili 
sie  die  Kurve  in  n  getrennten,  gewöhnlichen  Punkten  schneidei^ 
und  dafs  die  zugehörigen  Werte  ßt,  fif,  --  -  ßn  ^on  y  endlich  smd. 
Ebenso  soll  die  Gerade  (y  =  oo)  die  Kurve  in  m  getrennten  ge- 
wöhnlichen Punkten  schneiden,  zu  welcher  endliche  Werte  o^,  n^, . . .  a^  i 
von  X  gehören. 

Die  zweite  Annahme  tri£Ft  eine  Festsetzung  über  die  Koordinateo  j 
derjenigen    Kurvenpunkte,    welche    dem   Yerzweigungsdivisor  Qg  ent-  f 
sprechen.    Die    geometrische    Bedeutung    dieses    Yerzweigungsdivieon  i 
bei   der   auf  S.  367  gegebenen  Interpretation   des  Koordinatensystens  ! 
ist    leicht   zu   erkennen.     Verbinden    wir    das  Gentrum  Ä   des  entn  '; 
Strahlenbüschels  mit  einem  Kurvenpunkte  P,   so  hat  die  Gerade  Ä!  1 
im    allgemeinen    mit   der  Kurve   in  P  nur   einen  einfachen  Schnitt-  ^ 
punkt,    einen    mehrfachen    vor    allem    aber    dann,    wenn   die  GenlB  j 
ÄP  in  P  die  Kurve   berührt,    und   diese   Berührungspunkte  P  dff  j 
Kurve  liefern  also  einen  Beitrag  zum  Verzweigungsdivisor  3«>  ^  j*^ 
in  allen  Punkten  dieses  Divisors  ix—a  ^on  höherer  als  erster  Ordnung 
verschwindet.     Aulser   diesen  Berührungspunkten   der  von  J.  an  die 
Kurve   gelegten  Tangenten   können   nur  noch   die   singularen  PonUe 
einen  Beitrag  zum  Divisor  ßx  geben;  diese  komplizierteren  VerhaltniBBe 
soUen  später  eine  ausführliche  Erörterung  finden,  fär  jetzt  genügt  die 
Bemerkung,  dafs  durch  den  Divisor  ßx  jedeinfalls  eine  endliche  AnzaU 
von  Punkten  auf  der  Kurve  bestimmt  wird,   und  dafs  dieselben  nur 
von  der  Wahl  des  Gentrums  A,  aber  nicht  von  der  Auswahl  der  Grand- 
strahlen   des    Büschels    abhängen.     Denn    führen    wir    durch   hneare 
Transformation  xin^  über,  so  ist,  wie  schon  auf  S.  249  bemerkt  wnrde^ 
3«  =  3^y   ^^  ®^®^  ^®^  Inhalt  unserer  Behauptung  ist.     Wir  wollen 
nun   die  Annahme    machen,    dafs    in   den   durch   den  Divisor  3«  ^ 
stimmten  Kurvenpunkten  P  und  in  ihren  konjugierten,  welche  dnrch  \ 
die  sämtlichen  Strahlen  AP  auf  der  Kurve  ausgeschnitten  werden,  die 
Variable  y  endlich  ist. 

Man  überzeugt  sich  sehr  leicht  davon,  dafs  man  wirklich  dnrdi 
lineare  Transformation  den  sämtlichen  Annahmen  genügen  kann.  Denn 
da  man,  wenn  die  Punkte  A  und  B  gewählt  sind,  jede  Gerade  der 
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beiden  Strahlenbüschel  znr  Geraden  (x  =  oo);  resp.  (j/  =  oo)  machen 
kann,  so  labt  sieh,  nachdem  die  zum  Yerzweigongsdivisor  3x  gehörigen 
Ponkte  P  nnd  ihre  konjugierten  bestimmt  sind,  znnachst  die  Gerade 
(jf  =s  oo)  so  wählen,  dals  sie  an  diesen  Funkten  vorbeigeht  und  überdies 
die  Knrye  in  m  gewohnlichen  und  distinkten  Funkten  schneidet;  nach- 
dem dies  geschehen,  kann  man  alsdann  die  Gerade  (x »  oo)  so  wählen, 
dab  sie  eben£Edls  die  Kurve  in  n  gewohnlichen,  distinkten  Punkten 
sehneidet  und  die  Gerade  (y  «=  oo)  nicht  auf  der  Kurve  triffk.  Wenn 
diese  Bedingungen  sämtlich  erfOllt  sind,  so  ist  also 

1)  der  groüste  gemeinsame  Teiler  (n^^  n^)  »  1 ; 

2)  bestehen  n«  und  n,  aus  lauter  verschiedenen  Primteilem; 

3)  sind  die  groüsten  gemeinsamen  Teiler  (3«;  n«)  luid  (3»;  Hy)  =  1 
und  es  sind  auch  die  zu  den  Frimteilem  von  3«  konjugierten 
Divisoren  in  n«  nicht  enthalten. 

Wenn  diese  Bedingungen  erf&llt  sind,  so  ist  die  Art  des  unendlich- 

Werdens  der  Funktion  -tt-  sofort  festzustellen.     Die  Funktion  besitzt 

oy 

offenbar  nur  in  den  Funkten  einen  Fol,  in  denen  x  oder  y  unendlich 
wird,  also  in  denjenigen,  welche  den  n,  resp.  m  Frimfaktoren  von  n« 
und  iiy  entsprechen;  diese  sind  aber  nach  unserer  Voraussetzung  alle 
Tcmeinander  verschieden.  Die  Gerade  {y  =  cx>)  schneidet  aber  die  Kurve 
in  m  verschiedenen  Punkten  (x'^a^,a^,,,.  Um),  in  denen  die  Riemannsche 
Räche  9ft;c  unverzweigt  ist.    Also  ist  die  Ideahiorm 

N(ny)  ==  an{x)  =  (rc  -  a^)  (x  —  a^)...  {x  —  On^), 
und  wir  erhalten  für  x^  af^  eine  Reihenentwickelung,  welche  nur  ein 
Ölied  mit  dem  negativen  Exponenten  —  1  enthält: 

y.  =  — ^ 1 ? 

während  die  konjugierten  Reihenentwickelungen  y^fy^,  -  -  -yn  nach  den 
getroffenen  Annahmen  nur  Potenzen  mit  positiven  Exponenten  erhalten. 
Das  Produkt    ^^ 

besteht  somit  aus  n  Faktoren,  von  denen  der  erste  in  unserem  Punkte 
die  Ordnungszahl  1,  die  letzten  n  —  1  die  Ordnungszahl  —  1  besitzen. 

Die  Funktion  ^  enthält  also  jeden  der  m  Primdivisoren  von  Tly  in  der 

—  (»  — 2)*^  Potenz  und  ihr  Nenner  ist  also  ein  Vielfaches  von  n'*"■^ 
Noch    einfacher   ist   die  Feststellung   der  Ordnungszahlen  für  die 
E^rimfiaktoren    von   n«.     Für  x  =  oo   erhalten  wir  die  n  konjugierten 
Beihenentwickelungen  ^ 

yv-=ßv  +  —  +  ^  +  -"  (v  =  1, 2,  3, . . .  n), 
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welche  zufolge  unserer  VorausBetzung  sarnÜieh  gewShnliehe  Potenz 
reihen  und  deren  Anfangsglieder  ßn  ßf) » -  -  ßn  voneinander  verschiede] 
sind.    Folglich  hat  in  dem  Produkte 


^^\-  (^*(x)  (y*  -  yi)  . . .  (»A  -  Vn) 


fe)i 


der  erste  Faktor  die  Ordnungszahl  —  m,   weil  er  eine  ganze  Fnnktio] 

m^^   Ghrades   ist^   während  alle  folgenden  Einheitsfunktionen  sind;  di< 

dF 
Derivirte  -^~  enthalt  also  jeden  Primdivisor  von  n«  in  der  —  m*^  Poten: 

und  ihr  Nenner  ist  also  genau  n~n"~^ 

Gehen  wir  jetzt  dazu  über,  das  Verhalten  der  Funktion  -^  in  ihrei 

Nullpunkten  festzustellen,  so  ist  klar,  dafis  sie  in  jedem  a-blattrigei 
Yerzweigungspunkte  der  Biemannschen  Flache  %e  mindestens  di( 
Ordnungszahl  a  —  1  besitzt;  denn  in  dem  Produkte 

erhalten  die  a  ersten  Entwickelungen  Vi^y^i  -  -  -  Va  nur  Potenzen  mü 
positivem  Exponenten  und  dasselbe  Anfangsglied,  die  a  ~  1  Differenzei 
yi^y%} "  -yi~~y<^  haben  also  positive  Ordnungszahlen,  während  di< 
Ordnungszahlen  der  übrigen  Faktoren  nach  der  letzten  von  uns  ge 
troffenen  Annahme  jedenfalls  nicht  negativ  sind.  Indem  wir  em< 
genauere    Untersuchung    dieser   Verhältnisse    auf    später    verschieben 

genügt  es    für  jetzt   festgestellt  zu  haben,   daJs  der  Zähler   von  ^' 

durch  den  Yerzweigungsdivisor  3x  teilbar  und  der  Nenner  gleich  de 
Produkte  n*"!!"""*  ist,  so  daJs  wir  setzen  können: 

cF  _     3)3, 

*    y 

WO  S)  einen  ganzen  Divisor  bedeutet.     Derselbe  Divisor  S)  tritt  r 

c  V 
im  Zähler  der  Ableitungsfunktioii  -tt-  auf;  denn  berücksichtigen  wir, 

cF  _         dF  dy 

cx  dy  dx 

und  nach  dem  auf  S.  292  bewiesenen  Satze 
ist,  so  finden  wir  ^ 


4a) 


cF  ^     5)3y 

ex         it"*""*  n" 


Es  erübrigt  nun  noch,  die  Wirkung  einer  linearen  JTransfo 
der  Yariabeln  zu  untersuchen;  hier/u  genügt  es  oife' 
beiden  Yariabeln  x  einer  Substitution 

y4  +  d^ 


5)  x  = 
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CQ  unterwerfen;  da  wir  ja  hinterdrein  auch  auf  die  andere  eine  ganz 
ebensolche  Transformation  aasüben  können.  Geht  nun  dnrch  (5)  JP«  0 
in  $  —  0   über^   so   ist,  da  die  Variable  x  bis  znm  m**^  Ghrade  anf- 

rteigt,  identisch  JF(^,y)(yS  +  *).  =  <t,(|,y), 

ibo  wtum  man  differenziert  and  aS  —  ßy'=  1  annimmt: 

Nun  ist  yi  +  d  Null  in  den  Punkten^  fiir  die  rc  =  oo  ist,  und  hat  die- 
selben Pole  wie  1,  also  hat  man  die  Divisorenzerlegung 


X 


y6  +  *  =  i^; 

femer  ist  Qx^^^,   wie   schon   früher   bemerkt  wurde  ^   und   folglich 
findet  man  a<t>  _  _^i_, 

^       nf  n;-*' 

^  "~  n^-"*  nj 

Diese  Formeln  haben  aber  genau  dieselbe  Form  für  das  Gebilde 
*Ö;y)  =  0  wie  die  ursprünglichen  für  das  Gebilde  F(x,y)^0. 
Sine  lineare  Transformation  einer  oder  auch  beider  Variabein  läfst 
somit  den  Divisor  3)  ganz  unberührt^  und  es  ist  also  gleichgiltig,  ob 
Dian  den  Divisor  3)  durch  die  Formeln  (4)  und  (4  a)  für  das  ursprüng- 
liche oder  ftlr  irgend  ein  durch  lineare  Transformation  der  Variabein 
ans  ihm  hervorgehendes  Gebilde  definiert. 

Der   Divisor   3)   hat  hiernach   die   Eigenschaft;   dafs  in  den  ent- 

Sprechenden  Punkten  der  Riemannschen  Flache  sowohl  y-  als  auch  -g— 

Nnll  wird,  vorausgesetzt,  dafs  die  zugehörigen  Werte   von  x  und  y 

endlich  sind,  was  durch  lineare  Transformation  stets  erreicht  werden 

kann;  jeder  Primteiler  von  3)  entspricht  also  einem  vielfachen  Punkte 

fc  Kurve  F(Xf  y)  =  0.     Umgekehrt  lehrt  die  nachfolgende  Diskussion 

dieses  Divisors,   dals   alle  Punkte   der   Riemannschen  Fläche,   welche 

Singularitäten  der  Kurve  entsprechen,  in  3)  auch  wirklich  vorkommen, 

ond  zwar  in  einer  bestimmten  Multiplizität,  welche  von  der  Beschaffen- 

beit  der  Singularität  bedingt  ist.    Aus  diesem  Grunde  bezeichnen  wir 

£>    als    den    Divisor    der    Doppelpunkte    oder    der    singulären 
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Punkte  der  Enrye  F{x,y)'^0.  Er  spielt  in  der  Tlieoria  der 
algebraiflchen  Enrren  eine  Bolle  Ton  ihnlidher  Winhtigkwt,  me 
der  YenweigiingidiTieor  in  der  Theorie  der  Biemaaneeliea  USeheii; 
hierbei  irt  aber  za  beaehten,  dab,  wihrend  der  YenweigangiH 
teuer  ß«  nur  von  der  Variabein  x  abh&ngt  and  derselbe  bleib^  (^eieh- 
yiel  welche  abhingige  Variable  ff  man  innerhalb  des  KBrpenX(j^y) 
gewBhlt  haben  mag,  der  Divisor  2)  Ton  beiden  Variabein  x  und  ff, 
also  von  der  Enrye  abhSngt  nnd  sich  im  allgemeinen  anbh  bei 
birationalen  Transformationen  nnr  einer  dieser  beiden  Variabein  yer^ 
Indert  Nnr  lineare  Transformationen  sind  auf  ihn  ohne  Einflnlk 
Der  Divisor  S)  ist  dnrch  die  Gleichnng  (8)  als  ein  Teil  des  ZlUen 

Ton  -^  definiert;  nachdem  nSmlich  festgestellt  isi^  dals  die  Fonktion  -^ 

für  ein  algebraisches  Gebilde  mit  den  OrdnnngBsahlen  m,  n  den  Nemur 
nU^n*~*'  oder  einen  Teiler  hieryon  erh&lt,  ist  er  deijenige  Teil  des 
ISbliesn  dieser  Fonktion,  welcher  nach  Absonderung  des  hier  imnur 
als  Faktor  anfiretenden  VerzweigangsdiTisors  ß*  Ahrig  bleibt.  Die 
nachfolgenden  Betrachtangen  werden  die  Zweckm&bi(^t  dieser  Defi- 
nition erweisen,   unstatthaft  wäre  es,  den  Divisor  1b  als  den  grSfsten 

gemeinsamen  Teiler  der  ZShler  der  Ableitangsfonktionen  -g-  ^^  "gz  ^ 

stimmen  za  woUen,  weil  diese  aoiser  1b  noch  weitere  gemainssme 
Teiler  haben  können,  wenn  nimlich  ß,  and  3f  solche  besitzen.  Dagega 
kann  man  die  EinfElhrong  des  f&r  diese  TTntersachangen  überflüssigen 
YerzweigongsteilerB  vermeiden;  wenn  man  von  dem  Divisor  aniq^t^ 
welcher  dem  Differential 

dy  öy 

zugeordnet  ist.     Denn  da  nach  den  Aasffthnmgen  des  §  3  der  nenn- 

zehnten  Yorlesnng  dem  Differential  dx  der  Divisor  -A  zngehort,  so 
erhalt  man  nach  Formel  (4) 


Ty 


80  dals  sich  der  Yerzweigongsteiler  3x  forihebt.    Es  ergiebt  sich  ako 

der  Satz: 

Der  Divisor  3)  der  Doppelpunkte  ist  der  Nenner  des  dem 

Differential  dtp  zugehörigen  Differentialteilers ^  wenn  d^>  durch 

Gleichung  (5)  definiert  ist 


§  4.    Seine  Ordnung.  3g5 

Die  Ordnung  des  Divisors  S)  ist  stets  eine  gerade  Zahl  2d,  denn 
aoB   den   Gleichungen   (4)   und   (4a)    ergiebt   sich^    weil   Zahler    und 

BF  BF 

'Nenner  der  Funktionen  -g—  und  -^  von  gleicher  Ordnung  sind: 

2d  =  2(m-l)n-M;y 
=  2(n— l)m  —  w», 

und  da  die  Yerzweigungszahlen  Wx  und  w^  gerade  Zahlen  sind^  so  ist 
68  auch  2(2.     Führt  man  an  ihrer  Stelle  lieber  das  Geschlecht 

to  w 

p  =  _«_(„_l)=  J!_(^_l) 

ein,  80  findet  man  die  symmetrische  Formel 
6)  d-  (w-l)(n-l)-2). 

Da  p  nicht  negativ  ist;  so  ergiebt  sich  für  d  die  obere  Grenze 

d^(m-l)(n~l), 

ein  Gebilde  mit  den  Ordnungszahlen  m,  n  kann  also  nie  mehr 
als  (m  —  1)  (n  —  1)  Doppelpunkte  haben^  und  diese  Zahl  nur 
dann,  wenn  jp  »  0^  das  Gebilde  also  rational  ist. 

§4. 

Will  man  jetzt  fttr  eine  gegebene  Kurve  F(Xy  y)  «=  0  den  Bei- 
^  berechnen^  welchen  eine  bei  {x  =  a,  y^h)  liegende  Singularii^t 
znm  Divisor  der  Doppelpunkte  liefert;  so  kann  man  einfach  in  der 
Weise  verfahren^  dafs  man  in  allen  Punkten  der  Riemannschen  Fläche, 
^e  diesem  Eurvenpunkte  entsprechen,  die  Reihenentwickelungen  der 

^Wktion  y  aufstellt,  aus  ihnen  das  Differenzenprodukt  -.—  bildet  und 

sodann  die  Formel  (4)  des  vorigen  Abschnittes  anwendet.  Dabei 
können  und  wollen  wir  überall  voraussetzen,  dafs  die  Zahlen  a  und  b 
endlich  sind  und  dafs  das  Gleiche  auch  von  den  übrigen  z\x  x  =  a 
gehörigen  Werten  von  y  gilt;  denn  dies  kann  durch  lineare  Trans- 
formation der  Variabein  stets  erzielt  werden.     Dann  besitzt  also  auch 

j  BF 

^^  Faktor  (in(x)  =  -^(tly),  der  in  -g—  auftritt,  an  den  zu  unter- 
gehenden Stellen  stets  die  Ordnungszahl  Null  und  kann  daher  fort- 
gelassen werden. 

Wir  wollen   diese   Untersuchung   zuimchst   in   dem   FaUe   durch- 

^en,  dals  dem  singularen  Punkte  P  der  Kurve  nur  ein  Punkt  ^ 

der  Riemannschen  Fläche   entspricht,  die  Singularität  der  Kurve  also 

^h  Art  des  Rückkehrpunktes  und  der  Schnabelspitze  einzweigig  isi 

fs  mag  nämlich  im  Punkte  ^  die  Reihenentwickelung  gelten: 
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±  fk  h. 

so  dals  die  Biemannsche  Fläche  {R«  daselbst  einen  r-blattrigen  W^ 
dmigspunkt  besitzt  Bezeichnen  wir  nun  mit  o  eine  primitive  r^  ESlu?- 
heitswurzel,  so  entspringen  ans  der  Reihenentwickelnng  r—  1  konjngietr^; 

yk+i  —  6  =  l€a^*(x  —  aY  +  iliai**»(a:  — a)*"  +    ••, 

dF 
worin  h  die  Werte  1,  2, ...  r  —  1  annimmt.   Dann  hat  die  Funktion  j- 

in  $  dieselbe  Ordnungszahl ,  wie  das  Differenzenprodnkt 

(yi  -»j)(yi  -ys)  •  •  •  (yi  -  Vr), 

denn  die  übrigen  Faktoren  a^^x),  y^  --yr+i>  •  •  •  yi~~yii  s^id  sämtlich 
Einheitsfonktionen,  weil  ^r+i;  •  •  •  y«  ^r  rr  »  a  endliche  nnd  von  l  to'- 
schiedene  Werte  erhalten.  Bezeichnen  wir  nun  den  gröüsten  gemein- 
schaftlichen Teiler  von  r  nnd  s  mit  (r,  s)  nnd  bilden  der  Reihe  nach 

so  müssen  wir  in  der  Bildung  dieser  Zahlen  so  weit  gehen ,  bis  ißt 
Teiler  eins  erreicht  ist.     Berechnen  wir  nämlich  die  r  —  1  DifferenieD 

(Ä=l,2,  .  .  .r-l), 

dF 

so  liefert  eine  solche  zu  dem  Differenzenprodnkt  y-  als  Beitrag 

Faktor  (x  —  aY}  wenn  nicht 

ist.    Wenn  aber  diese  Gleichung  für  einen  Wert  von  h  erfüllt  ist,  so  ist 

Äs  =  0    (mod.  r), 
also 

h—  =  0     (mod.  —  1 9 

und  da  —  und  —  teilerfremd  sind,  so  mufs  h  ein  Vielfaches  von  r' 
also  h  eine  der  Zahlen 

f,  2^,...(r,-l)^ 


n  n  '*'*•! 


sein.     Schaltet   man  zunächst  diese  r^  —  1  Differenzen  aus^  so  li< 
die  übrigen  den  Beitrag  ^'^'""-^\ 

Betrachten  wir  jetzt  die  vorher  ausgeschalteten  Differenzen,  so  b^ 

jede  derselben  den  Faktor  {x  —  aY,  wenn  nicht 

«*•*  =  1, 
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'^'^  h8,  =  0    (mod.r) 

ist.     Da  aber 

ist;  wo  h^  eine  der  Zahlen  l,2,...ri'—l  ist,  so  mufs  ftlaHaTm  -^-^ 
eine  ganze  Zahl,  also  A^  ein  Vielfaches  von  —  sein.  Sieht  man  also 
wieder  von  diesen  rj  —  1  Differenzen  ab,  für  welche 

ako 

A=f,    2f,..(r,-l)f 

ist,  so  ergeben  die  übrig  bleibenden  den  Beitrag  ^•»^'■»""'**^^  xmi  durch 

Fortsetzuntr  dieses  Verfahrens  findet  man,  dafs  -^—  fteuAn  durch  $^ 
teUbar  ist    worin  der  Exponent  '  ^  « 

1)  e  ==.  s(r-ri)  +  s,  (^  -r,)  +  s,(r,  - r,)  +  •  •  • 

ist  und  die  Summe  soweit  fortzusetzen  ist,  bis  der  Teiler  r,  =  1  auf- 
tritt Andererseits  erhält  der  Verzweigungsdivisor  Qx  die  folgende 
Potenz  von  58: 

Zufolge  der  Formel  (4)  des  vorigen  Paragraphen  tritt  also  im  Divisor  S) 
der  Doppelpunkte  der  Primteiler  $  in  der  Potenz 

auf,  deren  Exponent  in  eine  der  beiden  folgenden  Formen  gesetzt 
werden  kann: 

£  =  (s-l)(r-r0  +  (si-l)(r,-r,)  +  (s,-l)(r,-r3)  +  ... 

2)  oder 

£  =  (5-  l)(r-  1)  +  (s,-  s)  (r,  -  1)  +  (s,  -50(^8-  1)  +••• 

Aus  dieser  Formel  ergiebt  sich  u.  a.  auch,  dafs  jeder  Punkt  $,  welcher 
sowohl  in  3«  wie  in  ßy  vorkommt,  auch  im  Divisor  S)  der  Doppelpunkte 
auftritt;  denn  in  der  Reihenentwickelung  an  dieser  Stelle  sind  alsdann 
die  Zahlen  r  und  s  gröfser  als  eins,  woraus  folgt,  dais  der  eben  be- 
stimmte Exponent  s  positiv  wird.     Aus  diesem  Grunde  ist  auch,  wie 

schon  auf  S.  383  angegeben  wurde,  jeder  Primdivisor,  für  welchen  -^ 

und  ^  verschwinden,  notwendigerweise  Teiler  von  3);  denn  aus  den 

Formeln  (4)  des  vorigen  Paragraphen  geht  hervor,  dafs  ein  derartiger 
Teiler  andemfaUs  in  ^  und  Qy  enthalten  sein  müfste,  und  dies  kann 
nicht  der  Fall  sein,  wenn  er  in  3)  nicht  enthalten  ist.  Andererseits 
sieht  man  auch,  dafs  3)  im  allgemeinen  nicht  mit  dem  grö&ten  ge- 

26* 
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meinsamen  Teiler  der  Zahler  von  -^  ^i^d  -^  identiBch  ist,  namlicb 

immer  dami  nichi^  wemi  f&r  einen  Pankt  $  die  Zahlen  r  und  89  welche 
nach  S.  248  die  Ordnungszahlen  von  x  —  a  und  y  —  b  in^  sind,  beide 
gröüser  als  eins  sind. 

Die  durch  die  Formel  (2)  bestimmte  Zahl  e  ist  stets  eine  gerade 
Zahl.    Denn  in  der  Summe 

6«(s-l)(r-ri)  +  (Si-l)(r,-r,)  +  (si-l)(r,-r,)  +  --- 

ist  jeder  einzelne  Summand  gerade.  Wäre  nämlich  z.  B.  der  erste 
Summand  ungerade,  so  wäre  s  gerade  und  r  —  r^  ungerade;  das  ist 
aber  unmöglich,  weil,  wenn  8  gerade  ist,  der  grofste  gemeinsame 
Teiler  r^  »  (r,  s)  gleichzeitig  mit  r  gerade  oder  ungerade,  ako 

r  '^  r^     (mod.  2) 

ist;  ganz   das  gleiche  gilt  auch   f&r  jeden  der  folgenden  Summanden. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  den  EinfiuGs  einer  Knrvensingnlaritat 
auf  den  Divisor  der  Doppelpunkte  zu  bestimmen,  welche  dadurch 
entsteht,  dafs  mehrere  Eurvenzweige  sich  in  dem  Punkte  P  durch- 
setzen oder  berühren.  Es  genügt  aber,  wenn  wir  den  Fall  einer 
zweizweigigen  Singularität  vollständig  erörtern,  denn  wir  werden  nach- 
träglich leicht  zeigen  können,  dafs  jede  beliebige,  noch  so  verwickelte 
Singularität  als  Übereinanderlagerung  einer  Anzahl  einzweigiger  und 
zweizweigiger  Singularitäten  aufgefafst  werden  kann,  in  dem  Sinne,  dafs 
der  Anteil,  welchen  die  Singularität  zu  dem  Divisor  SD  liefert,  einfach 
das  Produkt  der  von  den  Komponenten  gelieferten  Beiträge  ist. 

Die  Singularität  komme  dadurch  zu  stände,  dafs  die  beiden  Reihen- 
entwickelungen 

WAix-af)     und    ^A(x-a/) 

der  algebraischen  Funktion  y  in  den  beiden  Punkten  ^^  und  ^,,  welche 
resp.  ein  a-  und  ein  /3-blättriger  Punkt  der  Riemannschen  Fläche  sein 
mögen,  eine  Anzahl  von  Gliedern  gemein  haben.  Wir  bezeichnen  nun 
die  erste  Entwickelung  und  ihre  konjugierten  durch  y^  y^,  -  -  -  yay  die 
zweite  mit  ihren  konjugierten  durch  ?/«+ 1,  J/a+2?  •  •  •  !/«+/?•  Wenn  wir 
nun  den  durch  diese  partielle  Übereinstimmung  der  beiden  Reihen 
hervorgerufenen  Anteil  zum  Divisor  der  Doppelpunkte  feststellen,  so 
ist  es  klar,  dafs  der  Primteiler  ^ß^  in  2)  ebenso  oft  wie  in  dem  für 
y  =  yi  gebildeten  Produkte 

Yi  (y)  =  (y  -  ya+i)  (y  -  ya+2)  •  • .  (y  -  2/«+^), 
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lex  Primdivisor  ^  aber  ebenso  oft,  wie  in  dem  f&r  j^  -=^  j/a+i  gebil- 
deten Produkte 

dF 
voikommt,  indem    alle  übrigen  Faktoren  von  -g—  für  den  Punkt  5ßi 

resp.  ^  entweder  Einheitsfonktionen  sind  oder  wenigstens  nicht  von 
den  beiden  zu  ^^  und  ^^  geborigen  Eurvenzweigen  berrübren. 

Man  kann  aber  zunacbst  leicbt  erkennen,  daXs  der  Divisor  ^^ 
in  dem  ersten  Produkte  den  gleichen  Exponenten  erhält  wie  der 
Bivisor  ^  in  dem  zweiten.  Führen  wir  nämlich  die  erste  Multiplikation 
aas,  so  erhalten  wir 

worin  die  Koeffizienten  B^(x)  als  symmetrische  Verbindungen  der 
konjugierten  Entwickelungen  j/a+19  ^a+s;  •  •  •  2/«+/:;  gewöhnliche,  nach 
ganzen  Potenzen  von  2;  —  a  fortschreitende  Reihen  sind.  Setzen  wir 
jetzt  für  y  die  Reihenentwickelung  y^  ein,  so  mag  sich  ergeben: 

Bo  dab  S)  den  Beitrag  ^\  erhalt.  Setzen  wir  aber  für  y  eine  der 
konjugierten  Entwickelungen  y^,  Vs,  •  -  -  Va,  so  erhalten  wir  für  das  erste 

k^ 

filied  ca^^x  —  a)",  wo  a  eine  primitive  a^  Einheitswurzel  ist,  also 
ist  das  Produkt 

Mren  wir  die  analoge  Untersuchung  für  das  zweite  Produkt  durch, 
80  mag  sich  ergeben:  < 

Y,(tfa^t)^c'ix-ay  +  '', 

r,(ya+i)  Y,{ya^,)  . . .  Y,{ya+ß)  =  ±  c'/^Crr-a)'  +  ..- 

Nun  aber  sind  die  beiden  so  berechneten  Produkte  bis  aufs  Vorzeichen 
einander  gleich,  weil  sie  beide  die  Resultante  der  beiden  in  y  ganzen 
[     fWktionen  Yi(ff)  und  Y^^y)  sind;  es  ist  nämlich 

l  Y,(j,,)  Y,(s,,) . . .  r.(y.)  -  n(y.-y.)  (Ill'+V,  .'."«+<»)' 

folglich  sind  die  Exponenten  k  und  l  einander  gleich,  d.  h.  es  hat  die 
lintwickelung  Yi(yi)  im  Punkte  ^^  dieselbe  Ordnungszahl  wie  die 
Ihtwickelung  ^^(ya+i)  im  Punkte  ^„  was  zu  beweisen  war. 

Die  wirkliche  Berechnung  des  Exponenten  l  kann  aber  »lailftTiTi 
«elir  viel  einÜEK^er  erfolgen  und  unmittelbar  aus  den  in  ^^  und  ^^ 
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geltenden  Beihenentwickelnngen  abgelesen  werden.  Beide  Reihen  haben 
einen  gewissen  Bestandteil  gemein^  welchen  wir  in  der  Form  darstellen: 

Hierbei  mögen  die  Exponenten  auf  einen  kleinsten  gemeinsamen 
Nenner  r  gebracht  sein^  so  dafs  die  Zahlen  r,s,Si,..,  s^—i  teilerfremd 
sind;  der  Generalnenner  r  mnfs  alsdann  ein  gemeinsamer  Teiler  vona 
und    ß    sein,    da    der    Bestandteil    G    sowohl    in    der    ersten    Beilie 

^i\(x  —  a)^),  als  auch  in  der  zweiten  ^^[(x  —  a)^)  auftritt.  Diese 
Reihen  lassen  sich  daher  in  die  Form  setzen: 

p_ 
y^      =  (?  (a:)  +  f*  (a;  -  a)  •  + . . . 

J/a+l  =  Or{x)  +  v{x-aY  +  •  •  •, 

wo  die  Glieder  f*(aj  — a)"  und  !/(«  — a)^  nicht  mehr  gleich  sini 
Bilden  wir  daher  die  Differenz 

so  ist  f  der  kleinere  der  beiden  Brüche  —  und  -|-: 

'  a  p 

^— (ff)- 

Um  jetzt  das  Produkt 

^i  (»i)  =  (yi  -  y«+i)  (yi  -  ya+«)  • . .  {vi  -  »«+/?)  =^XJ(yi  -  y«+i+*) 

h 

(Ä  =  0,  1,2,  .  ..(J-1) 

auszuwerten^  empfiehlt  es  sich,  vorerst  die  Faktoren  zu  berücksichtigen^ 
für  welche  der  Bestandteil  G(x)  beim  Übergang  von  yo+i  zu  ^®' 
konjugierten  Entwickelung  j/a+i+A  keine  Änderung  erfahren  hat  b^ 
nun  (>  eine  primitive  ß^  Einheitswurzel,  so  ist 

y„4.A+i  =  ^9  *"  (^-ö)'" +  ^iP  *"  (o?  7- a) '■  +  .-. 

+  ^,_ip     *^      (x  —  a)~'^+  vQ^^{x  —  ay  +  •••, 

und  es  werden  daher  die  ersten  v  Potenzen  von  q,  welche  hier  auf- 
treten, dann  und  nur  dann  gleich  Eins,  wenn 

SÄ  =  s^h  =  •  •  •  iHE  Sv—ih  -£^.  0     (mod.  r) 
ist;   da  aber  r,  s, . . .  s^^i  teilerfremd  sind,  so  mufs  h  ein  Vielfache» 
von  r,  also  eine  der  Zahlen 

0,    r,    2r,  . . .  /J  -  r 


( 
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sein.  Für  diese  -  Differenzen  y^  —  ya+i+A  ergiebt  sich  alsdann  das- 
selbe Anfangsglied  c(X'-ay  der  Beihenentwickelnng,  also  f&r  das 
Produkt  aller  das  Glied 

(x-ay , 

und  da  (x  —  a)''  die  Ordnungszahl  eins  hat;  so  erhalten  wir  von  hier 
aus  zur  Zahl  {  den  Beitrag 

welcher   stets   eine   ganze   Zahl   ist^   weil  der  Bruch  f  entweder  den 
Nenner  a  oder  den  Nenner  ß  erhalt  und  r  sowohl  in  a  als  in  /}  aufgeht 
Berücksichtigen  wir  jetzt  eine  der  r  —  1  Differenzen 

welche  zwischen  der  ersten  und  der  zweiten  der  bisher  in  Rechnung 
gezogenen  Differenzen,  nämlich  zwischen  j^^  —  f/a+i  luid  j^i  —  ya+i+r, 
auftreten,  so  kann  man  diese  auch  so  schreiben: 

(yi-y«+i)  +  (y«+i-»«+r), 

und  wenn  man  nun  hier  z.  B.  die  Differenz  j^a-|.i  —  Va+i  bildet,  so 
unterscheiden  sich  bereits  die  Bestandteile,  welche  von  der  Funktion  Q{x) 
herrühren,  und  es  hat  also  tfa+i  —  ya-\-t  eine  kleinere  Ordnungszahl 
ak  y^  —  ffa^i-    Daher  liefert  das  Produkt 

(yi-»«+0(»i--y«+8)...(yi-y«+r) 

denselben  Beitrag  wie  das  Produkt 

wenn  man  das  letztere  auf  den  ersten  Bestandteil  G(x)  beschrankt. 
Für  ein  solches  Produkt  haben  wir  aber  im  Vorhergehenden  den  Anteil 
bereits  bestimmt;  wir  fanden  nämlich  als  erstes  Glied  der  Entwickelung 

(x  —  ay,  wo 

1)  e^  sir  —  r^)  +  s^ir^-r^)  +  •  •  •  +  s,_i(r,_i -  1) 

und  rj  =  (s,  r),  r^  =  {s^,  r^)  u.  s.  w.  ist.  Wenn  wir  schlieüslich  irgend 
eines  der  folgenden  aus  r  —  1  Faktoren  bestehenden  Produkte  nehmen, 
welche  nach  den  Differenzen 

(yi-ya+l)>      (yi-y«+l  +  r),      (yi-y«+l  +  2r),  .  .  .  (Vi-ya+ß-r^l) 

eingeschaltet  sind,  so  liefert  jedes  derselben ,  wie  man  leicht  sieht^ 
immer  wieder  denselben  Beitrag  wie  das  erste,   das  wir  soeben  unter- 
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sucht  haben.  Daher  erhalten  wir  von  allen  noch  fehlenden  Frodukti«« 
zusammen  den  Beitrag 

also   da   {x  —  a)"   die   Funktion   erster   Ordnung   ist^   so   liefern  jaii4 

Produkte  zur  Zahl  {  den  Anteil  6  — —  • 

r   T 

So    erhalten    wir    schliefslich    die    einfache    Endformel    für  den 
Exponenten  l: 

3)  '  =  ^f  +  ^T^-^(f+T)' 

WO  der  Bruch  f  die  kleinere  von  den  beiden  Zahlen  —  y  -|^  ist  und  die 

ganze  Zahl  e  aUein  durch  den  beiden  ReihenenUnckeln^-  gemein- 
Samen  Bestandteil  G(x)  vermöge  der  Formel  (1)  bestimmt  ist  Da  in 
diese  Formel  die  beiden  Reihenentwickelungen  y^  und  j^a+i  in  völlig 
symmetrischer  Weise  eintreten  und  keine  vor  der  andern  einseitig 
bevorzugt  ist,  so  erhalten  wir  aufis  neue  einen  Beweis,  daijs  die  beiden 
Punkte  $^  und  ^2  denselben  Exponenten  in  dem  Divisor  S)  der 
Doppelpunkte  besitzen. 

Haben  wir  jetzt  eine  beliebige  Eurvensingularitöt  P,  in  welcher 
X  Eurvenzweige  zusammenlaufen,  so  entsprechen  dem  Eurvenpunkte  P 
X  verschiedene  Punkte  der  Biemannschen  Flache  $1;  ^; . . .  $»;  dflim 
können  wir  den  Anteil,  den  der  Punkt  P  zum  Divisor  der  Doppel- 
punkte liefert,  stets  in  folgender  Weise  ermitteln.  Wir  wenden  zuvörderst 
eine  lineare  Transformation  an,  durch  welche  der  Punkt  P  und  aacb 
alle  seine  konjugierten,  in  denen  x  denselben  Wert  a  erhalt,  ins  End- 
liche fallen.  Sodann  bestimmen  wir  fOr  jeden  der  Punkte  $1;  ^,  •••¥< 
vermöge  der  Formel  (2)  die  Potenzen  ^J*,  ^g*, .  . .  5ß**,  welche  durdi 
jeden  Eurvenast  einzeln  geliefert  werden.  Zweitens  bestimmen  wir 
durch  die  Oleichung  (3)  die  Beiträge,  welche  durch  das  Zusammen- 
treten je  zweier  Eurvenäste  entstehen: 

wobei  die  Anzahl  dieser  Potenzen  gleich  der  Anzahl  der  Eombinationen 

von  X  Elementen  zu  je  zweien,  also  gleich  yx(x  —  1)  ist.     Hierdurch 

haben  wir  offenbar  den  von  dem  Punkte  P  hervorgerufenen  Beitrag  zoin 
Divisor  ^  vollkommen  erschöpft,  da  jede  Differenz  zweier  konjugierten 
Reihenentwickelungen  j/a  —  Vi,  welche  überhaupt  den  Divisor  der  Doppd- 
punkte  beeinflufst,  in  einem  der  Teilprodukte  und  auch  nur  in  einem 
einzigen  aufkritt.    BUden  wir  endlich  das  Produkt 
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und  erstrecken  dasselbe  über  alle  Punkte  P  der  Kurve  (nicht  über  die 
Punkte  der  Riemannschen  Fläche)^  so  ist  dieses  offenbar  mit  dem 
Divisor  S)  der  Doppelpunkte  vollkommen  identisch,  und  wir  haben  so 
eine  schöne  und  theoretisch  vollkommen  durchsichtige  Darstellung  des 
Divisors  S)  gewonnen. 

Der  einfEkchste  Fall  einer  x- zweigigen  Singularität  ist  der,  wenn 
in  der  Formel  (4)  die  Exponenten  e^,  e^,  ,  .  .  Sx  gleich  Null,  die 
Exponenten  l^^,  l^^, . . .  Ix— i,x  gleich  eins  werden.  Dieser  Fall  tritt,  wie 
schon  in  dem  vorigen  Abschnitte  ausgeführt  wurde,  dann  ein,  wenn 
die  Kurve  einen  x- fachen  Punkt  mit  getrennten  Tangenten  hat  Aus 
der  Gleichung  (3),  durch  welche  die  Exponenten  bestimmt  werden, 
folgt  aber  auch  umgekehrt,  dals  er  nur  für  eine  solche  SingulariiHt 
eintritt,  dals  also,  wenn 

ist,  die  Kurve  notwendig  bei  P  einen  x-fachen  Punkt  mit  getrennten 
Tangenten  besitzt    Ist  nämlich 


r  '    '       r   r  ' 


80  ist,  da  beide  Summanden  nicht  negative  ganze  Zahlen  sind  und  der 
erste  seiner  Bedeutung  nach  nicht  Null  sein  kann,  notwendig 

^f^l    und    e  =  0. 

Wenn  aber  6  =  0  ist,  so  ist  notwendig  r  =  r,  ==  •  •  •  =  r^—i  -=  1,  also 
lautet  der  den  beiden  Reihenentwickelungen  gemeinsame  Teil 

Nun  ist  f  die  kleinere  von  den  beiden  Zahlen  —  >  4-^  also  entweder 

'  a       p 

/Jü==l     und    —  <  4-'        oder        aq=^l     und    -^<— ; 

im  ersten  Falle  ist  ß=sp=sl^  und  die  beiden  Beihenentwickelungen 
lauten  also  i  q 

j/i  =  Q(x)  +  (/.(x-ay  +  •  •  •,    ya+i  =  G{x)  +  v{x  —  ay  +  •  •  •; 

dann  aber  ist  G{x)  notwendig  eine  Konstante,  und  da  die  zweiten 
Glieder  der  beiden  Beihenentwickelungen  bereits  verschieden  sind,  so 
können  die  Tangenten  an  beide  Kurvenzweige  nicht  übereinstimmen. 
Es  gut  also  der  Satz: 
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Sind  ^ly  ^9  ' ' '  ^k  %  verschiedene  konjugierte  Punkte 
der  Riemannschen  Fläche  ^,  und  ist  der  Divisor  der  Doppel- 
punkte genau  durch 

teilbar^  so  entspricht  den  h  Punkten  $|,  ^^ . . .  ^ii  ein  einziger 
Punkt  P  des  algebraischen  O^bildes^  und  dieser  ist  ein  k-hfiim 
Punkt  mit  getrennten  Tangenten. 

Dieser  Satz  ist  die  ümkehrung  desjenigen^  der  auf  S.  375  erwähnt 
wurde.  Für  %  =:  2  hat  man  den  gewohnlichen  Doppelpunkt;  es  ist 
hiemach  Uar^  dals  der  jb-fache  Punkt  mit  getrennten  Tangenten  ab 

Übereinanderlagerung  von  y  ä;  (Ä;  —  1)  Doppelpunkten  aufgelEaJst  werden 

kann.  Ein  %-£EM^er  Punkt  mit  getrennten  Tangenten  ist  daher  aacb 
ab  eine  Singularität  von  gleicher  Einhchheit  wie  ein  Doppelpunkt 
anzusehen.  Ein  Ä;-&cher  Punkt  hingegen  mit  Tangenten,  die  alle  oder 
zum  Teil  zusammen£Edlen,  darf^  wie  die  obige  allgemeine  Formel  (4) 
zeigt;  im  allgemeinen  nicht  in  gleich  einfiEtcher  Weise  ak  bloüse  ÜW 
einanderlagerung  von  Doppel-  oder  Rückkehrpunkten  aufge£Eklst  werden 
und  ist  daher  eine  Singularität  höherer  Art 


§5. 

Gehen  wir  jetzt  zur  Ideahiorm  des  Divisors  S)  für  die  Variable  je 
über,  so  erhalten  wir,  da  die  Ideahiorm  aller  konjugierten  Prim&ktoreo 

^i>     «>  •  •  •  i^* 
gleich  X  —  a  ist:  

worin  Z^^^  über  aUe  Kombinationen  zu  zweien  der  x  Primdivisoren 

zu  erstrecken  ist,  welche  dem  Eurvenpunkte  P  entsprechen.  Diefl^ 
ganze  Funktion  von  x  heilst  nach  Eronecker  der  aufserwesentlich^ 
Teiler  der  Diskriminante  D  der  Eurvengleichung;  da  £® 
Exponenten  e^,  e^;  •  *  *  ^x?  wie  früher  bewiesen,  gerade  Zahlen  sind,  so  ')i 
sie  stets  das  volle  Quadrat  einer  ganzen  Funktion  X: 

der  Grad  von  X  ist  offenbar  die  schon  in  Formel  (6)  des  §  3  bestimmte 
Zahl  d. 
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Im  Gegensätze  hierzu  heÜBt  die  Idealnorm  des  Yerzweigougs- 
divisors  3«  ^^'  wesentliche  Teiler  der  Diskriminante  der 
Enryengleichung  oder  die  Diskriminante  A  des  Körpers  K^  die 
somit  durch  die  Gleichung  erklärt  wird: 

A  =  JY(8.). 

Gehen  wir  nun  in  der  Formel  (3)  des  §  2  zur  Norm  über^  so  finden 
wir,  da  die  Diskriminante  D  der  Eurvengleichung  in  Beziehung  auf 
die  Variable  y  bekanntlich*)  durch  die  Gleichung 

bF\  (dF\         /dF\ 


bestimmt  ist,  and  da  femer  nach  Gleichtmg  (4)  desselben  Paragraphen 


Sy        «•»!«.« — s 


n,  tiy 


also 


4^- 


n— S 


ist: 

Dieses  wichtige  Resultat  fassen  wir  in  folgendem  Satze  zusammen: 

Die  Diskriminante  D  einer  Eurvengleichung  F(x,  y)  =  0 
in  Beziehung  auf  die  Variable  y  besteht  stets  aus  zwei  Faktoren. 
Der  erste  derselben  A  ist  die  Idealnorm  des  zur  Variabein  x  ge- 
hörigen Verzweigungsdivisors  3«  ^^^^  ^^^  Eorperdiskriminante, 
sein  Grad  gleich  der  Verzweigongszahl  w.  Der  zweite  so- 
genannte aufserwesentliche  Teiler  ist  die  Idealnorm  des 
Divisors  S)  der  Doppelpunkte  und  als  solche  das  Quadrat  einer 
ganzen  Funktion  X;  der  Grad  dieser  Funktion  X  ist  die  vorher 
bestimmte  Zahl  d.  Diese  Ghradbestimmungen  sind  an  die  Vor- 
aussetzung gebunden^  dals  die  Werte,  welche  die  Variable  x 
in  den  Punkten  von  3«  ^^^  ^^^  ^  erhält,  sämtlich  endlich 
ausfallen;  andernfalls  treten  Grademiedrigungen  der  ganzen 
Funktionen  ein. 

In  der  älteren  Litteratur  geht  alles  auf  die  Untersuchung  dieser 
ganzen  Fimktionen  D,  A,  X,  also  auf  die  Untersuchung  gewisser 
Normen  von  Divisoren  hinaus.    Bei  unserer  Art  der  Betrachtung  treten 

•)  Vgl.  z.  B.  Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten,  6.  Aufl., 
S.  186. 


896  DrehmdswaiiiigBte  Vorlesoiig. 

diese  Divifloren  Belbrt  in  den  Yordergrand,  und  die  Situ  Aber  die 
Normen  erscheinen  als  blolse  Folgerungen  dieser  Analjse  der  DiTisoren. 
In  dieser  Yon  Dedekind  eingeleiteten  Wendnng  der  Untenndrang  irt 
ein  wesentlicher  Fortschritt  zn  erblicken;  denn  ca  bestimmtea  DiTisoren 
gehören  bestimmte  Normen,  aber  zn  bestimmten  Normen  gehören,  wie 
schon  auf  S.  160  erwähnt  wurde,  im  allgemeinen  mehrere  veraehiedene 
Divisoren.  Anberdem  yerhalten  sich  die  Divisoren,  wie  wir  wissen, 
bei  jeder  Transformation  invariant,  die  Normen  aber  kommen  flber^ 
hanpt  erst  dadurch  zum  Vorschein,  dals  man  eine  bestimmte  Yarimble  x 
bevorzugt  und  in  Beziehung  auf  sie  das  Produkt  der  Eoiqugiflrten 
bildet  Kurz,  die  Divisoren  sind  hier  wie  fiberall  das  Wesenfliche^ 
obgleich  oder  eben  weil  sie  nicht  analytische  Gebilde,  sondern  diesen 
zugeordnete,  invariante  Symbole  sind;  die  Satze  fiber  Funktionen,  ins- 
besondere fiber  Normen  sind  interessante,  aber  beiläufige  EoroUarien 
der  fSr  die  Divisoren  geltenden  G(esetze. 


Vienmdzwanzigste  Vorlesung. 

AuflOsang  der  Singnlaritilten.  —  Erste  Methode.  —  Zweite  Methode.  —  Funk* 

tionenringe.  —  Die  Bedentang  des  Divisors  der  Doppelpunkte  für  Funktionen- 

ringe.  —  A^jnngierte  Kurven  und  Differentiale  erster  Gkittang.  —  Die  birationale 

Transformation  als  allgemeinstes  Abbildungsprinzip  algebraischer  Kurven. 

§  1. 

Anstatt   die   Bestimmung   des   Divisors   der  Doppelpunkte   durch 

direkte  Bildung  eines  der  beiden  Dififerentialquotienten  -^   oder  -^ 

yorzunehmen^  kann  man  auch  einen  anderen  Weg  einschlagen^  welcher 
zugleich  ein  geometrisch  bedeutsames  Resultat  ergiebt.  Man  kann 
nämlich  durch  eine  successive  Folge  einfacher  Transformationen  die 
gegebene  Kurve  F(Xf  y)  =  0  in  eine  andere  überfahren,  welche  an  all 
den  Stellen,  an  denen  die  Singularitäten  der  ersten  Kurve  gelegen 
sind,  gewohnliche  Punkte  besitzt  und  welche  an  Stelle  dieser  verlorenen 
Singularitäten  nur  viel&che  Punkte  mit  getrennten  Tangenten  ein- 
getauscht hat;  diese  letzteren  können  aber  nach  dem  Früheren  als  ein- 
fache Singularitäten  angesehen  werden.  Das  hier  einzuschlagende  Ver- 
fahren, welches  als  Auflösung  der  singulären  Punkte  der  ge- 
gebenen Kurve  bezeichnet  wird,  kann  dann  auch  dazu  dienen,  für 
die  ursprüngliche  Kurve  den  Divisor  der  Doppelpunkte  zu  berechnen; 
denn  jede  einzelne  der  anzuwendenden  Transformationen  besteht  in 
einer  bestimmten  und  leicht  zu  übersehenden  Reduktion  dieses  Divisors. 
Die  Kurve  F{x,  y)  =  0  werde  zu  diesem  Zwecke  zunächst  durch 
eine  lineare  Transformation  der  Variabein,  welche  ja,  wie  wir  wissen, 
den  Divisor  der  Singularitäten  unberührt  läJst,  so  umgeformt,  daJs  sich 
für  die  Gerade  (x  =  oo) n  verschiedene  endliche  Werte  (y  =  ßt,  ß^,  ---ßn) 
ergeben,  und  dafs  die  singulären  Punkte  der  Kurve  sämtlich  ins  End- 
liche fallen.  Dann  haben  zufolge  der  ersten  Voraussetzung  die  Divi- 
soren ttx  nnd  tty  keinen  Teiler  gemein,  und  in  der  Kurvengleichung 

1)  F(x,  y)  =  gx'^tr  +  •  •  •  =  0 

hat  das  Ghed  höchster  Dimension  notwendig  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Koeffizienten  g]  denn  immer  dann,  wenn  g  ^0  ist,  wird 
für  a;  =  oo  auch  einer  der  Werte  von  y  unendi->»   wie  diA«  unmittelbar 
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ans  dem  auf  S.  75  bewiesenen  Satze  oder  anch  durch  direkte 
Wendung  des  Diagramms  folgt  Zufolge  der  zweiten  VorauBsetam^^ 
sind  die  Divisoren  ttx  und  tty  beide  zum  Divisor  S)  der  Doppelpunkb^ 
teilerfiremd. 

Ist  nun  bei  (o; »  a,  y  =*b)  ein  i-£Ekcher  Eurvenpunkt  P  gelegen, 
so   wollen  wir  zunächst  annehmen,   dals  die   Gerade  o;  —  a » 0   die 
Kurve  aulser  in  P  in  n  —  k  von  P  und   voneinander  verschiedeneiL 
Punkten  schneidet;  wir  woUen  dann  nachtrSgUch  zeigen,  in  weleheir 
Weise  sich  diese  Voraussetzung  realisieren  lalst,  wenn  sie  nidit  vom 
vornherein  erfüllt  sein  sollte.     Setzt  man  dann 

n.  ^  "y 

so   haben   (vgl.  S.  372)  die  Zähler  ix-a  und   2,.^  den  dem  Eurven- 
punkt P  entsprechenden  Divisor  i**'  Ordnung 

gemein,  und  in  den  Gleichungen 

sind  nicht  blols  die  Divisoren  £  und  SR  zu  einander  teiler&emd,  sondern 

es  muls  auch  vermöge  unserer  Voraussetzung  der  Divisor  S  aus  n-h 

ungleichen  Primdivisoren  bestehen,  welche  alle  von  ^^^  ^^, . . .  ^«  yer- 

schieden  sind.     Wir  unterwerfen  nun  die  Kurve  der  einfieMshen  Tran»- 

formation 

2)  .  ,  =  y=-* 

und  zeigen,  dafs  hierdurch  in  demjenigen  Teile  des  Divisors  der  Doppel- 
punkte, welcher  von  St  herrührt,  eine  Reduktion  hervorgebracht  wiid 
Die  Variable 

hat  den  Chrad  m  +  n  —  k,  denn  Zahler  und  Nenner  haben  den  Faktor^ 
aufser  diesem  aber  keinen  weiteren  Teiler  gemein,  da  nach  W^hebong 
des  Faktors  £  in 

und 

relativ  prim  sind;  es  sind  nämlich  alle  vier  Paare  von  Divisoren 

(nx,n,),    (S,2»),    (n„S),    (n„aR) 

ohne  gemeinsamen  Teiler.  Demzufolge  muls  die  durch  die  Substite- 
tion  (2)  transformierte  Gleichung  0(a:,  i^)  «  0  in  rr  den  Grad  m+n-li 
in  71  den  Grad  n  haben. 
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Dasselbe  ergiebt  sich  anch,  wenn  man  die  Funktion  F{x^  y)  nach 
Potenzen  von  x  —  a  und  y  —  b  entwickelt  und  dann  i^  an  Stelle  von  y 
durch  die  Gleichung  (2)  einf&hrt;  denn  weil  P  ein  k-hßher  Punkt  ist^ 
so  hat  man 

+  sr(a:-a)*(y -&)••, 

wo  g  derselbe  Koeffizient  wie  in  Gleichung  (1)  ist.  Ersetzt  man  nun 
hier  y  —  b  durch  riix  —  a),  so  hebt  sich  der  Faktor  (x  —  a)*  heraus^ 
und  man  findet 

■^(^;y)  =  («  — »)*(^  +  Ciiy  +  -  •  +  Ciki?*+-+sr(a;-a)"»+"--*iy'»); 

es  ist  also  identisch 

F{x,y)'^{x-aY^(x,fi) 

und  es  steigt  in  der  That  in  der  transformierten  Gleichung 

<D(a;,q)-0 

X  bis  zum  (m  +  n  —  k)^^  Grade  auf.  Hieraus  ergiebt  sich  durch 
Differentiation  nach  y  die  Identität 

dy  ^  ^         ^       dfi 
Bezeichnet  man  nun  den  Divisor  der  Doppelpunkte  der  transformierten 
Kurve  0  « 0  mit  ®,  so  hat  man  nach  der  Formel   (4)  in  §  3  der 
vorigen  Vorlesung 

folglich,  wenn  man  diese  Divisorengleichungen  in  die  vorige  Formel 
einsetzt:  ^  ^  ^„,-i  ^,-*-i        ^^,-i  g,-*-, 


An — %  eJt  —  1 

Die  Bedeutung  dieser  wichtigen  Formel  ist  folgende:  Es  hat  zunächst 
der  Divisor  (£  gegenüber  S)  eine  Reduktion  erfiEJiren,  da  aus  S)  der 
Faktor  JH~~^  entfernt  worden  ist;  sind  nämlich  die  Primfaktoren 

des  Divisors  ft  in  dem  Divisor  S)  der  Reihe  nach  mit  den  Exponenten 
d^jS^j , ,  .dx  behaftet,  so  tritt  der  Punkt  $r  in  dem  neuen  Divisor  (E 
der  Doppelpunkte  in  der  Multiplizität 

£^  =  dr  —  (Ä—  l)ar 
auf,  und  es  wird  also  durch  unsere  Transformation  eine  Verringerung  der 
Exponenten  hervorgebracht.    Andererseits  sind  in  den  Divisor  (£  hierfür 
zwei  neue  Faktoren,  nämlich  njj""^  und  S"""*"*  eingetreten.   Diese  neuen 
Singularitäten   sind   aber»  wie   aus  '^  ^  394  aufgestellten  Satze 
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folgt,  nichts  weiter  als  ein  n-facher  nnd  ein  (n  — %)-fiicher  Punkt  mit 
getrennten  Tangenten,  die  dadurch  hervorgerufen  sind,  daCsi  die  Trans- 
formation den  n  Schnittpunkten  der  Geraden  2:=»tx)  denselben  Punkt 
(a:  ==  cx),  1^  =  0)  und  den  n  —  ft  Punkten,  in  welchen  die  Gerade  x^a 
die  Kurve  auber  in  P  schneidet,  denselben  Punkt  (x^=a,  y^=oo)  zu- 
ordnet.   Das  Gleiche  folgt  auch  daraus,  daJs  in  den  n  Punkten  von  l^ 
die  Beihenentwickelungen  gelten: 

y  =  /3»  +  —  H (»=1,2,...«), 

also  ist  ^      , 

und  da  ß^y  /J^, . . .  ßn  voneinander  verschieden  sind,  so  erhalt  man  hier 
einen  gewohnlichen  n- fachen  Punkt.  Andererseits  ergiebt  sich  in  den 
Punkten  des  Divisors  2 

y  =  Ir  +  iir{x  —  a)  •{ (r  =»1,  2,  ...n-i), 

worin  die  Koeffizienten  A^,  A,, . . .  An— t  nach  unserer  YoraussetKiing 
alle  voneinander  und  von  b  verschieden  sind.     Folglich  ist 

'i^^r^  +  ^  +  '"' 

oder  wenn  wir,  da  tj  für  x  =  a  unendlich  wird,  zum  reciproken  Werte 

übergehen: 

1        x  —  a  /x  — a\*  , 

die  Kurve  hat  also  hier  in  der  That  einen  (n  —  Ä)- fachen  Punkt  mit 
getrennten  Tangenten. 

In  der  hier  angegebenen  Weise  kann  durch  eine  Folge  von  Traxu- 
formationen  jede  beliebige  noch  so  komplizierte  Kurvensingulaniit 
aufgelöst,  d.  h.  durch  einfache  Singularitäten  der  transformierten 
Kurve  ersetzt  werden,  vorausgesetzt,  dafs  die  Gerade  n?  =  a  wiit- 
hch  der  Bedingung  genügt,  die  wir  gestellt  haben,  und  die  Kurve 
aulser  in  P  in  w  —  Ä:  von  P  und  voneinander  verschiedenen  Punkten 
schneidet.  Wenn  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  so  müssen  wir  der 
Transformation  (2)  erst  eine  andere  vorausschicken,  welche,  ohne  die 
Singularitäten  wesentlich  zu  verandem,  jene  Voraussetzung  fOr  die 
neue  Kurve  statthaft  macht. 

Wir   gelangen   zu   dieser   Hilfstransformation,   wenn   wir  berück-    i 
sichtigen,  dafs  sich  in  dem  Strahlenbüschel 

a;  —  a  —  A(y  — 6)==0 

offenbar  solche  Geraden  befinden,  welche  die  Kurve  aufser  in  P  nnr 
in  lauter  von  P  und  voneinander  verschiedenen  Punkten  treffen.    Be- 


§  1.    Ente  Methode  der  AnflOsang  der  Singularitäten.  401 

dmmen  wir  nun  X  dieser  Forderung  gemaljs,  so  wollen  wir  die  Trans- 
^rmation 

•)  « ^^' 

mwenden^  wobei  die  Ghroifle  V  so  gewählt  werden  moge^  dafs  die 
Gkrade  y  ^V  =^0  die  Kurve  in  m  voneinander  und  von  den  Sdmitir 
punkten  der  Zählergeraden  verschiedenen  Punkten  schneidet;  hierbei 
hat  die  EinftQimng  des  Nenners  y  —  V  den  Zweck,  die  f&r  (|  ==  oo) 
sich  einsteUenden  Singularitäten  der  transformierten  Kurve  zu  mögUchst 
einfachen  zu  machen.  Wir  wollen  zeigen,  dab  diese  Transformation 
wirklich  den  gewünschten  Erfolg  hat,  und  nehmen  hierbei  wieder  an, 
dalk  die  Nenner  n«  und  ity  aus  n  resp.  m  verschiedenen  PrimfEiktoren  be- 
stehen und  keinen  gemeinsamen  Teiler  haben. 
Die  Variable  |  erhalt  die  Divisorenzerlegung 


6 


_  ft«    .  hy-h'  _      ^(g 


; 


worin  @  einen  ganzen  Divisor  bedeutet;   sie   ist  also,   da  der  Bruch 
Weits  die  reduzierte  Form  hat,  vom  Ghrade  m  +  n^  und  ihr  Nenner  ist 

Setzen  wir  nun  in  der  Kurvengleichung  unter  Benutzung  von  (2) 

80  erhalten  wir 

F(x,y)  =  ir(a  +  |(y_6')  +  A(y-6),y)  =  <D(|,y), 

^  durch  Differentiation  nach  |: 

Bezeichnen  wir  nun  den  Divisor  der  Doppelpunkte  für  die  ursprüng- 

üehe  und  für  die  transformierte  Kurve  mit  S)  und  S),  so  haben  wir 
arfolge  der  Formel  (4  a)  auf  S.  382 

X  y  s  y 

^ffagt   man    diese    Divisorenzerlegungen    in    die    Gleichung    (3)     ein 
^d  berücksichtigt,  dais  —  =  Jy— y  ist,  so  ergiebt  sich  schliefslich 

Oy — 6      y 

Die  Wirkung  dieser  Transformation  ist  also  nur  die,  dafs  zum 
Divisor  der  Doppelpunkte  der  Faktor  J'^Z'^in"'"*  hinzugetreten  ist, 
md   dies    besagt   nach   dem   auf  S.  394   bewiesenen   Satze,    dab   die 

He n sei  u.  Landaberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  26 
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m  Schnittpunkte  der  Geraden  y  —  V  =^0  auf  einen  einzigen  m  -  fachen 
Punkt  mit  getrennten   Tangenten  (|  =  oo,  y  =^V)   nnd   ebenBO   die 
m  Schnittpunkte    der    Genien    y  =^  oo    anf    einen    tn-fiEudien    PanU 
(I  -=>  —  A^  ]/  =  oo)  abgebildet  worden  sind.    In  der  That  hat  man  ancli, 
wenn  man  y  als  nnabhängige  Variable  ansieht^  bei  {y  =»  V)  die  m  schon 
in  den  ersten  Gliedern  verschiedenen  Reihenentwickelnngen 

woraus 

,,      a-X(y-6) 

«  y-V  ^ 

folgt,  und  ebenso  ftlr  {y  ==  oo)  die  m  Reihenentwickelungen 
also 

durch  welche  die  aufgestellte  Behauptung  auis  neue  bewiesen  wiid. 
Abgesehen  von  diesen  einfachen  hinzutretenden  Singularitäten  ist  dar 
Divisor  der  Doppelpunkte  unverändert  geblieben,  aber  die  transformierte 
Kurve  0  —  0  hat  in  der  That  die  geforderte  Eigenschaft,  dab  die 
Gerade  |  =  0  aulserhalb  des  aufzulösenden  vielfachen  Punktes  in 
w  +  n  -—  fc  voneinander  und  von  P  verschiedenen  Punkten  schneidet 
In  dieser  Weise  fortgehend,  kann  man  also  eine  gegebene  Kurve 
F{x,  y)  =  0  mit  noch  so  komplizierten  Singularitäten  durch  eine  Folge 
umkehrbarer  Substitutionen  Punkt  für  Punkt  eindeutig  auf  eine  Karre 
mit  einfachen  Singularitäten  abbilden,  und  es  gilt  also  der  Satz: 

Jede  Kurve  kann  durch  umkehrbar  eindeutige  Trans- 
formation auf  eine  andere  abgebildet  werden,  welche  nur  viet 
fache  Punkte  mit  getrennten  Tangenten  besitzt. 

§2. 

Anstatt  die  Singularitäten  der  Kurve  successive  durch  passend  ge- 
wählte   Abbildungen    aufzulösen,    wie    das    im    vorigen    Paragraphen 
geschehen  ist,  können  wir  auch  ein  allgemeineres  Verfahren  anwendoi, 
indem   wir   eine   ganze   Schar   von    Transformationen   betrachten  und 
zeigen,    dafs    dieselben   bis   auf   gewisse   Ausnahmeelemente    samtlicki 
die  Eigenschaft  haben,   die  Kurve  auf  eine  andere  mit  gewöhnUcheii 
Doppelpunkten  abzubilden.     Diese  für  die  Zwecke  der  Praxis  weniger 
geeignete    Methode     hat     gegenüber    der    ersten    den    Vorzug,    die 
Auflösung   der   Singularitäten   mit  einem  Schlage   zu   bewerkstelligen 
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und  einen  theoretisch  YoUkommeueren  Einblick  in  das  Wesen  der  anf- 
iSsemden  Transformationen  zn  gewahren. 

Wir  nehmen  zn  diesem  Zwecke  das  algebraische  Gebilde  F(x,  y)  =  0 
bereits  in  solcher  Gestalt  an,  dals  die  Primfaktoren  des  Nenners  n« 
der  Yariabelnrrnyerschiedenen  nnd  nny erzweigten  Punkten  der  Biemann- 
sehen  Fläche  91«  entsprechen,  nnd  betrachten  alsdann  dasjenige  Ideal  von 

Funktionen  des  Körpers  K(x,  y),  welches  zn  einem  Divisor  -^  gehört^ 
wobei 

ein  ganzer  Divisor  der  Ordnung 

g  =  Xi  +  Aj  + h  h 

Bein  8olL  Dabei  behalten  wir  uns  vor,  die  Ordnungszahl  q  hinreichend 
grob  zu  wählen,  und  nehmen  überdies  zur  Vereinfachung  der  folgenden 
Untersuchung  an,  dals  auf  der  Biemannschen  Fläche  9ix  die  Punkte  $|, 
^ . . .  $A  nnd  ihre  in  Bezug  auf  x  konjugierten  Punkte  unverzweigt 
nnd  und  dals  auch  keine  zwei  von   ihnen   einander  konjugiert   sind. 

Die  Idealnormen  dieser  Prim&ktoren 

* 

nnd  daher  alle  voneinander  verschieden^  und  an  der  Stelle  (x  =  ai)  liegt 
niemals  ein  Yerzweigungspunkt,  und  es  gehört  ihr  immer  nur  ein  Prim- 
.  teuer  ^1  des  Divisors  O  zu.  Es  sei  nun  ifj^^\  rj^^\  . . .  iy(">  ein  Fundamental- 
BJBtem  jenes  Ideals  ^  dann  wollen  wir  aus  dem  Komplex  aller  Funk- 
tionen fi  des  Ideals 
1)  ly  =3  ii^fji^)  +  tijiyW  -] 1-  Wä^H 

wobei  U|;  U|; . . .  Un  ganze  Funktionen  von  x  sind,  diejenigen  aussondern, 
welche  sich  im  unendlichen  regulär  verhalten  und  also  Vielfache  des 

DiTiflors  -g  sind.     Wir    werden    dann    zeigen,    dafs,    wenn    wir    die 

Variable  x  festhalten  und  an  Stelle  der  Yariabeln  y  eine  Funktion  17 
nnfBhren,  das  transformierte  Gebilde  0  (x,  17)  =  0  im  allgemeinen,  d.  h. 
^  Vermeidung  gewisser  spezieller  Funktionen  rj,  keine  anderen  Sin- 
golaritaten  als  Doppelpunkte  besitzen  kann. 

Da  die  Idealnorm  des  Nenners  einer  Funktion  17  des  Ideals  gleich 
der  Norm  von  D,  also 

irt,  so  lautet  die  Gleichung  der  Funktion  17,  wenn  man  die  Nenner 
der  Koeffizienten  beseitigt: 

26* 
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wo  fiifVif-'-Vn  die  Eonjugierten  bedenten.    Die  Diskriminante  dieser 
Gleichunir  ist  T~r 


-  ^(-)-'^Q 


also  ein  Produkt  von  n(n  — 1)  Linearformen  der  Gböfsen  Uj,  ti,,...«», 
welches  bei  Ausffilirung  der  Multiplikation  ganze  Funktionen  Yon  x 
zu  Koeffizienten  erhält.  Andererseits  ist  nach  der  schon  oft  benutzten 
Formel  (4)  auf  S.  382,  welche  Funktion  ri  unseres  Ideals  auch  gewählt 
worden  sein  mag,  ,^         <b8. 


X    n 


wobei  r  ein  positiver  Exponent  ist,  der  f&r  uns  unwesentlich  ist  Also 
erhalt  man  beim  Übergang  zur  Ideabiorm,  da  N(n^)  —  Ä(x),  J/'(nz)  -=1 

Die  Gleichungsdiskriminante  D  besteht  somit;  wie  wir  schon  früher 
erkannt  haben,  aus  zwei  Faktoren,  von  denen  der  eine  die  Eörpe^ 
diskriminante  A  »  N(Qx),  also  von  den  unbestimmten  u  unabhängig 
und  ein  gemeinsamer  Teiler  der  Koeffizienten  von  D  ist,  während  der 
andere  die  Norm  des  Divisors  S)  der  Doppelpunkte  ist  und  uns  hier 
durch  über  die  Beschaffenheit  dieses  Divisors  AufschluXs  giebt  ^ir 
werden  nämlich  zeigen,  dafs  dieser  zweite  Faktor,  welcher  eine  gante 
homogene  Funktion  von  Wj,  Wg;  •  •  •  «*«  des  Grades  n(n—  1)  mit  ganzen 
Funktionen  von  x  als  Koeffizienten  ist,  das  Quadrat  einer  Form  ü'd, 
welche  keinen  von  den  unbestimmten  u  unabhängigen  Teiler  besitzt 
und  bei  Spezialisierung  der  u  im  allgemeinen  lauter  verschiedene 
Wurzeln  erhält.  Es  können  sich  also,  wenn  man  den  Parametern  an- 
gemessene individuelle  Werte  erteilt  und  zunächst  von  den  Frim- 
faktoren  von  n,  absieht,  für  die  Kurve  0  (rr,  iy)  =  0  in  der  That  nur 
Doppelpunkte  einstellen,  da  ja  alsdann  jedem  einzelnen  der  quadratischen 

Faktoren  von  -^  ein  und   nur  ein  Doppelpunkt  entspricht. 

Zum  Beweise  dieser  Thatsache  haben  wir  die  Diskriminante  D  flr 
alle  möglichen  Linearfaktoren  o;  —  a  zu  untersuchen  und  unterscheiden 
hierbei  zwei  Fälle,  je  nachdem  x  —  a  ein  Faktor  der  Körperdiskn* 
minante  A  ist  oder  nicht. 

1)  Wenn  x  —  a  ein.  Faktor  der  Körperdiskriminante  A  ißt,  w 
mögen  etwa  bei  {x  ==  a)  drei  Punkte  SB«,  SS^j,  SSy  der  Riemannschen 
Fläche  übereinander  liegen,  in  denen  resp.  a,  ß,  y  Blätter  der  Flache 
zusammenhängen.    Dann  kann  man  ebenso  wie  auf  S.  207  u.  flg.  das 
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Fnndamentalsystem  rp^^  rf^\  . . .  i^^")  in  ein  normales  |(^>,  |(*^, . . .  |(")  so 
umformen,  dab 

ist,  worin  t^^,  t;,,  . . .  t;^  lineare  Funktionen  der  u  mit  unimodularer 
Determinante  sind;  und  da  nach  unserer  Voraussetzung  die  Punkte 
SSa;  ^ßj  ^Y  in  dem  Divisor  D  nicht  auftreten,  so  gehören  zu  dem 
Fundamentalsystem  %^^\  |('), .  . .  |(")  die  Ordnungszahlen 

I  5(1),  |W, .  . .  I^«);     |(«+i),  5(«+«),  . . .  |(«  +  /^);     |(«+/*+i),  |(«+/5+«),  .  . .  |(-) 


8. 

0,    1,  ...  a  —  1; 

<x>, 

00, 

. . .     00; 

00, 

00, 

...       00 

8(, 

00,00,...     00; 

0, 

1, 

...^-1; 

00, 

00, 

...       00 

8r 

00,  00,  . . .    00; 

<», 

00, 

...     00; 

0, 

1, 

. .  .  y—  1 

Also  erhalten  bis  auf  beliebig  hohe  Potenzen  von  2;  —  a  die  Kon- 
jugierten von  I  folgende  Darstellungen: 

5i  =  t;i+  t?,(a;  —  a)" +•••+  Va^i{x  —  a)  "" 


a— 1 


fe  =  t?i+        pt?,(a;  — a)"  + h     ()"-it?a-.i(a;  — a)  " 


a  — 1 


U3) 


(. .  m 
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Berechnen  wir  nnn  die  Diskriminante  2),  so  verfiüiiren  wir  in  decr 
Art^  daJjs  wir  znerst  das  Differenzenprodokt  der  ersten  a  Eonjngierfan 
iif^i}"'ia  bilden;  jedes   der  a(a— 1)  Glieder  dieses  Produktes  ist^ 
wenn  wir  uns  anf  das  erste  Glied  beschranken,  von  der  Form 

worin  c  jetzt  nnd  in  der  Folge  eine  von  Nnll  verschiedene  Konstante 
bedeutet.  Ebenso  liefern  die  Faktoren  der  beiden  aus  Sa-f  i;  •  •  •  Sa+^ 
resp.  aus  |a+/9+i;  •  •  •  In  gebildeten  Differenzenprodukte  An£BUigsglieder 
der  Form  i  j_ 

cva^t(x-ay,    resp.    cva-\.fi^i(x  —  ay . 

Wenn  man  sodann  eine  der  a  ersten  Konjugierten  von  einer  der  fol- 
genden ß  abzieht,  so  ist  das  Anfangsglied  v^  —  t'a+i;  ^md  ebenso  geben 
Differenzen  wie  Ij—  ga+/j-fi,  resp.  wie  6a+i  — la+/j+i  Anfengi^eder 
der  Form 

Vi  —  t7a+/9-f  1,      resp.      Va+l  —  Va+ß+1» 

Da  femer  die  ganze  Funktion  Ä(j€)  nach  den  von  uns  getroffmen 
Voraussetzungen  den  Faktor  x  —  a  nicht  enthalt,  so  ergiebt  sich  fBr 
die  Diskriminante 

+  höheren  Potenzen  von  x  —  a. 

Diese  Formel  ist  zunächst  unter  der  Annahme  abgeleitet,  dab  jede  der 
Zahlen  a^  ß,y>  1  ist;  sie  gilt  aber  auch  in  dem  Falle,  dalSsi  eine  der- 
selben gleich  eins  ist,  da  ja,  wenn  z.  B.  a  =  1  ist,  V2  den  Exponenten 
Null  erhält  und  also  wirklich,  wie  es  sein  muls,  aus  dem  ProduU 
ganz  fortfällt. 

Da  die  Körperdiskriminante  A,  wie  wir  wissen,  den  Faktor  {x—(i} 
ebenfalls  in  der  Multiplizität  (a- 1)  +  (/J- 1)  +  (y- 1)  enthalt,  so 
besitzt  die  Gleichungsdiskriminante  D  alle  diese  Faktoren  in  gleicher 
Ordnung  wie  A,  und  bei  Spezialisierung  der  unbestimmten  u  oder  ^ 
ist  es,  damit  keiner  dieser  Faktoren  in  einer  höheren  Potenz  aus  der 
Diskriminante  heraustritt,  notwendig  und  hinreichend,  den  folgenden 
Ungleichungen  zu  genügen: 

Vj  ~=  t?a+l,       V^  -J-  t7a  +/94.I,      Va+1  ^  Va+/»+l      (mod.   X  —  fl), 

und  wenn  resp.  a,  ß,y>  1  ist,  den  weiteren  Ungleichungen 

172  =;=  0,    Va+i  =1=  0,    Va  +  fi-^i  =|:^  0    (mod.  x  —  a). 

Wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  erhält  das  Gebilde  bei  a;»a 
keine  Singularität. 


§  2.    Zweite  Methode  der  Auflösung  der  Singularitäten. 
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2)  Wenn  x  —  a  nicht  in  der  Eorperdiskriminante  enthalten  ist^ 
80  ersetzen  wir  ebenfalls  das  Fnndamentalsystem  i]^^\  rf%  . . .  rf^^  durch 
ein  normales  %^^\  |^'),  . . .  ^^^\  Da  nun  der  Zähler  von  x  —  a  ans 
n  verschiedenen  Primteilem  besteht  nnd  nach  Yoraussetznng  entweder 
einer  oder  gar  keiner  von  diesen  in  dem  Divisor  O  enthalten  ist,  so 
hat  das  System  der  Ordnungszahlen  die  Form 


|U) 

|W 

|(3). 

.  .  g(«) 

HJ. 

—  k 

CX) 

OO   . 

.  .   CX) 

% 

Od 

0 

CX)   . 

.  .   CX) 

?. 

oo 

(30 

0  . 

.  .  CX) 

*» 

<x> 

OO 

<x>  . 

..  0 

wobei  k  einfach  die  Ordnungszahl  von  A{pc)  fQr  x  =  a  ist;  denn  wenn 
X  —  a  nicht  in  A{pc)  vorkommt,  so  ist  X  =  0,  wenn  aber  a;  —  a  ein 
Faktor  von  A(po)  ist,  so  ist  X  positiv  und  gleich  dem  zugehörigen 
Exponenten  von  x  —  a.  Folglich  ist  bis  auf  Glieder  beliebig  hoher 
Ordnung  in  a;  —  a 


v. 


li  =-  (^  — «)""^Vi,     i%  =  ^%y     Is  "■  «'s»    •  •  5« 
Femer  ist,  wenn  E  eine  Einheitsfunktion  fOr  die  Stelle  x  =  a  bedeutet; 

D^E'(x- a)»*<--^) JJcl, - Ia)      g^,  ä  =  1,  2, . . .  n), 

also   erhalt  man  durch  Einsetzen,   wenn  man  die  Potenzen  mit  nega- 
tivem Exponenten  von  x  —  a  beseitigt,  bis  auf  Glieder  höherer  Ordnung: 

D^E{x\a)  •  (vi  — (a;  — ayt;j)*(t;i  — (ic  — a/vj)*. . .  [v^  —  (x  —  aYvnY x 

Diese  Gleichung  zeigt,  dafs  bei  unbestimmten  v^,  t;^, . . .  Vn  die 
Diskriminante  2)  den  Faktor  x  —  a  nicht  enthält.  Bei  Spezialisierung 
der  Ghröfsen  v,,  v^,  ...  t?«  erhält  D  an  einzelnen  Stellen  (x  =  a) 
allerdings  quadratische  Faktoren,  wenn  nämlich  z.  6.  v^  —  v^  oder 
Vi  —  (x  —  ayv^  durch  a:  —  a  teilbar  wird;  aber  dann  wird  im  all- 
gemeinen eben  nur  ein  Faktor  (x  —  a)*  und  keine  höhere  Potenz  in  2) 
auftreten  können,  weil  in  YD  nur  ein  Faktor  und  dieser  nur  durch 
die  erste  Potenz  von  x  —  a  teilbar  wird.  Die  Kurve  erMlt  somit,  wenn 
man  die  Funktionen  t;^,  r^, . . .  t;«  geeigneten  üngleichheitsbedingungen 
unterwirft,  nur  Doppelpunkte  an  solchen  durchweg  ins  Endliche  fallen- 
den Ausnahmestellen.    Da  die  Nullpunkte  der  ganzen  Funktion  von  x: 


''-Vi 
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die  Stellen  (x  «  a)  bestimmen^  an  welche  die  Doppelpunkte  fiEiUen,  so 
wäre  es^  damit  diese  Stellen  alle  nngleich  ansfiEÜlen;  zur  wirklicheiL 
Aufistellnng  jener  üngleichheitsbedingongen  erforderlich,  in  Beziehnng 
anf  X  die  Diskriminante  der  Funktion  U,  welche  nicht  identisch  yer- 
sch winden  kann,  zn  bilden  und  die  Grölsen  u^,  Uj, . . .  u»  so  ab  ganze 
Funktionen  von  x  zu  bestimmen,  dab  diese  zweite  Diskriminante  einflaDi 
von  Null  verschiedenen  Wert  erhält. 

Das  Ergebnis  dieser  Untersuchung  ist  hiemach  folgendes:  Die 
Diskriminante  D  der  sogenannten  Fundamentalgleichung  0  (x,  fjj^O 
des  Gebildes  F(xj  y)==0  besitzt  die  Zerlegung 

2) -ACT«, 

worin  A  die  Körperdiskriminante  bedeutet,  27  aber  eine  ganze  homogene 

Funktion  der  Unbestimmten  w^  u^, , .  .Un  von  der  Dimension  ■^n{n—l) 

ist,  deren  Koeffizienten  ganze  Funktionen  von  x  ohne  gemeinsamen 
Teiler  sind,  und  welche,  als  Funktion  von  x  betrachtet;  bei  unbestimmten 
u  lauter  einfache  Wurzeln  besitzt  und  daher  auch  bei  Spezialisierung  diese 
Eigenschaft  behalten  kann.  Hieraus  folgte  dafs  die  Bildkurve  0(2;,i7)>»O 
aulserhalb  der  Geraden  x^  oo  nur  Doppelpunkte  als  SingulariiSUn 
hat.  Es  bleibt  also  schlielslich  nur  noch  übrig,  das  Verhalten  der 
Kurve  in  den  Schnittpunkten  mit  der  Geraden  x=^  oo  zu,  regeln. 
Hier  nun  können  und  wollen  wir  es  einfach  so  einrichten,  dab  die 
Gerade  a;  =  <x>  die  Kurve  <t>(x,rj)  =  0  'm.  n  verschiedenen  gewöhnlichen 
Punkten  tj  =  ßt  mit  endlicher  Ordinate  ßi  schneidet.    Damit  eine  der 

artige   Verfügung    möglich   sei,    mufs   es   innerhalb   des   Ideak  lU 

Funktionen  geben,  welche  nicht  blols  für  das  zu  endlichen  Werten 
von  X  gehörige,    sondern    für    das    ganze   Gebiet   91«  Viel£Eiche  des 

Di^  i,  .<.  ron  ^  Fon.  |  .ind,  ™  «  ^  g«^  Di^ 

bedeutet.  Zur  Erreichung  dieses  Zieles  müssen  wir  aber  vor  allem 
Sorge  tragen,  dafs  die  Ordnungszahlen  des  Fundamentalsystems 

f[lr  x^oo  sämtlich  nicht  negativ  ausfallen;  denn  sonst  könnte  es 
eintreten,  dab,  wenn  wir  innerhalb  des  Ideals  diejenigen  Funktionen 
aussondern,  welche  sich  im  Unendlichen  regulär  verhalten,  einige 
Koeffizienten  Ui,ti2, . ,  ,Un  gleich  Null  gesetzt  werden  müssen  und 
diese  Gleichungen  in  Widerspruch  mit  den  vorher  aufgestellten  Un- 
gleichheiten treten.  Ist  aber  diese  Bedingung  erst  erfUlt,  so  werden 
wir  es  auch  stets  erzielen  können,  dals  die  Anfangsglieder  ßi,  ßi,--^ 
der  n  Reihenentwickelungen  der  Funktion  tj  bei  (x  —  c»),  also  audi  die 
Schnittpunkte  der  Geraden  x  >==  oo  mit  der  Kurve  alle  verschieden  sind. 
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Wir  genügen  aber,  wie  wir  nun  zeigen  wollen,  obiger  Forder- 
ung einÜEMsh  dadurch,  dafs  wir  die  Ordnungszahl  q  des  Divisors  D 
grolser  als  die  Yerzweigongszahl  Wx  der  Riemannschen  Flache  ^  an- 
nehmen. Es  sei  nämlich  das  Fundamentalsystem  rf'^\  ri^^\  . . .  vf^^  f&r 
{x  —  oo)  normal  und  besitze  an  dieser  Stelle  die  Ordnungszahlen 
6^j6^, . .  .Gn-  Ist  nun  ^(*),  rf^\  . . .  ^(»»J  das  komplementäre  System,  so 
ist  dieses  nach  dem   Satze  Y  auf  S.  231   ein  Fundamentalsystem   für 

den  Divisor  -^  und  hat  die  Ordnungszahlen  —(fi,  —  (J,, . . .  —  <y«.  Da 
aber  die   Ordnung   von  Q  gröJCser   als  Wx^   also    der  Divisor  -q-  von 

..         w  * 

positiver  Ordnung  ist,  so  können  sich  die  Funktionen  7f^\  ri^^\  , . .  ^W 
im  unendlichen  nicht  regulär  verhalten,  weil  sie  sonst  mehr  Null- 
stellen wie  Pole  erhalten  würden,  und  folglich  sind  —  <y,,  —  (Jj, . . .  —  <y« 
negative,  also  ö^fö^f-^-ön  positive  Zahlen.  Bilden  wir  jetzt  diejenigen 
Funktionen  des  Ideals 

welche  im  unendlichen  regulär  sind,  so  ergiebt  sich  als  Dimension 
dieser  Schar  nach  S.  224  und  S.  226: 

(<^i+ 1)  +  (<y8  + 1) +•••+ ((^1.+ 1)  «  g  -  f  +  »  >  f  +  n. 

Wir  können  also  für  Wj,  w^,  • . .  w«  irgend  welche  ganze  Funktionen 
resp.  von  den  Gbttden  (Tj  +  1,  <^2  +  1?  .  •  •  <^«+  1  nehmen,  und  da  das 
System  iy<*),  rj^%  . . .  ly^")  für  x  =  oo  normal,  nach  dem  Satze  auf  S.  167 
also  die  Determinante  |  a^  {  der  Anfangskoef&zienten  der  konjugierten 
Beihenentwickelungen  der  n  Funktionen  von  Null  verschieden  ist,  so 
lassen  sich  die  Koeffizienten  der  höchsten  Glieder  in  u^,  tig;  •  •  •  ^i  ^^^ 
so  wählen,  dafs  die  Anfangsglieder  ßi,  ß^,  -  •  >  ßn  der  Beihenentwicke- 
lungen von  1]  beliebige  vorgegebene,  also  auch  voneinander  verschiedene 
Gh-öfsen  werden.  Damit  ist  unsere  Behauptung  vollständig  erwiesen. 
Es  gilt  also  der  wichtige,  zuerst  von  Eronecker  bewiesene  Satz: 

Jede  Kurve  F(x,  y)  =  0  kann  durch  eine  Transformation 
r^=z  0(x,y),  bei  welcher  die  eine  Variabele  ungeändert  bleibt, 
umkehrbar  eindeutig  auf  eine  Kurve  0(a;,i?)-O  abgebüdet 
werden,  welche  nur  im  Endlichen  liegende  Doppelpunkte  als 
Singukritäten  besitzt. 

§3. 

Nachdem  wir  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  untersucht 
haben,  in  welcher  Weise  für  eine  beliebig  gegebene  Kurve  F(x,  y)  =  0 
der  Divisor   der  Doppelpunkt«   «rmittelt  '  >rt  werden  kann, 

woUen  wir  nunmehr  erörti  Ma  Begriffe  in 
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der  Theorie  der  algebraischen  Kurven  zukommt,  und  einen  für  alle 
Anwendungen  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  auf  Eur?eQ 
grundlegenden  Satz  aufcteUen. 

Geht  man  von  dem  geometrischen  Bilde  der  Gleichung  jP(a^y)aO 
aus,  so  bieten  sich  als  luLchstes  und  unmittelbarstes  Objekt  der  ünte^ 
suchung,  wie  schon  auf  S.  369  bemerkt  wurde,  die  ganzen  Funk- 
tionen von  X  und  y  dar;  denn  eine  solche  ganze  Funktion  G{Xjy) 
stellt,  gleich  Null  gesetzt,  eine  zweite  Kurve  dar  und  giebt  alflo  in 
Verbindung  mit  der  Gleichung  2^=0  ein  Schnittpunktesystem  auf  der 
Grundkurve.  Wir  werden  so  darauf  geführt,  innerhalb  des  Funktionen- 
korpers  K(x,  y)  dasjenige  engere  Groisengebiet  auszusondern,  welches 
aus  ganzen  Funktionen  von  x  und  y  gebildet  wird;  ein  solches  Gebiet 
bezeichnen  wir  mit  Herrn  Hilbert  als  einen  in  dem  Funktionen- 
korper  enthaltenen  Funktionenring.  Nun  hat  eine  ganze  Funk- 
tion G  (x,  y)  offenbar  die  Eigenschaft,  nur  an  den  Stellen  unendHeh 
zu  werden,  in  denen  entweder  x  oder  y  unendlich  ist;  es  entsteht  also 
die  Frage,  ob  oder  inwieweit  diese  Eigenschaft  fUr  die  in  dem  Körper 
enthaltenen  ganzen  Funktionen  von  x  und  y  charakteristisch  ist  und 
zur  Definition  verwendet  werden  kann.  Es  ist  aber  von  vornherein 
ersichtlich,  dafs  es  eine  unstatthafte  ümkehrung  des  Satzes  wiie 
zu  behaupten,  dafs  jede  Funktion  des  Körpers,  welche  nur  ib 
X  oder  y='Oo  Pole  besitzt,  sich  als  ganze  Funktion  von  x  und  y  mfine 
darstellen  lassen;  denn  es  kann  sehr  wohl  eintreten,  dafs  eine  solche 
Funktion  bei  ihrer  Darstellung  in  x  und  y  notwendig  in  gebrochener 
Form   erscheint.     Betrachten  wir  2.  B.  die  kubische  Parabel  y^  =^f^) 

so  hat  offenbar  die  Funktion  -^  jene  Eigenschaft,   da  sie  nur  einen 

einzigen  Pol  (erster  Ordnung)  bei  x=^  oo  besitzt,  und  sie  ist  offenbar 
doch,  auch  wenn  man  die  Kurvengleichung  selbst  zu  Hilfe  nimmt) 
niemals  als  ganze  Funktion  von  x  und  y  darstellbar.  Daher  ist  es 
wichtig,  Bedingungen  kennen  zu  lernen,  unter  denen  man  sicher  sein 
kann,  dafs  eine  Grölse  des  Körpers  als  ganze  Funktion  von  2;  und  )f 
darstellbar  ist  und  also  dem  Ringe  angehört;  ein  solches  System  von 
hinreichenden,  wenn  auch  nicht  notwendigen  Bedingungen  wird  aber 
durch  folgenden  wichtigen  Satz  geliefert: 

Wenn  in  der  Gleichung  F{x,  y)  =  0  x  bis  zum  »*", 
y  bis  zum  n^®°  Grade  aufsteigt  und  itx  und  tty  die  Nenner- 
divisoren von  X  und  j/,  S  aber  den  Divisor  der  Doppelpunkte 
bedeutet,  so   ist  jede  Funktion  des  Körpers  K{xy  j/),  welche 

ein  Vielfaches  des  Divisors    ^_^  „„^  ist,  als  ganze  Funktion 
von  X  und  y  darstellbar.        *        ^ 
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Wesentlich  in  diesem  Satze  ist  also  vor  allem  die  Yoraussetznng, 
dab  der  Zahler  der  Funktion  den  Divisor  der  Doppelpunkte  enthalten 
soU;  anlserdem  haben  wir,  am  den  Satz  in  den  Grenzen  seiner  späteren 
Anwendungen  zu  halten,  eine  weitere,  aber  nebensächliche  Yoraos- 
setzung  über  die  Ordnung  des  ünendlichwerdens  der  Funktion  für 
(x  s=  (X))  oder  (y  =  cx))  hinzugefügt 

Beim  Beweise  des  Satzes  haben  wir  öfter  von  einer  dem  Körper 
angehörigen  Funktion  g>(x,y)  die  Summe  der  konjugierten  Ghrofsen 

^(SP)  *=  9i  +  %  H 1"  9» 

zu  bilden.  Für  diese  GhrolBe,  welche  nach  S.  117  die  Spur  der  Funk- 
tion q>  heilist  und  stets  eine  rationale  Funktion  von  x  ist,  gelten  nun 
einige  einfetche  Gesetze,  von  denen  wir  jetzt  und  später  Gebrauch  machen 
und  welche  wir  deshalb  dem  Beweise  der  vorher  ausgesprochenen  Be- 
hauptung voraufschicken. 

Hat  man  bei  der  Divisorenzerlegung 

80  ist  der  Nenner  der  Spur  S((p)  im  allgemeinen  offenbar  die  Ideal- 
norm von  n,,,  weil  diese  ja,  wenn  man  von  den  nach  (x  »  cx>)  fedlenden 
Punkten  absieht,  das  Produkt  aller  Konjugierten  von  n<p  ist.  In  be- 
sonderen Fallen  erhalt  man  aber  viel  einfEbchere  Resultate,  denn  es 
gilt  der  folgende  Satz,  der  übrigens  auch  später  für  den  Beweis  des 
Abelschen  Theorems  von  grundlegender  Bedeutung  ist: 

Wenn  der  Nenner  von  q>  ein  Teiler  des  Verzweigungs- 
divisors 3«  ^^}  80  ist  die  Spur  von  q>  eine  Konstante. 
Denn  ist  « 

0(0 

80  gelten  in  einem  a- blättrigen  Verzweigungspunkte  SS«  der  Riemann- 
schen  Fläche  Reihenentwickelungen  der  Form: 

9^1=  ^  +  ^  +•••+      T    +••• 

(x-a)  "  {x-a)  "  («-a)" 

9^«=      ^      +       ^      +•••+    T    +••• 

%=   ^^   H ^^   +---H ^+--- 

^(a-l)(a-l)(^_^j    a  ^(«_l)(a-r  ^y 
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wobei  o  eine  primitive  a^  Einheitswnrzel  bedeutet.     Da  unn  fBr  jede 
ganze  Zahl  r,  die  nicht  durch  a  teilbar  ist^ 

1  +  CD'-  +  o*'*  H h  o(«-i)'-  =  0 

ist,  so  fällt  in  der  Summe  9i  +  g?2  H f"  9«  d®^  Hauptteil  der  Bnt- 

Wickelung  fort.    Also  mulB  auch,  wenn  bei  {x  =  a)  mehrere  Punkte  der 
Biemannschen  Fläche  übereinander  liegen,  die  Spur 

S(fp)  =  9>i  +  92  H 1"  9^» 

eine  bei  (x  =  a)  reguläre  Funktion  sein;  dies  gilt  aber  für  jede  beliebige 
endliche  oder  unendlich  ferne  Stelle  (x  »  a),  da  man  für  unendlich  ferne 

Punkte  nur  x  •—  a  durch  —  zu   ersetzen   hat,   folglich   ist  SOp)  eise 

Eonstante,  was  zu  beweisen  war. 

Gknz  dasselbe  Resultat  fliefst  auch  ohne  Anwendung  von  Beiheii' 
entwickelungen   aus   der   einfachen  Erwägung,    dals   die   Funktion  f 

nach  Multiplikation  mit  x  —  a,  resp.  mit  —  für  die  Prim£Eiktoren  toil 

ix—af  i'^sp.  Yon  ttx  positive  Ordnungszahlen  erhält.    Folglich  hat  aock 
die  rationale  Funktion 

S{{x-d)tp)^{x-a)S((p)y    resp.    S{^  q>)  =  ~8{(p) 

far  {x  =  a),  resp.  (x  =  c»)  eine  positive,  S{q>)  abo  an  jeder  beliebigen 
Stelle  eine  nicht  negative  Ordnungszahl.     Folglich  ist  S((p)  =  comi 
Dieser  Satz  läfst  sich  leicht  in  folgender  Art  erweitem: 

Wenn  der  Nenner  der  Funktion  tp  das  Produkt  ans  dem 
Verzweigungsdivisor  3«  ^i^d  einer  positiven  Potenz  von  rix  i^ 
so  dals 

0(p 

m  =  — ^— 

ist,  so  ist  S(<p)  eine  ganze  Funktion  ft**"  Grrades  von  x. 

Denn  zunächst  trifft  für  alle  endlichen  Werte  von  x  die  gleiche 
Deduktion  wie  vorher  zu,  und  folglich  hat  S((p)  im  Endlichen  keine 
Pole  und  ist  also  eine  ganze  Funktion.  Der  Grrad  dieser  ganzen 
Funktion  ist  aber  notwendig  gleich  fi,  weil  die  Funktion 

für  {x  =  cx>)  die  Überlegung  des  vorigen  Absatzes  gestattet  und  sich 
hierdurch  als  regulär  für  diese  Stelle  erweist. 

Nach    dieser  Vorbereitung    schreiten    wir    zu    dem    Beweise  dee 
Hauptsatzes   und   gehen  hierbei   von   der   Überlegung   aus,   daCs  jede 
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^mktion  V  des  Körpers  anf  eine  und  nur  eine  Weise  in  die  Form 
gesetzt  werden  kann: 

V  =  ro  +  r^y  +  r,y*  + .  • .  +  rn-itr~\ 

wobei  Tq,  Ti,, . .  rM_i  rationale  Funktionen  von  x  bedeuten;  es  ist  abo 
nur  zu  beweisen,  daüs  unter  der  angegebenen  Voraussetzung  die  Funk- 
tionen Th  ganz  werden.  Zur  Bestimmung  derselben  wenden  wir  nun, 
wie  auf  S.233,  die  Lagrangescbe  Interpolationsformel  an,  welche,  wenn 
«  eine  Unbestimmte  und  F(x,  y)  =^0  die  Eurvengleicbung  bedeutet, 
ergiebt: 

wobei  Vj,  .  .  .  V«  die  Konjugierten  der  Funktion  V  sind.  Setzen 
wir  ftigo 

dy 
BO  ist  f£lr  beliebiges  u: 

ro  +  r^u-] h^«-it*""^  -5(9). 

Wir  haben  nun  zu  zeigen,  dals,  falls  ®  ein  ganzer  Divisor  und 
2)  \|f  ^        2)® 


ist,  die  rationale  Funktion  S{(p)  für  unbestimmtes  u  eine  ganze 
Punktion  (m  —  1)**°  Ghrades  von  x  ist.  Hierdurch  ist  unser  Satz  be- 
lesen, da  dann  notwendig  auch  alle  Koeffizienten  Tq,  r^^ . , .  Tn—i  ganze 
Funktionen  (m  —  1)^^  Grades  sind.  Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  den  zu 
9'  gehörigen  Divisor  dar  und  betrachten  zunächst  den  darin  auftretenden 

u-y 

Da  der  Zähler  eine  ganze  Funktion  m^^^  Grades  von  x,  der  Nenner 
eine  ganze  Funktion  ersten  Grades  von  y  ist,  so  tritt  im  Zahler  tty, 
IUI  Nenner  n"*  auf.  Aulser  bei  (x  =  od)  könnte  obige  Funktion  noch 
W  y  »  u  unendlich  werden-,  dals  das  aber  nicht  der  Fall  ist,  erkennt 
nian,  wenn  man  berücksichtigt,  dals  F{xy  y)  ^  0  ist  und  daher  unser 
Quotient  auch  in  die  nennerfreie  Form  gesetzt  werden  kann: 

+  an-.i(x)  (w«-«  +  •  •  •  +  y~*)  +  •  •  •  +  Oj  (rr)  (w  +  y)  +  Ol  (x), 
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aus  welcher  heiTorgeht^  dals  die  Funktion  bei  y  «=  u  endlicli  bleibt 
Dfther  erhalt  die  Funktion  die  Divisorendarstellung 


F{X,U)  Wy^ 


m 


«-y       11. 


■9 


wo  &  ein  ganzer  Divisor  ist.  Tragen  wir  also  die  Divisorengleichniig  (2) 
and  die  nach  Formel  (4)  anf  S.  382  fOr  -^  geltende  Gleichnng 

dF  ^     ^hx 
in  (1)  ein.  so  erhalten  wir 

m  =  5C_^. 

Nach  dem  Yoranfgeschickten  HiUssatze  ist  also  S((p)  eine  ganse 
Funktion  (m  —  1)^°  Grrades  yon  rr,  und  damit  ist  unser  Satz  bewiesezi. 
Man  kann   ihn  noch  leicht  in  der  Weise  erweitern,  daCs  man  etwBS 
allgemeinere  Voraussetzungen  über  die  Ordnung  des  ünendlichwerdens 
der  Funktion  V  einführt    Es  gilt  nämlich  der  Satz: 

Wenn  fi  <m  und   v  <n  ist,  so  ist  eine  Funktion  ¥  des 

Körpers,   welche    ein   Vielfaches   des   Divisors  ist,  eina 

ganze  Funktion  von  x  und  y,  welche  in  x  den  Ghrad  fi,  in  Jf 
den  Gfrad  v  hat. 

Denn  sind  u  und  v  zwei  unbestimmte  Grölsen,  so  hat  man  nach 
dem  vorher  bewiesenen  Satze: 

V(rr-u)»»-i-A'(y-t;)— 1-- «  ro  +  r,y +  ...  + r,_iy--S 

wo  Tq,  rj, . . .  r„_i  ganze  Funktionen  (m  —  1)**'  Ordnung  sind.  Das  ist 
aber  bei  unbestimmten  u,  v  nur  möglich,  wenn  die  Funktion  rechter 
Hand  identisch  den  Faktor  (a:  — M)"*"-*~'*(y  —  t7)''— *"""  enthält;  laä 
Weghebung  desselben  findet  man 

wo  r^,  Vi,  . . .  r y  ganze  Funktionen  ft*®'  Ordnung  von  x  sind,  was  «o 
beweisen  war. 

Zufolge  dieses   Satzes  ist  es,  wenn  man  von  kurventheoretischen 
Vorstellungen  ausgeht,   überall   möglich,   sich  auf  den   geschlossenen 
Ereis    derjenigen   Gröfsen    des    Körpers    zu     beschränken,    welche 
sich   als   ganze   Funktionen   von  x  und  y  darstellen  lassen  und  deren 
Zählerdivisor  sich  daher  als  das  volle  Schnittpunktsystem  einer  Knrre 
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interpretiereu  lälst.  Handelt  es  sich  z.  B.  um  die  Bestimmung  der 
p  Integrale  erster  Gattnng 

so  wissen  wir  ans  dem  Früheren  (S.  300)  ^  dals  eine  solche  Funktion  tp^^ 

nj 
ein  Yielfeu^hes  des  Divisors  ^  ist.    Bilden  wir  also  das  Produkt 

80    ist  jede  dieser  Funktionen  ein  Vielfaches  des  Divisors  5 =• 

Auf  Ghnnd  des  vorher  aufgestellten  Satzes  ist  hiemach  ^^^  eine  ganze 
Fonktion  von  x  und  y,  welche  in  x  den  Grrad  m  —  2,  ia  y  den  Grad 
n  —  2  hat;  es  ist  abo 

_  ^V^^/  /(/  =  0, 1,  2, . . .  w-  2\ 

^  ""         BF  U  =  0,  1,2,  ...  n-2/ 

Dabei  muls  also  die  Zahlerkurve   Za^Arr^j^^O  noch   der  Forderung 

genügen,  daCs  sie  durch  die  Doppelpunkte  der  Kurve  F-^0  hindurchgeht, 

imd  da,  wie  wir  wissen,  genau  p  linear  unabhängige  Integrale  existieren, 

80  sind    diese    den   (n  —  1)  (w  —  1)  Koeffizienten   a^h  auferlegten   Be- 

dinffamren  nur 

^^  (n-l)(m-l)-i)«d 

linearen  unabhängigen  Gleichungen  äquivalent.  Während  also  die 
Ordnung  des  Divisors  2)  gleich  2d  ist,  reduziert  sich  die  Anzahl  der  von 
den  Koeffizienten  ag^  zu  erfüllenden  linearen  Gleichungen  auf  die  Hälfte  d. 

Eine  derartige  Kurve,  wie  sie  hier  im  Zähler  auftritt,  bezeichnet 
num  als  eine  der  Grundkurve  F(x,y)  =  0  adjungierte  Kurve.  Sie 
ist  durch  die  Bedingung  charakterisiert,  dafs  sie  durch  die  Doppel- 
punkte der  Grundkurve  hindurchgeht,  wobei  im  Falle  höherer  Sin- 
golaritäten  diese  Forderung  allerdings  erst  durch  die  früheren  Aus- 
einandersetzungen ihre  volle  Bestimmung  erfährt;  eine  zur  Grundkurve 
^jnngierte  Kurve  ist  nämlich  eine  solche,  für  welche  der  dem  Schnitt- 
pnnktesystem  zugeordnete  Divisor  durch  den  Divisor  2)  der  Doppel- 
punkte teilbar  ist. 

Die  Anzahl  der  Schnittpunkte,  welche  eine  derartige  adjungierte 
Kurve  mit  der  Grundkurve  gemein  hat,  ist,  da  x  im  Grade  w  —  2, 
y  im  Grade  n  —  2  auftritt,  gleich 

(m  — 2)n-|-(n-2)w-2(w-l)(n-l)-2  =  2d  +  2|)-2. 

Von  diesen  entfiedlen  2d  Schnittpunkte  auf  den  Divisor  2)  der  Doppel- 
punkte^  -«Ehrend   die  Kurvenschar,  wie  wir  nun  noch  zeigen  woUen, 
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andere  feste   Schnittpunkte   nicht   besitzt;    eine    derartige    adjnngierfce 
Kurve  besitzt   also  2p  —  2  freie  oder  yariable  Schnittpunkte  mit  der 
Grundkurve.    Die  letzten  2p  —  2  Schnittpunkte   der  Eurvenschar  mit 
der  (rrundkurve  entsprechen  nämlich  genau  den  2p  —  2  Primdivisoren 
der  DifiPerentiale  erster  Gattung.     Denn  ist 


V 


S)9B 


i"? 


WO  SB  der  ganze  Divisor  der  Ordnung  2p  —  2  ist,  der  den  fireiexi 
Schnittpunkten  der  Kurve  V  =  0  entspricht,  so  ist  zufolge  des  Satzes  auf 
S.  384  der  zu  dem  Differentiale 

dy 

gehörige  Divisor  gleich  SB;  der  Divisor  SB  ist  also  ein  ganzer  Divisor 
der  Klasse  W  der  Differentiale,  und  da  diese  primitiv  ist  (S.  308),  so 
besitzt  die  Schar  der  adjungierten  Kurven  auch  keine  weiteren  festen 
Schnittpunkte  mit  der  Grundkurve,  was  zu  beweisen  war. 

§4. 

Die  im  Vorhergehenden  angewendeten  Methoden  zur  Auflosimg 
der  Singularitäten  einer  gegebenen  Kurve  beruhen  sämtlich  daru^ 
dafs  man  die  Kurve  durch  eine  umkehrbare  Transformation  auf  eine 
andere  abbildet.  Derartige  birationale  Transformationen  allgemeinster  Be- 
schaffenheit spielen  nicht  blofs  in  der  Theorie  der  Funktionen,  sondern 
auch  in  der  der  höheren  algebraischen  Kurven  eine  überaus  wichtige 
Bolle.  Wir  wollen  daher  nunmehr  die  geometrische  Bedeutung  derartiger 
umkehrbar  eindeutiger  Abbildungen  in  ihren  Grundzügen  erörtern. 

Wenn  man  eine  gegebene  Kurve  F(x,  y)  =  0  durch  eine  Trans- 
formation der  Form 

i  =  r(x,y),     ri  =  r^{x,y\ 

welche  umkehrbar  ist  und  somit  die  Auflösung 

besitzt,   in   eine   andere   0  (§,  9^)  =  0   überführt,   so  ist  eine  derartige 
Abbildung   die   allgemeinste,    durch   welche    algebraische    Kurven  eb- 
deutig  aufeinander  bezogen  werden  können.     Bei  einer  solchen  ändoa 
sich,    wie    wir    gesehen    haben,    im    allgemeinen    die    Ghikdzahlen  n 
und     n,      die      Singularitäten      der      Kurve      und      überhaupt     ioA 
meisten    Anzahlen    imd    Besonderheiten,    welche    der    Kurve    im  ge- 
wöhnlichen  Sinne   eigentümlich   sind.     Es   giebt   aber   trotzdem   eise 
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Anzahl  yon  Eigenscilaften,  welche  auch  durch  derartige  allgemeinste 
Abbildimgen  nicht  zerstört  werden  können^  und  gerade  diesen  bei  be- 
liebiger Transformation  invarianten  Elementen  der  Kurve  wird  natur- 
gemals  eine  ganz  besonders  wichtige  Rolle  in  der  Eurventheorie 
zoftEdlen.  Nach  unseren  früheren  Auseinandersetzungen  besitzt  z.  B. 
die  ursprüngliche  und  die  Bildkurve  stets  dasselbe  Geschlecht,  und 
es  erweist  sich  also  vor  allem  das  Geschlecht  der  Kurve  als  eine  in- 
mnante  Anzahl.  Wenn  wir  femer  durch  die  Doppelpunkte  der 
KuLTve  F^O  eine  adjungierte  Kurve 

g  =  0      h—O 

Undarchlegen,   so   schneidet   dieselbe   nach   den  Auseinandersetzungen 
des  vorigen  Paragraphen  die  Grundkurve  aufser  in  den  Doppelpunkten 
noch  m  2p  —  2  freien  Punkten,  welche  den  Primdivisoren  eines  zu  der 
Kurve  gehörigen  Differentialteilers  erster  Gattung  entsprechen.    Bildet 
man  daher   die   Kurve   durch   eine  birationale  Transformation  ab,   so 
entgprechen  diesen  2jp  —  2  Punkten  ebenso  viele  Punkte  der  Bildkurve, 
nnd  da    der    Differentialteiler    hierbei    ganz    unverändert    bleibt,    so 
mflssen    auf   ihr  solche    2p  —  2  Punkte    ebenfalls    mit    den   Doppel- 
punkten auf  einer  adjungierten  Kurve  liegen.    In    diesem    Sinne    ent- 
sprechen  also   den    zu   F=^0   adjungierten  Kurven    die   adjungierten 
der  Kurve  0  =  0,  so  daJs  sich  die   Schar  dieser  adjungierten  Kurven 
oder  vielmehr   der    von   ihnen   ausgeschnittenen   Schnittpunktsysteme 
W  beliebiger  Transformation  invariant  erhält. 

Die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Kurven  ist,  wie  oftmals  her- 
vorgehoben, im  allgemeinen  eine  eindeutige.  Nur  in  den  singulären 
Stellen  der  Kurven  geht  diese  Eindeutigkeit  verloren;  denn  da  zu 
^em  h -fachen  Punkte  der  Kurve  F  =>  0  k  Primdivisoren  gehören,  so 
können  einem  solchen  Punkte  mehrere  der  Bildkurve  entsprechen; 
^W  diese  Eigenschaft  war  es,  welche  dazu  benutzt  werden  konnte, 
^ine  derartige  Singularität  in  k  einfache  Punkte  der  Bildkurve  auf- 
lösen. 

Die  hier  auseinandergesetzten  Prinzipien  sind  nicht  auf  ebene 
t^unren  beschi&ikt,  sondern  sie  können  unmittelbar  auf  Raumkurven 
übertragen  werden.  Ist  nämlich  z  =  x(x,  y)  irgend  eine  Funktion  des 
Körpers,  und  trägt  man  in  jedem  Punkte  der  Kurve  F{xj  t/)  =  0  die 
sngehorige  jgr-Koordinate  auf,  so  gehört  zu  jedem  Punkte  der  ebenen 
Xorve  JP=  0  im  allgemeinen  ein  und  nur  ein  Punkt  einer  Raumkurve, 
welche   so   auf  die   ebene  Kurve  eindeutig  bezogen  ist.    Noch  etwas 

Hent«l  a.  L»ndib«rg,  Algebnische  Funktionen  etc  27 
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allgemeiner  ist  folgende  Bestimmung:  Ist  I  (x,  y)  =»  0  die  GFnmdknrTe, 

SO    861611 

irgend  drei  Funktionen  des  Körpers,  welche  die  Eigenschaft  haben, 
daCs  zu  einem  Wertsystem  (|,  rj^i)  im  allgemeinen  nur  ein  Wertsystem 
(x,  y)  gehört;  dann  ist  der  Körper  der  rationalen  Funktionen  yon  |,  i},  £ 
identisch  mit  dem  Körper  der  rationalen  Funktionen  von  x  und  y^  also 

K{%,  n,  Ö  =  K{x,  y), 

und  es  lassen  sich  umgekehrt  auch  x  und  y  rational  durch  |,  r^^  l 
darstellen: 

Durch  die  obigen  Gleichungen  wird  nun  eine  Baumkurve  definiert^ 
für  welche  der  zu  dem  Wertsystem  {xj  y)  gehörige  Punkt  der  Biemaon- 
schen  Flache  die  Bolle  eines  Parameters  spielt,  und  welche  so  um- 
kehrbar eindeutig  auf  die  Gbnndkurve  abgebildet  ist.  Die  Definition 
des  Geschlechtes  kann  abdann  unmittelbar  yon  der  ebenen  auf  die 
Baumkurve  übertragen  werden. 

Ist  (I  ="  a,  ii=^hy  i^=  c)  ein  Punkt  der  Baumkurve,  so  haben  die 
Zähler  der  Funktionen  1^  —  tty  t]  —  b,  i  —  c  nach  unserer  Annahme  im 
allgemeinen  nur  einen  Primdivisor  gemein.  Für  eine  endliche  Anzahl 
von  Punkten  (a,  b,  c)  können  aber  Ausnahmen  eintreten,  imd 
wenn  dann  Ji— a,  äi?— 6;  i^—c  einen  Divisor  Ä;**'  Ordnung  gemein  haben, 
so  erhält  die  Baumkurve  daselbst  einen  A;- fachen  Punkt.  Es  ist  nun 
fast  unmittelbar  zu  sehen,  dafs  zu  einer  gegebenen  Kurve  F(x,y)^0 
eine  raumliche  Bildkurve  stets  so  bestimmt  werden  kann,  dafs  sie  toü 
Doppelpunkten  frei  ist;  man  kann  also  eine  vollkommene  Beseitigong 
der  Singularitäten  durch  Erhöhung  der  Anzahl  der  Dimensionen  herbei- 
führen. In  der  That  kann  man  zuvörderst  nach  dem  Satze  auf  S.  402 
die  Singularitäten  der  ebenen  Kurve  als  vielfache  Punkte  mit  getrennten 
Tangenten  voraussetzen  und  sodann  z.  B.  §  «  o;,  17  «  y  nehmen  und  die 
Funktion  i=^y^(x,y)  in  mannigfaltiger  Weise  so  bestimmen,  dab  sie 
in  einem  X;-fachen  Punkte  der  Kurve  F(x,y)  ^0  k  verschiedene 
Werte  f^,  f^, . . .  f*  erhält  (S.  216).    Es  gilt  abo  der  Satz: 

Jede  ebene  algebraische  Kurve  kann  umkehrbar  eindeutig 
auf  eine  doppelpnnktfreie  Baumkurve  abgebildet  werden. 

Betrachtet   man   eine   Kurve   anstatt   als   Punkt-  als  Tangenten- 
gebilde,   so    sind    die  Tangentenkoordinaten  rationale  Funktionen  der 
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Piinkiikoordiiiaten,    also   Funktionen    des    Körpers.     Da   nämlicli    die 
Tangente  die  Gleichung  hat: 

(6--a?)dy  —  (i?  —  y)da;  =  0, 

80  sind  ihre  Linienkoordinaten 

dy  dx 

1*  =»  — 3 —      j   >     v  = 


ydx  —  xdy  xdy  —  ydx 

Umgekehrt  ist,  wie  man  leicht  durch  DifiEerentiation  bestätigt: 

dv  du 

vdu  —  udv^    ^       udv  —  vdu 

also  ist  die  obige  Beziehung  stets  eindeutig  umkehrbar.  Diese  und 
ähnliche  Umformungen  sind  also  spezielle  birationale  Transformationen 
und  können  daher  nach  den  dargelegten  Prinzipien  untersucht 
werden,  wobei  stets  der  Satz  yon  der  Erhaltung  des  Geschlechtes 
eine  besonders  wichtige  Rolle  spielt.  Wir  wollen  diese  Methoden 
in  einer  Reihe  yon  Anwendungen  erörtern,  vorher  aber,  da  wir  hierbei 
die  Kurren  am  besten  unter  projektiyen  und  darum  yon  den  früheren 
etwas  abweichenden  Gesichtspunkten  betrachten,  die  Modifikationen 
auseinandersetzen,  welche  unsere  allgemeinen  Entwickelungen  und  Be- 
grifibbildungen  erfahren,  wenn  wir  die  etwas  spezielleren  Voraussetzungen 
der  projektiven  Geometrie  der  Untersuchung  zu  Grunde  legen  und 
durchweg  mit  homogenen  Gleichungen  operieren. 


Fünfundzwaiizigste  Vorlesung. 

Homogene  Gleichungen  und  Divisorenscbaren.  —  Lineare  Transformation.  —  SchniH- 
kurven.  —  Der  Divisor  der  Doppelpunkte  im  projektiven  Sinne.  Seine  DarsteUung.  — 
Aronholdsche  Form  der  Abelscben  Differentiale.  —  Die  Bedeutung  des  Divisors  der 
Doppelpunkte  bei  dieser  Darstellung;  ac^ungierte  Kurven.   —   Der  Bestsatz  für 

a^jungierte  Kurven.  —  Korresidualität. 

§1. 

Wir  gelangen  am  einfaclisten  zn  den  allgemeinsten  algebraischen 
Gebilden;  welcbe  durch  homogene  Gleichungen  dargestellt  werden, 
wenn  wir  innerhalb  des  Körpers  K(jSfU)  drei  Funktionen  x^yX^jX^  so 
wählen^  dafs  umgekehrt  u  und  e  rational  durch  zwei  ihrer  Quotienten, 

z.B.  durch  — ^  und  —  ausgedrückt  werden  können   und   dals   zwiscnen 

Xq  Xq 

Xq,  x^y  x^  keine  lineare  homogene  Relation  mit  konstanten  Koeffizienten 
besteht.     Zufolge  der  ersten  Voraussetzung  wird  der  Korper  {K{Zi^ 

durch  die  Gesamtheit  der  rationalen  Funktionen  von  ^}  ^  erschöpft) 
so  dais 


^(1'  I) = ^(^' «) 


ist.  Betrachten  wir  femer  die  den  drei  Funktionen  zugeordneten 
Divisoren  und  bezeichnen  ihren  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  mit  % 
indem  wir 

1)  ^o^aKSo»  x,=:m^^,  x,=^m% 

setzen,  so  sind  Sq^  ^i^  ^2  ^^^^  ganze  Divisoren  ohne  gemeinsamen 
Teiler,  welche  einer  und  derselben  Klasse  Ä  angehören;  die  Dimension 
der  Klasse  A  muTs  dann  zufolge  der  zweiten  Voraussetzung  mindestens 
gleich  drei  sein: 

denn  sonst  würde  eben  zwischen  den  Divisoren  Äq,  StijSfj,  also  auch 
zwischen  den  Funktionen  Xq,  x^y  x^  eine  lineare  homogene  Gleichung 
bestehen. 

Bei  allen  nachfolgenden  Untersuchungen  haben  wir  ausschlielalich 
mit  homogenen  Gleichungen  zwischen  Xq,  x^,  x^  zu  thun.  Derartige 
Gleichungen  bleiben  aber  bestehen,  wenn  wir  Xq,Xi,x^  durch  ^ix^j (ix^nx^ 
ersetzen,  wie  wir  auch  den  Proportionalitätsfaktor  (i  im  übrigen  wählen 
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mögen.  Besteht  hiernacli  zwischen  x^^x^yX^  eine  homogene  Gleichung 
v*^  Ghrades  von  der  Form 

so  gilt  dieselbe  Gleichung  auch  fOr  die  zugehörigen  Divisoren 

<J>(«o,«n«,)  =  0. 
Diese  letztere  Gleichung  ist  so  zu  verstehen,  dais  zwischen  den  Potenz- 
produkten der  Dimension  vi 

^7  ?tl*  Äj['  («0  +  «1  +  «t  =  v), 

welche  sämtlich  der  Klasse  Ä'  angehören,  eine  bestimmte  lineare 
homogene  Relation  besteht;  ihre  algebraische  Bedeutung  ist  also  durch 
die  Ausf&hrungen  in  §  2  der  siebzehnten  Vorlesung  völlig  erklärt.  Wir 
dürfen  und  wollen  daher  in  der  Folge  mit  homogenen  Gleichungen 
höheren  Grades  zwischen  gegebenen  Divisoren  ebenso  gut  wie  bisher 
mit  linearen  Gleichungen  rechnen. 

Zufolge  dieser  Bemerkungen  spielt  in  obigen  Gleichungen  (1)  der 
Divisor  SR  eine  ganz  unwesentliche  Bolle  und  kann  durch  einen  be- 
liebigen anderen  Divisor  der  Klasse  -j  ersetzt  werden;  man  kann  z.  B., 
was  wir  in  der  Folge  meist  thun  werden^ 

g»  =  -i 

setzen,  wobei 

a-Co^o  +  ^Äi  +  Cia, 

einen  beliebigen  Divisor  der  aus  den  linearen  Verbindungen  der  Grund- 
divisoren bestehenden  Schar  @  =  (^09^;^2)  bedeutet.  Immer  dann, 
wenn  wir  mit  homogenen  Gleichungen  zu  operieren  haben,  handelt  es 
sich  nicht  eigentlich  um  Gleichungen  zwischen  Funktionen,  sondern 
vielmehr  um  solche  zwischen  Divisoren.  Die  Untersuchung  der  pro- 
jektiven Eigenschaften  algebraischer  Kurven  ist  hiemach,  wie  wir 
jetzt  im  einzelnen  zeigen  werden,  algebraisch  völlig  gleichwertig  der 
Untersuchung  einer  Schar  von  Divisoren  und  der  zwischen  diesen 
bestehenden  Gleichungen. 

Betrachten  wir  einen  beliebigen  Divisor 

der  Schar  @,  so  ist,  wenn  die  Ordnung  der  Klasse  A  gleich  n  ist, 

und    die   n  Primfaktoren  dieses   Divisors   entsprechen   den   n  Schnitt- 
punkten der  Kurve  mit  der  Geraden 
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weil  eiben  der  Zähler  der  Funktion  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung 
gleich  9[  ist  Ebenso  aber^  wie  wir  die  Gesamtheit  der  Geraden  der 
Ebene  anstatt  aus  Xq  =  0,  x^^^O,  x^^O  auch  ans  drei  anderen  Ge- 
raden zusammensetzen  können^  die  ein  Dreieck  bilden,  so  können 
wir  auch  die  Gesamtheit  der  in  der  Schar  @  enthaltenen  DiYisormi, 
anstatt  aus  ^q,  ^^^  SH^  aus  drei  anderen  linear  unabhängigen 
Divisoren  der  Schar  komponieren.    Bilden  wir  nämlich 


2) 


und  wählen  die  Koeffizienten  dieser  Gleichungen  so,  dais  die  Determinante 


von.  Null  verschieden  ist,  so  sind  auch  SBq;  93^;  SSg  linear  unabhängig 
und  es  lassen  sich  Üq,  SS^^fi^  als  lineare  homogene  Funktionen  von 
^09  ^1 }  ^9  darstellen,  die  wir  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (2) 
erhalten.  Es  können  also  nicht  blofs  die  linearen  Verbindungen  tos 
93o,  93i;  S32  als  Linearformen  der  Divisoren  {(g,  %ij  %^  dargestellt 
werden,  sondern  es  gilt  auch  das  Umgekehrte;  die  Schar  (SBq,  S^,  S^) 
ist  somit  mit  der  Schar  {%^,  ^,  Stj)  identisch.  Diese  Transformation 
der  Ghrunddivisoren  der  Schar  @  entspricht  offenbar  genau  einer  ye^ 
änderung  des  Eoordinatendreiecks,  auf  welches  die  Gleichung  der  Kurve 
bezogen  wird.  Bezeichnen  wir  nämlich  mit  9  und  SB  zwei  beliebige 
Divisoren  der  Schar  @  und  setzen  wir 


Xq  —  ^}     ^  "^  2i'     ^  —  "ä 

Sa  9«  Söm 


3) 


8 
so  hat  man  zufolge  der  Gleichungen  (2),  wenn  die  Funktion  fA^^i 

ein  Proportionalitätsfaktor  ist, 

IMq  =  »00^0  +  %l^  +  0^02^ 

wodurch  wir  auf  die  gewöhnlichen  Gleichungen  der  KoordinatentranB- 
formation  oder  der  Eollineation  zurückkommen.  Die  Gleichungen  (2) 
und  (2  a)  sind  also  im  wesentlichen  äquivalent,  und  es  laust  sich 
eine  System  aus  dem  andern  unmittelbar  ableiten. 
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Wir  werden  nun  in  der  Folge  ansschlielslich  mit  denjenigen  Eigen- 
schaften der.  algebraischen  Kurven  zu  thnn  haben,  welche  durch 
KoUineation  nicht  zerstört  werden  können;  dies  bedeutet  aber  in 
algebraischer  Aasdrucksweise;  dats  wir  nur  solche  Eigenschaften  be- 
trachten, welche  nicht  den  einzelnen  Divisoren,  sondern  der  ganzen 
Schar  @  eigentümlich  und  von  der  Art  des  Aufbaues  der  Schar  un- 
abhängig sind. 

Da  wir  hiemach  die  Gleichung  der  Kurve,  je  nach  der  Wahl  des 
Koordinatensystems,  in  verschiedenen  Formen  erhalten  können,  so  be- 
nutzen wir  die  uns  zur  Verfügung  stehende  Transformation  öfter,  um 
ungeeignete  Gleichungsformen  zu  vermeiden.  Wir  können  und  wollen 
z.  B.  für  die  Folge  annehmen,  dals  der  Divisor  V^  aus  n  verschiedenen 
Primfaktoren  besteht  und  dafs  ^^  sowohl  wie  St,  zu  St^  teilerfremd 
sind.  Diese  Voraussetzung  ist  leicht  zu  erfüllen;  denn  wir  können 
die  erste  Seite  a^^  »  0  des  Koordinatendreiecks  so  annehmen,  daCs  sie 
die  Kurve  in  n  gewöhnlichen  verschiedenen  Punkten  schneidet  und 
sodann  die  anderen  beiden  Seiten  x^^O  und  x^==^0  so  wählen, 
dab  sie  durch  keinen  jener  n  Schnittpunkte  hindurchgehen.  BUden 
wir  unter  dieser  Voraussetzung  die  Gleichung  der  Kurve 

4)  F(x„x,,x,)^0    oder    F(%,^,%)^0, 

so  ist  die  linke  Seite  derselben  eine  homogene  Funktion  n^°  Grades, 
in  welcher  die  Koeffizienten  von  x^  und  x^,  resp.  von  ^^  und  ÄJ  von 
Null  verschieden  sind.  Da  nämlich  jede  Gerade  der  Ebene  die  Kurve 
in  n  Punkten  schneidet,  so  muls  die  Gleichung  der  Kurve  notwendig 
vom  n^^  Grade  sein,  d.  L  es  mulB  jedes  Glied  der  Gleichung  die 
Dimension  n  besitzen,  und  es  muls  femer  der  Koeffizient  z.  B.  von  x^ 
von  Null  verschieden  sein,  weil  andernfalls,  entgegen  unserer  Voraus- 
setzung, der  Punkt  (Xq  =  0,  a^  =  0)  auf  der  Kurve  liegen  würde.  Die 
Kurve  ist  femer  nach  §  2  der  sechzehnten  Vorlesung  unzerlegbar,  da 
sie  zufolge  der  im  Anfange  dieses  Abschnittes  getroffenen  Annahme 
auf  das  ursprünglich  gegebene  algebraische  Gebilde  /  (u,  £1)^=0 
umkehrbar  eindeutig  bezogen  ist. 

Die  wirkliche  Aufstellung  der  Gleichung  JF  =  0  und  damit  eine 
Bestätigung  der  eben  erwähnten  Eigenschaften  erfolgt  jetzt  am  ein- 
fachsten, wenn  wir  unter  Benutzung  der  früher  erlangten  Resultate 
zunächst  auf  die  nicht  homogenen  Gleichungen  zurückgehen.  Bilden 
wir  nämlich  die  Quoti( 


M 
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SO  sind  dies  zwei  Funktionen  des  Körpers  mit  gleichem  Nenner^  welche 
zufolge  unserer  Voraussetzungen  beide  den  Ghrad  n  haben,  weil 
die  Brüche  bereits  die  reduzierte  Form  besitzen.  Femer  ist  y 
eine  ganze  Funktion  yon  x,  weil  sie  nur  gleichzeitig  mit  x  un- 
endlich wird,  und  es  besteht  somit  zwischen  x  und  y  eine  Oleichimg 
i^ten  Grades 

F(a:,  y)  ==  a;,(Ä;)y«  +  a„_i(a;)y»"-i  +  an-2(a:)''-H  •  •  •+ ai(a?)y  +  ao(^)=0) 

in   welcher   a„(rr)  =  l   und   allgemeiner  an—h{x)  eine   ganze  Funktion 

höchstens  h^^^  Ghrades  yon  x  ist.   Das  letztere  folgt  einfach  daraus,  dab  der 

Koeffizient  .  /  \ 

±  an^}\x)  '^yiVi-'-Vh-i 

ist  und  jede  der  n  konjugierten  Funktionen  y^  y^y  >-  -  tfn  für  {x  =  oo) 
einen  Pol  erster,  ün—h  also  einen  Pol  A*®'  Ordnung  besitzt.  Daher  ist 
^o(^)  ^^^  einzige  Koeffizient  der  Gleichung,  in  welchem  x  hia  zm 
n^^  Ghrade  aufsteigen  kann,  und  da  die  Funktion  F(Xf  y)  in  x  ebenso 
wie  in  y  den  Grad  n  haben  mufs,  so  mufs  in  a^^x)  der  Koeffizient 
von  a;"  von  Null  verschieden  sein.  Kehren  wir  jetzt  zu  der  homogenen 
Gleichungsform  zurück,  so  finden  wir 

4a)  F(Xo,x„x,)=x-f(%  ^)  =  a;«  +  a„_xg)x„a;r'+-+«ogK'' 

wobei  abo  die  Glieder  xj^,  x^  in  der  Kurvengleichung  wirkUch  auf- 
treten müssen. 

Schneiden  wir  jetzt  die  Grundkurve  F(xq,Xi,0C2)='O  durch  eine 
beliebige  Kurve  m*®'  Ordnung 

Cr  [XQy  X^f  X2)  =  V, 

welche  natürlich  die  Grundkurve  nicht  als  Teil  enthalten  darf,  so 
werden  die  Schnittpunkte  beider  Kurven  durch  den  Zähler  der  Funk- 
tion G{xQjX^,oo^y  also  durch  den  Divisor 

geliefert.  Da  dieser  Divisor  eine  ganze  homogene  Funktion  m**'  Ordnung 
von  Slo;  2li;  Slg  ist,  so  gehört  er  der  Klasse  Ä^  an,  seine  Ordnung  ist 
ww,  und  ebenso  grofs  ist  auch  die  Zahl  der  Schnittpunkte  beider 
Kurven;  hierbei  mufs  aber  jeder  Schnittpunkt  mit  der  Multiplizitat  in 
Anrechnung  gebracht  werden,  welche  durch  den  Exponenten  des  zu- 
gehörigen Primdivisors  angegeben  wird.  Umgekehrt  stellt  jeder  derartige 
Divisor  G^(2lo,  Slj,  SI2)  das  volle  Schnittpunktesystem  der  Kurve  Gr  =  0 
mit  der  Grundkurve  dar.  Die  Untersuchung  vollständiger  Schnittpnnkt- 
systerae  schneidender  Kurven  mit  der  Grundkurve   ist  also  algebraisch 
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der  Untersuchnng  derjenigen  ganzen  Divisoren  äquivalent,  welche  ganze 
homogene  Funktionen  der  Gronddiyisoren  ^o^^i^^s  ^^^'  ^^^  ^^^ 
geometrisclien  Deutung  des  Divisors  G(^q,^i,^^)  hat  man  zu  be- 
achten, dafs  nach  den  Ausfiihrungen  auf  S.  372  jeder  Primdivisor  ^ 
einem  Kurvenpunkt  nur  insoweit  entspricht,  als  er  auf  einem  bestimmten 
Zweige  gelegen  ist;  jeder  Eurvenzweig  mufs  also  in  den  singulären 
Punkten  besonders  in  Rechnung  gezogen  werden. 

§2. 

Wir  wollen  jetzt  zuvörderst  auf  die  Gleichung  J^= 0  die  Formeln  (4) 
und  (4  a)  auf  S.  382  zur  Anwendung  bringen,  durch  welche  der  Divisor  der 
Doppelpunkte  in  die  Untersuchung  eingeführt  wurde,  und  die  Modifikation 
erörtern,  welche  durch  die  Benutzung  homogener  Koordinaten  und  die 
Forderung  der  Invarianz  bei  beliebiger  Kollineation  notwendig  werden. 

Zunächst  erhalten  wir  durch  DifiPerentiation  der  identischen  Glei- 
chung (4a)  des  vorigen  Paragraphen  nach  x^  und  x^  die  Formeln: 


1) 


af(a-,,a-i,g.)  _  1  dF(x,y) 

BF(x^,Xi,x,)  _  „,_i9F(ie,y) 


dx^  0  dy 

und  hier  ist  nach  den  anfangs  erwähnten  Hauptgleichungen 

dF{x,y)  ^     ^8^ 
dF(x,y)  ^8;r 

Da  aber  x  und  y  beide  denselben  Nenner  Sl^  besitzen,  so  erhalten 
für  die  n  Primfaktoren  ^i,  ^2?  •  •  •  ^n  des  Divisors  ^q  die  Funktionen  x 
und  y  dieselben  Werte  (x  =  00)  und  (y  =  00).  Der  Punkt  (a:  =  c»,  y  =  00) 
spielt  also  im  Sinne  der  bei  der  Entwickelung  obiger  Formel  zu 
Grunde  gelegten  Anschauungen  die  Rolle  eines  n- fachen  Punktes  mit 
getrennten  Tangenten,  d.  h.  er  würde  ein  solcher  werden  können,  wenn 
wir  auf  x  und  y  beliebige  lineare  gebrochene  Transformationen  an- 
wenden wollten.  Der  ganze  Divisor  2)  mufs  somit  nach  den  Aus- 
führungen in  §  2  und  4  der  dreiundzwanzigsten  Vorlesung  notwendig 
den  Faktor  ^0     enthalten,  und  wir  können  daher  setzen 

wo  2)   ebenfalls    ei  u   Divisor    bedeutet.      Hiemach    zerfällt 

der  in  u  denen  «^^»'  der  erste  ?lo"~^  hei  der 
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jetzigen  Betrachtungsweise  ganz  nnwesenÜich  ist,  weil  er  überhaupt 
blofii  durch  den  Übergang  za  nicht  homogenen  Koordinaten  hervoi^ 
gerufen  ist  nnd  der  Divisor  9o  durch  irgend  einen  anderen  DiTisor 
der   Schar   @,   der   gemeinsamer  Nenner  von  x  nnd  y  wird,   ersetzt 
werden  kann.    Der  zweite  Bestandteil  Z)  ist  hingegen  der  wesentiiche, 
denn    wir    werden    Yon    diesem    nachtraglich    zeigen,     dab     er    bei 
allen  Eollineationen  der  Enrye  YoUig  nnverandert  bleibt;  wir  werden 
daher  diesen  Divisor  S)  von  nnn  ab  als  den  „Divisor  der  Doppel- 
punkte der  Kurve  im  projektiven  Sinne^  oder  auch,  wenn  keine 
Verwechselungen  zu  befürchten  sind,  schlechthin  ab  den  Divisor  der 
Doppelpunkte  bezeichnen.    Die  beiden  Divisoren  Z)  und  3)  unterscheidoi 
sich  also  dadurch  voneinander,  dafs  der  erste  bei  linearer  (gebrochener) 
Transformation  jeder   der  beiden  Yariabehi  x  und  y,   der   zweite  bei 
linearer  (ganzer)   Transformation   der  homogenen  Yariabehi  a\„  J?|;  2| 
unverandert  bleibt. 

Durch   Einführung  des   so   definierten  Divisors   S>   erhalten  wir 
jetzt,  wenn 

»0  —  "g"'     a;i  =  -^9     x^  —  ^ 

ist,  folgendes  System  von  drei  Gleichungen,  von  denen  die  leWen 
beiden  sich  unmittelbar  aus  den  Formehi  (1)  ergeben,  is^hrend  die 
erste  in  analoger  Weise  durch  Berücksichtigung  der  Gleichberecfatigiiiig 
der  Yariabehi  x^jX^^x^  erschlossen  wird: 


2) 


dF{x^yX^;x;)  =5  ^^^'»o 


%>'Xx 


dXf  5[«— 1    ' 


«0  ^0 


hierbei  bedeutet   z.B.  Sab:«*  =  3«i:ab   denjenigen  Yerzweigungsdifiwr, 
welcher  zu  der  Yariabehi 

Xi  Äj 

gehört. 

Noch  etwas  ein£Etcher  werden  diese  Gleichungen,  wenn  man  lieber 
auf  die  auch  zwischen  den  Divisoren  bestehende  Gleichung 

^(ao,ai,«,)  =  o 

zurückgeht;   man   kann  nämlich   die    Funktion  F(%^,  St^,  H^)   formal 
ganz  ebenso  nach  %i,  wie  F(xq,  x^,  x^)  nach  Xi  differenzieren  und  er 
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aisdaiiiii  da  der  Nenner  fT"^  für  die  Divisorengleichungen  ganz 
BIlt|  die  Formeln: 

<     gm> «,,«,)    _^o       , 
l äl^ =  ^ö«o:«i- 

Jedes  der  beiden  Gleichnngssysteme  (2)  und  (2  a)  kann  zur  Defi- 
n  des  Divisors  S)  verwendet  werden;  da  die  Ordnung  der  Ver* 
gungsdivisoren  3  gleich  k;  =  2p  +  2  (n  —  1)  ist^  so  ergiebt  sich 
lie  Ordnung  2d  des  Divisors  S): 

2d  =  (n-l)(n-2)-2i?, 
umgekehrt 

l,  =  |(n-l)(n-2)-d. 

erhalt  also  z.  B.  in  dem  Falle,  wo  die  Kurve  nur  einfache  Doppel- 
:te  besitzt^  das  Geschlecht  der  Kurve,  wenn  man  die  Anzahl  der 
lieh  vorhandenen  Doppelpunkte  von  der  Maximalzahl 

|(n_l)(n_2) 

Doppelpunkten  abzieht,  welche  eine  irreduktible  Kurve  n^'  Ordnung 
n  kann. 

Die  Gleichungen  (2)  oder  (2  a)  lassen  eine  einfache  geometrische 
olsfolgerung  zu.  Ist  (cq,  c^,  c^)  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  so 
t  bekanntlich  die  Kurve  (n  — 1)*"  Ordnung 

dF    ,       BF    ,       dF        r. 

erste  Polare  des  Punktes  in  Bezug  auf  die  Grundkurve  F=^0. 
.  aus  n  (n  —  1)  Punkten  bestehenden  Schnitte  einer  solchen  Polare 
der  Grundkurve  entspricht  ii.l«dii.TiTi  nach  den  Formeln  (2)  der  Divisor 

her  den  festen  Teiler  S)  enthalt.    Daher  gilt  der  Satz: 

Das  Netz  aller  ersten  Polaren  schneidet  auf  der  Ghnmd- 
kurve  Punktsysteme  aus,  welche  einen  festen,  dem  Divisor  Z) 
genau  entsprechenden  Bestandteil  besitzen, 

einfacher  fQr  den  Fall  einfacher  Doppelpunkte: 

Alle  ersten  Polaren  gehen  durch  die  Doppelpunkte  der 
Kurve  hindurch. 
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Es  braucht  aber  S)  nicht  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  derDiTi- 
sorenschar  zu  sein,  welche  den  Schnittpunktsystemen  der  ersten  Polaren 
zugehört,  weil  die  drei  Verzweigungsdivisoren  Qx,:x,y  3*.:*o^  Bxo:*tf  ^« 
wir  in  der  nächsten  Vorlesung  sehen  werden,  sehr  wohl  noch  einen 
gemeinsamen  Teiler  besitzen  können.  Hingegen  kann  der  Divisor  % 
ebenso  wie  der  früher  eingeführte  Divisor  S),  als  Nenner  eines  aof 
die  Kurve  bezüglichen  Differentialteilers  definiert  werden.  Bilden  wir 
nämlich  die  beiden  Gleichungen 


dF 

dF 

0 


+  5::r«i    + 


«, 


=  0 


-  d^^  +  |£  da;^  +  ||  rfa^  =  0, 


von  denen  die  erste  aus  dem  Satze  von  Euler  über  homogene  Funk- 
tionen erhalten  wird,  die  zweite  durch  Differentiation  von  jP=Ofolg^ 
so  ergiebt  sich  durch  Auflösung 

a'j  dx^  —  x^  dx^  rr,  dx^  —  Xq  dx^  x^  dx^  —  x^  dx^  jtlt 

dF  "^  dF  ~"  WF  ~"  ^-^^ 


dx^ 


dxi 


dx^ 


Berücksichtigt  man  nun,  dafs  dem  ersten  Zähler 


der  Differentialteiler 


8 


^1'^ 
Ä» 


zugeordnet  ist,  so  findet  man  vermöge  der 


Formehl  (2)  für  den  Bruch  dM  die  Divisorendarstellung 


4) 


dM 


fVi 


3) 


Der  Divisor  S)  ist  also  der  Nenner  des  zu  dJf  gehörigen  Difiereß- 
tialteilers;  dieses  Differential  kann  aber,  wie  eben  gezeigt,  in  drei  vff- 
schiedenen  Formen,  also  auch  in  der  Gestalt 


dM  = 


a„ 


rr« 


a. 


X, 


a. 


x^ 


dXQ     dx^     dx^ 


dF  ,       dF  ,       dF 


dxr 


Wöc[       *  dx^ 


dargestellt  werden,  wobei  a^,  a^,  a^  ganz  beliebige  Grössen  bedeuten, 
welche  den  Wert  des  Bruches  nicht  beeinflussen. 

Diese  Darstellung  von  5D  als  Nenner  eines  DifferentialteilerB  iroB* 
wir  jetzt  zu  dem  Nachweise  benutzen,  dafs  sich  dieser  Divisor  bei  W 
liebiger  linearer  Transformation  von  x^^x^yX^  invariant  verhält.  Geht  na»- 
lieh  durch  KoUineation  die  Kurve  F{xQy  x^y  x^  =  Q  in  O  (y^,  y^,  y,)«0 
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über,  so  gilt  yermoge  der  Transformationsgleicliangeii  (2  a)  auf  S.  422 
die  Identität 

wobei  wir  der  Einfachbeit  halber  den  Proportionalitatsfaktor  fi  =  1, 
also  in  den  Gleichungen  (3)  auf  S.  422  9  =  S3  angenommen  haben. 
Hieraus  folgt  durch  Differentiation  nach  x^yX^^yOC^  unter  Berücksichtigung 
jener  Transformationsgleichungen: 


dF 

dxi 

dF 


d0    .  d0    .  50 

«00  ^y;  +  «loä^  +  «iog^ 


ao  ao 


Andererseits  erhält  man  aus  den  Formeln  der  linearen  Trans- 
formation durch  Differentiation  und  Anwendung  des  Multiplikations- 
theorems der  Determinanten: 


«00 

«10 

«ito  ■ 

1 

^00      ^01 

«02 

il 

Xq 

dx^ 

yo 

Vi 

y.  '  = 

«10      «11 

«12 

0 

a\ 

dXi 

äyo 

äVi 

äVt 

«20      «21 

«22 

0 

«s 

dx^ 

folglich  ist,  wenn  r  wieder  die  SabBtitutionsdeterminante  bedeutet: 


rdM  =  r  <^l^^tzj^^  = 

0  J^ 


a, 


00 


a 


10 


a, 


10 


yo 


Vi 


dVt 


a, 


00 


ad) 

^2/o 


+  «1( 


a0  ,      aa> 

h  «so  — 


^!/i 


^y» 


wobei  nach  dem  letzten  Ergebnisse  in  dem  Ausdrucke  rechts  die  Koeffi- 
zienten a^j  a^Q,  «20  di^rch  irgend  drei  andere  ersetzt  werden  können. 

Das  Differential  dM  geht  also  bei  irgend  welcher  KoUineation  in 
eine  Form  über,  welche  in  genau  derselben  Beziehung  zur  Kurve  0  =  0 
steht,  wie  das  ursprüngliche  Differential  zur  Kurve  2^=0;  da  aber 
der  Nenner  dieses  Differentials  eben  unser  Divisor  %  war,  so  ist  hier- 
mit in  der  That  bewiesen,  dafs  er  bei  jeder  linearen  Transformation 
unverändert  bleibt. 

Das  Differential  dM  kann,  wie  Aronhold  zuerst  gezeigt  hat, 
dazu  dienen,  jedes  zu  der  Kurve  i^=0  gehörige  Abelsche  Integral  in  eine 
Gestalt  zu  setzen,  in  welcher  die  GröJsen  x^jX^jCc^m  völlig  symmetrischer 
Weise  erscheinen.  Da  nämlich  nach  Formel  (4)  der  Zähler  des 
zu  dem  Differentiale  dM  gehörigen  Divisors  gleich  ?l"~'  ist,  so  wird, 
we^  ^  't  einer  homogenen  Funktion  (n  — 3)*®*'  Grades 


ö^o         «l         «i 

M^jQ                  '^l.                    *^B 

dx^    dXi    dx^ 

dF  ,       dF  , 
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6  (070^  x^y  x^  mnltipliziert,  das  Prodnkt  von  dem  accessorischen  Nenner  % 
nnabhängig,  also  nur  eine  Funktion  der  VerliSltnisse  x^ix^ix^.  Du 
so  erbiltene  Integral 

5)    I  =  J  e  (jTo,  a?i,  x^  dM  =  J  e {x^y  x^y  x^) 

stellt^  wenn  6  eine  ganze  oder  gebrochene  homogene  Fonktion  der 
Ordnung  n  — 3  ist,  das  allgemeinste  auf  die  Kurve  JP»0  besfig- 
liehe  Abelsche  Integral  dar.  Da  der  Di£Ferentialteiler  Yon  dM 
durch  die  Gleichung  (4)  gegeben  ist,  so  geht  auch  die  Diyisoreih 
Zerlegung  des  Differentials  dl  unmittelbar  aus  der  der  Funktion  9 
hervor.  Die  Funktion  6  erscheint  hierbei  im  allgemeinen  ab  Quotient 
zweier  ganzer  Funktionen  G  und  Hy  welche  gleich  Null  gesetzt,  zwei 
Kurven  darstellen,  deren  Ghrade  sich  um  n  —  3  unterscheiden,  nnd 
deren  Schnittpunkte  mit  der  Ghnmdkurve  F^O  den  Zähler  und  den 
Nenner  von  6  liefern. 


§3- 

Durch  die  letzten  Auseinandersetzungen  werden  wir  auf  die 
Untersuchung  desjenigen  Teilbereiches  gefdhrt,  welcher  aus  ganm 
homogenen  Funktionen  von  Xq,  x^,  oi^  besteht,  und  wir  haben 
demgemäß  auch  hier,  ganz  analog  wie  in  §  3  der  vorigen  Vor- 
lesung Bedingungen  festzustellen,  unter  welchen  wir  sicher  sein 
können,  dafs  eine  Funktion  dem  aus  der  Gesamtheit  der  ganzen  Fonk- 
tionen  von  Xq,x^,X2  gebildeten  Ringe  angehört.  Ein  solches  System 
von  hinreichenden,  wenn  auch  nicht  notwendigen  Bedingungen  wird 
nun  durch  folgenden  Satz  geliefert: 

Eine   Funktion  des   Körpers,   welche  ein  Vielfaches  des 

Divisors  — ;  ist,  ist  als  ganze  homogene  Funktion  v^  Ordnung 

von  XQy  Xiy  01^  darstellbar. 

Derselbe   Satz   kann,   wie   man  unmittelbar  sieht,  ohne  Zuhilfe- 
nahme des  Nenners  Sl  auch  so  ausgesprochen  werden: 

Bedeutet  Ä  die  Klasse  der  drei  äquivalenten  ganzen  Divi- 
soren Kq,  S(i,  tlg,  so  kann  jeder  Divisor  der  Klasse  Ä",  weloto 
ein  Vielfaches  des  Divisors  S)  der  Doppelpunkte  ist,  als  gaiue 
homogene   Funktion  v^^  Ordnung  von  %y^y^   dargestelK 
werden. 
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Zorn  Beweise  setzen  wir,  wie  auf  S.  423 

und  bilden  die  zwischen  x  und  y  bestehende  Gleichung 

F(x,  y)  =  a,(a?)jr  +  a,-i(a;)y*-*  +  •  •  •  +  a^(pi:)y  +  o^  (rr)  =  0 
und  den  Differentialquotienten 

dF      ^Sx 


1) 


"^      «S""^ 


Ist  nun   ®  —  S)  ^   ein  Divisor  der  Klasse  Ä^,  welcher  durch  S) 
teQbsr  ist,  so  labt  sich  zunächst  die  Funktion 


fi)    s=    _-    —  ^ 


in  die  Form  setzen 

2)  «  =  fo  +  r^y  +  r,y»  +  •  • .  +  r,-iy*-i, 

wo  die  Koeffizienten  rationale  Funktionen  yon  x  sind.     Wir  können 

aber  zeigen,  dab  r^  f&r  jeden  Index  h  nicht  blols  eine  rationale,  sondern 

eine  ganze  Funktion  von  x  vom  Gfrade  v  —  hist  Ersetzen  wir  nämlich  in 

der  letzten  Gleichung  y  durch  seine  Konjugierten  y^Vf^..-  yn,  bilden  wir 

also 

a>,  =  ro  +  r,y^  +  r,j^  +  •  •  •  +  r^_i y;-^     (Ä  =  i,  2, . . .  n), 

so  findet  man  leicht  die  Auflösung  der  n  sich  ergebenden  linearen 
Gleichungen  nach  den  Unbekannten  9*0,  r^,  . . .  r^^i,  indem  man  ebenso 
wie  auf  S.  233  die  Lagrangesche  Interpolationsformel  zur  Anwendung 
bringt: 


Aal 


-'-2 


*""«»*(«»y*+«— 1) 


*~i 


^'(Va) 


♦*• 


_*y!  «»*(««y;  ^+<»«-iy;~*+  •  •  +  «»y* + o.) 


i»i 


^'(y*) 


&  ist  also 

/»(a,jr-^-*+- ••+«»4.1)' 
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Da  aber  nach  nnseren  VorauBsetznngen  die  Funktion 

in  X  nnd  y  die  Dimension  h~-1  —  h  und  somit  den  Neoner  V2'~*~  be- 
sitzt, so  ist  SS 

»(0.*--'-'  + •■•+  ».+0  -  ^t.-.-.' 

wo  anch  $  eiii«ii  ganzen  Divisor  bedentet    Hi«raas  folgt  dnroli  Be- 

nntzong  der  Glelclumg  (1): 

■o(a.y"-'-*+-+a,+.)  g 

nnd  «8  ist  also  nach  dem  auf  8. 412  bewieaeneti  Sabe  die  Spur  r^  dieses 
Qnotientan  in  der  That  eine  ganze  rationale  Fnnktioo  des  Grades  v  —  h 
Ton  as.  Moltipliziereu  wir  jetzt  in  (3)  mit  dem  Ifeimer  H^  lieraof,  so  er- 
giebt  sieb  die  Eigenschaft,  die  zn  beweisen  war:  es  ist 

0  =  ä$  =  *,c«o,ai,a,)-zca„"'ar'*i'     («.+«.+«.-»). 

wo  4>,  eine  ganze  homogene  Funktion  des  Grades  v  ist. 

Eine  derartige  Karre  0,  (^>  %>  ^t)  =  ^t  ^^<she  dorch  «Ue 
Doppdponkte  dw  Grundkorre  F  (a^,  Xi,  oc^)  =■=  0  bindorchgaht,  be- 
zeichnen wir,  ganz  ebenso  wie  frflher  (S.  415),  als  eine  zur 
GrondbnrTe  adjnngierteEarTe;  dieselbe  bat  aofserhalb  der  Doppel- 
ponWeMoh         „„_2S-2(j,-l)  +  (r-»  +  3)» 

Schnittpunkte  mit  der  Orundkurre  gemein,  welche  durch  die  Prim- 
faktoren des  DiTisors  $  bestimmt  sind. 

Bei  der  Aronholdschen  Form  der  Abehchen  Differentiale  spielen 
die  adjmigierten  Kurven  eine  wichtige  Rolle.  Soll  nämlich  das  Differential 

dI=6(3:a,Xi,Xg)dM 

von  der  ersten  Gattung  sein,  so  muTs,  da 

at 

iflt,  9  ein  Vieliaches  von  -■ — r  sein:  folitlich  ist  nach  dem  eben  Be- 
wiesenen  d  eine  ganze  Fmiktion  nnd  6=0  eine  adjnngierte  Kurve  der 
Ordnung  n  —  3;  die  Schar  dieser  Knrven  hat  die  Dimension  p,  and 
jede  derselben  besitzt  2p  —  2  freie  Schnittpunkte  mit  der  Gnmdknrre. 
Soll  femer  dl  ein  Differential  dritter  Gattung  mit  den  beiden  Un- 
stetigkeiten  ^^  und  *ßj  sein,  denen  die  beiden  Kurveaponkte  Pj  undi*, 
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mit   den  Koordinaten  a^,  a^,  o^   nnd  Iq,  b^,  h^  entsprechen  mogen^   so 
legen  wir  durch  die  beiden  Punkte  eine  Gerade 


A  = 


«0 

X, 

«•» 

»0 

«1 

0» 

\ 

6, 

\ 

=  0; 


diese  schneidet  die  Enrye  aniser  in  P^  und  P^  noch  in  n  —  2  weiteren 
Punkten,  denen  der  Divisor  O   der  Ordnung  n  —  2   entsprechen  möge 

und  es  ist  A  =  ^^ —   Da  nun  0  ein  Vielfaches  des  Divisors i 

sein  mulis,  so  ist  das  Produkt 

So 

ein  Yiel&ches  von  — ::^  und  folglich  eine  ganze  homogene  Funktion 

der  Ordnung  n  —  2  von  Xq,x^,x^]  die  Gleichung  H=0  stellt  also  eine 
adjungierte  Kurve  der  Ordnung  w  —  2  dar,  welche  durch  die  w  —  2 
übrigen  Schnittpunkte  der  Geraden  A  =  0  hindurchgeht.  Fallen  ^^ 
und  $,  zusammen,  wird  also  das  Differential  von  der  zweiten  Gattung, 
so  ist  die  Nennergerade  A  =  0  die  Tangente  im  Punkte  P,  und  es 
wird  also 

^  =  (IIb»  +  ©a^  +  Oa^' 

die  sonstige  Ableitung  bleibt  aber  völlig  unveräudert. 

Es  kann  femer  bei  einem  Differential  dritter  Gattung  eintreten, 
dalÜB  zwar  die  Primdivisoren  ^^  und  ^g  verschieden  sind,  aber  die  zu- 
gehörigen Kurvenpunkte  in  einen  einzigen  Punkt  P  zusammenfallen, 
nämlich  dann  und  nur  dann^  wenn  in  P  eine  mehrzweigige  Singularität 
der  Kurve  vorhanden  ist;  dann  ist  die  Nennergerade  A  =  0  unbestimmt^  da 
jede  durch  den  Punkt  P  hindurchgehende  Gerade  gewählt  werden  kann. 
Jede   Linearform  A,   welche   einer  Geraden  des  Strahlbüschels  durch 

den  Punkt  P  zugehört,  kann  somit  als  Nenner  der  Funktion  0  =  ^ 

genommen  werden,  und  die  verschiedenen  so  erhaltenen  Differentiale 
unterscheiden  sich  nur  um  solche  der  ersten  Gattung. 

Auch  der  Fall  des  Integrals  zweiter  Gattung  bedarf,  falls  P  ein 
singulärer  Punkt  der  Kurve  ist,  einer  weiteren  Erörterung.  Zu  dem 
Primdivisor  ^  gehört  nämlich  unter  allen  umständen  ein  bestimmter 
Kurven  zweig,  welcher  in  P  ein  reguläres  oder  singuläres  Verhalten 
zeigt,  je  nachdem  ausschliefslich  die  Tangente  oder  aber  die  sämt- 
lichen Geraden  des  Strahlenbüschels  durch  P  mit  dem  Kurvenzweige 
einen  Schnitt  höherer  als  erster  Ordnung  gemein  haben;  das  erste  ist 
z.  B.  beim  Doppelpunkte  der  Fall,  während  das  letztere  eintritt,  wenn 

Heniel  d.  Landiberg,  Algebraische  Funktionen  eto.  28 
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der  Eurvenzweig  In  P  einen  Bückkelirpunkt  besitzt.  Im  ersten  Falle 
rnuLs  die  Tangente  als  Nennergerade  genommen  werden,  weil  nur  für 
diese  der  zugehörige  Divisor  den  Faktor  $'  erhalt;  im  zweiten  kann 
wieder  jede  Gerade  des  Büschels  die  Nennergerade  sein,  und  die  Dv- 
Stellung  Yon  0  wird  unbestimmt 

§4. 

Der  Begriff  der  adjungierten  Kurven  führt  nun  zu  einem  Saize^ 
welcher  von  grundlegender  Bedeutung  ist,  sobald  man  die  Lehre  von 
den  algebraischen  Funktionen  auf  kurventheoretischen  VorstellnngeD 
aufbaut. 

Betrachten  wir  das  Punktsystem,  welches  eine  adjungierte  Enrre 
m^'  Ordnung  aulser  den  singulären  Punkten  auf  der  Grundkurve  aus- 
schneidet, so  können  wir  den  zugehörigen  Divisor  irgendwie  in  xwei 
ganze  Faktoren  91  und  @  zerlegen,  wodurch  das  Punktsystem  in  zwei 
Teile  zerfällt,  die  auch  insofern  völlig  bestimmt  sind,  als  jeder  EurveD- 
punkt  in  jedem  der  beiden  Teile  mit  einer  durch  die  Faktoren  91  und  6 
gegebenen  Multiplizität  auftritt.  Zwei  derartige  Divisoren  91  und  ^ 
resp.  die  zugehörigen  Punktsysteme,  werden  als  Beste  voneinander 
bezeichnet;  die  charakteristische  Beziehung  zweier  Reste  91  und  @ 
besteht  also  darin,  dals  das  Produkt 

ein  durch  S)  teilbarer  ganzer  Divisor  der  Elasse  -4"*  imd  folglich  nach 
dem  Satze  des  vorigen  Abschnittes  eine  ganze  homogene  Funktion  m^ 
Ordnung  von  ^0,^,^2  i^*-  Jeder  beliebig  gegebene  ganze  Divisor  S 
kann  als  Rest  eines  anderen  @  dargestellt  werden;  denn  wenn  man  nur  den 
Exponenten  m  hinreichend  grofs  wählt,  so  kann  man  stets  innerhalb 
der  Elasse  Ä^  ganze  und  durch  $91  teilbare  Divisoren  @  finden,  nnd 

der  Quotient  ^-  =  @  ist  alsdann  Rest  von  91.     Es  foUrt  aber  hieraoB 

auch,  dals  sogar  zu  jedem  ganzen  Divisor  91  stets  unendlich  viele 
Reste  @  gefunden  werden  können,  da  der  Exponent  m,  d.  i.  die  Ordnung 
der  schneidenden  Eurve,  auch  beliebig  grols  angenommen  werden  kann* 
Zwei  ganze  Divisoren  91  und  91',  resp.  die  zugehörigen  PnnW- 
gruppen,  heiTsen  nun  korresidual,  wenn  sie  Reste  eines  und  desselben 
Divisors  @  sind;  alsdann  sind 

@«"a)9l©   und    ®'  =  ®9l'© 

ganze    Divisoren   der   Elassen  Ä"^  und  Ä^ ,   also  ^  ein   Divisor  der 

Erlasse  Ä^~^.     Diese  Beziehung  lä&t  sich  aber  auch  umkehren,  denn   { 
es  gilt  der  Satz: 
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Wenn  der  Quotient  ^  einer  Klasse  angehört,  welche  eine 

Potenz  von  Ä  ist,  so  ist  jeder  Divisor  ©,  welcher  Rest  von  91 
ist,  auch  Rest  von  9t';  die  Divisoren  91  nnd  91'  sind  also 
korresidnal. 


Denn  nach  der  Voranssetznng  ist  ®  =  ®9i@  ein  ganzer  Divisor  einer 


Klasse  ul"",  nnd  da  die  Klasse  von  -^  ebenfalls  eine  Potenz  von  Ä  ist. 


so  ist  auch 


I'  ®  =  a)9l'© 


ein  ganzer  Divisor  einer  Klasse  Ä^]  91'  nnd  @  sind  also  Reste  von- 
einander, was  zu  beweisen  war. 

Ans  dem  Beweise  dieses  Satzes  folgt  aber  auch,  daCs  bei  dem 
Begriffe  der  Korresidualitat  der  gemeinsame  Rest  @  eine  unwesent- 
liche Rolle  spielt,  und  dafe  zwei  Divisoren  91  und  91',  welche  Reste 
von  @  sind,  auch  in  Beziehung  auf  jeden  anderen  Divisor  @'  korresidual 
sind,  welcher  Rest  des  einen  von  ihnen  ist.  Wir  können  daher  noch 
folgenden  Satz  formulieren: 

Sind   vier   ganze   Divisoren  91,  91',  ©,  ©'    so   beschaffen, 
dals  durch  die  drei  zu  den  Divisoren 

91®,    91'©,    91©' 

gehörigen  Punktgruppen  je  eine  adjungierte  Kurve  bestimmt 
wird,  so  wird  auch  durch  91'©'  eine  adjungierte  Kurve  fest- 
gelegt Sind  also  91  und  91'  korresidual  in  Bezug  auf  @,  und 
ist  ©'  Rest  von  91,  so  ist  ©'  auch  Rest  von  91'. 

In  dieser  Form  ist  unser  Satz  eine  der  fruchtbarsten  Quellen  für  die 
&grfindung  der  Eigenschafben  der  auf  höheren  algebraischen  Kurven 
gdegenen  Punktgruppen.  Ohne  hier  auf  Einzelheiten  einzugehen,  mag 
^  genügen,  an  einem  einfachen  Beispiele  die  Anwendbarkeit  des 
Theorems  zu  illustrieren. 

Ebenso  wie  die  Kegelschnitte  das  Erzeugnis  zweier  projektiv  auf- 
ßöuuider  bezogener  Strahlbüschel  sind,  so  können  wir  auch  doppel- 
pmdrtfreie  Kurven  vierter  Ordnung  durch  zwei  projektiv  auf  einander 
bezogene  Kegelschnittbüschel  erzeugen.    Denn  sind 

und 

f  (^0,  x^yX^-^-Xtp'  (rco,  a?!,  a^)  =  0 

fwei   Kegelschnittbüschel,   und   entsprechen   einander  solche  Elemente 
der    beiden    Büschel,    welche    denselben    Parameter    X    besitzen,    so 

28» 


=  0 
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schneiden  sich  je  zwei  zugeordnete  Kegelschnitte  in  Punktqnadrapelii, 
welche  bei  Veranderung  des  Parameters  A  die  Enrve  yierter  Ordnung 

f     9 

f    9' 

durchlaufen.    Wir  wollen  nun  aber  umgekehrt  zeigen,  dab  und  anf 
welche  Weise  jede  beliebige  doppelpunktfreie  Kurve   vierter  Ordnung 
durch  projektive  Kegelschnittbüschel  erhalten  werden  kann. 
Eine  derartige  Kurve 

besitzt  nach  der  Formel  (3)  auf  S.  427  das  Geschlecht  drei^  und  da 
sie  keine  Singularitäten  hat,  so  ist  jede  beliebige  schneidende  Enne 
zu  ihr  adjungieri  Wählen  wir  insbesondere  einen  Kegelsclinitfc 
f(pi!oyOi^yX^)  =  0,  so  erhalten  wir  acht  Schnittpunkte  und  können  die- 
selben in  zwei  Quadrupel  91  und  @  zerlegen,  welche  Beste  voneinander 
sind.  Legen  wir  durch  das  Quadrupel  91,  das  wir  ganz  willkürlich 
auf  der  Kurve,  nur  nicht  gerade  als  die  vier  Schnittpunkte  einer 
Geraden  annehmen  können,  noch  einen  zweiten  Kegelschnitt  /*'  s=  0,  so 
schneidet  dieser  noch  in  einem  zweiten  Quadrupel  @',  und  es  ist 

die  beiden  Quadrupel  @  und  @'  sind  also  korresiduaL 

Legen  wir  jetzt  durch  @  einen  zweiten  Kegelschnitt  9  =  0,  so 
schneidet  er  noch  in  einem  weiteren  Punktquadrupel  W,  welches  zu  31 
korresidual  ist.  Dann  liegen  nach  unserem  Satze  auch  die  Quadrupel  K 
und  &  auf  einem  Kegelschnitt  q)^  =  0,  und  es  ist 

cd' 

wobei  die  Funktion  —  von  vornherein  durch  einen  geeigneten 
Proportionalitätsfaktor  so  normiert  werden  kann,  dab  sie  auch  bei 
Berücksichtigung  der  multiplikativen  Konstanten,  ebenso  wie  -yy  die 

Durch  Yergleichung  beider  Funktionen  ergiebt  sich  also,  dab  f&r 

jeden  Kurvenpunkt 

IL  =  ^ 
f         v' 
also 

ist,   und   da   die  letzte  Gleichung  vom  vierten  Grade  in  Xq,  x^,  x^  isi, 
so  ist  sie  mit  der  Kurvengleichung  identisch.     Daher  gilt  die  Identität 

Ci(xQ,Xi,x^)=f'q>-f(p'] 
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man  erliilt  somit  anch  die  EnrvengleichuiLg  durch  Elimination  des 
Parameters  X  ans  den  beiden  Gleichungen 

mid  die  Kurve  ist  in  der  That  das  Erzeugnis  der  beiden  in  dieser  Weise 
projektiv  aufeinander  bezogenen  Kegelschnittbüschel.  Die  vier  Grund- 
punkte der  beiden  Büschel  sind  die  beiden  korresidualen  Quadrupel  @ 
und  &,  und  es  geht  aus  der  Herleitung  unmittelbar  hervor^  dals  irgend 
zwei  korresiduale  Punktquadrupel  auf  der  Kurve  als  Büschelgrundpunkte 
gewählt  werden  dürfen.    Daher  gilt  folgender  Satz: 

Jede  doppelpunktfreie  Kurve  vierter  Ordnung  kann  von 
zwei  korresidualen  Punktquadrupehi  aus  durch  projektive 
Kegelschnittbüschel  erzeugt  werden;  d.  h.  legt  man  durch  jedes 
der  beiden  Quadrupel  und  einen  Kurvenpunkt  je  einen  Kegel- 
schnitt^ so  durchlaufen  bei  Yeiunderung  des  Kurvenpunktes  die 
beiden  Kegelschnitte  zwei  Büschel^  welche  projektiv  aufeinander 
bezogen  sind. 

Kehren  wir  jetzt  noch  einmal  zu  der  früher  gegebenen  Definition 
korresidualer  Divisoren  zurück  und  fassen  dieselbe  unter  rein  algebrai- 
schen Gesichtspunkten  auf,  so  werden  wir,  wie  wir  zeigen  wollen, 
naturgemäls  dazu  geführt,  die  sämtlichen  Divisorenklassen  ihrer- 
seits wieder  in  umfassendere  Abteilungen  einzuordnen;  wir  erhalten 
so  eine  neue  Einteilung  der  Divisoren  in  solche  Klassen,  in  welchen 
immer  unendUch  viele  der  früheren  zusammengefaTst  sind.  Wir  be- 
zeichneten nämlich   zwei   Divisoren  @  und  &   als   korresidual,  wenn 

der  Quotient  -^  zu  einer  Klasse  Ä^  gehört,  wo  Ä  jetzt  beliebig  ge- 
geben sein  kann.    Sind  also  G  und  G'  die  Klassen  von  &  und  ®',  so  ist 

6?'  .m 

Zwei  derartige  Erlassen  können  wir  nun  als  äquivalent  in  Beziehung 
auf  Ä  definieren  und  alle  einander  äquivalenten  Erlassen  in  einer  er- 
weiterten Klasse  vereinigen.  Diese  neue  Definition  der  Äquivalenz 
genügt  den  Forderungen,  welche  nach  S.  252  an  jede  Äquivalenz  ge- 
stellt werden  müssen.    Denn  es  bestehen  auch  hier  die  Sätze: 

1)    Jede    Klasse    G    ist    sich     selbst    äquivalent,     weil 

^  ^E^Ä^  ist. 


G 

2)  Sind  zwei  Klassen  G  und  6r'   einer  dritten  Gq  äqui- 
valent, so  sind  sie  einander  äquivalent.    Denn  wenn 

Cr  jm  Cr'  ^m' 
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ist.  so  ist  ^f 

Cr    jm — m 

also 

Bei  dieser  nenen  Elasseneinteilimg  wird  die  Hanptklasse  Yon  den  sämt- 
lichen  Potenzen  von  A  gebildet: 

wenn  femer  G  eine  der  alten  Diyisorenklassen  ist^  welche  nicht  in 
dieser  Reihe  enthalten  ist^  so  erhalt  man  die  sämtlichen  äqniyalenten 
Klassen  durch  Bildung  von 

• . .,  GA'^  GA''\  G,  GA,  GA\  . . .  =  {GÄ^) 
und  diese  Reihe  bildet  also  eine  der  neuen  Diyisorenklassen. 

Eine  derartige  Gruppierung  der  Diyisorenklassen  ist  in  jedem 
Falle  zulassig  und^  wie  wir  bei  Erörterung  des  Begriffes  der  Eor- 
residualitat  gesehen  haben^  auch  für  yiele  Untersuchungen  zweckmaling. 
Hierbei  ist  aber  zu  beachten,  dafs  die  frühere  Klasseneinteilung  eine 
für  den  ganzen  Körper  charakteristische  und  daher  allen  birationalen 
Transformationen  gegenüber  inyariant  ist;  die  jetzige  hingegen  hat  eine 
bestimmte  Beziehung  zu  einer  ausgezeichneten  Diyisorenklasse  A^  dnrdi 
welche  die  neue  Hauptklasse  bestimmt  wird;  Diyisoren,  welche  für  eine 
gegebene  Kurye  korresidual  sind;  sind  es  daher  für  eine  durch  biratio- 
nale Transformation  erhaltene  Bildkurye  im  allgemeinen  nicht  mehr, 
unwesentlich  hingegen  für  die  algebraischen  Formulierungen  ist  es, 
dafs  wir  die  Untersuchung  im  Anfange  dieses  Abschnittes  auf  ganze 
Diyisoren  und  auf  solche  Klassen  A  beschränkt  haben,  für  welche  die 
Dimension  { J.}  ^  3  ist  und  welche  daher  in  der  angegebenen  Weise 
auf  ebenen  Kuryen  gedeutet  werden  können.*) 

Der  in  diesem  Paragraphen  bewiesene  wichtige  Restsatz  erscheint 
hiemach  als  eine  unmittelbare  Konsequenz  einer  Erweiterung 
der  E^lasseneinteilung  der  Diyisoren.  In  der  Brill-Noetherschen 
Theorie  der  algebraischen  Funktionen  ist  er  das  Fundament  der  ganzen 
Untersuchung  und  wird  daher  gleich  im  Eingange  durch  geometrische 
Überlegungen  bewiesen;  dann  aber  macht  er  ausführliche  und  ziemlich 
verwickelte  Erörterungen  über  die  yerschiedenen  Möglichkeiten  erforder- 
lich, welche  bei  dem  Schnitte  algebraischer  Kuryen  auftreten  können- 

*)  Im  BegrifFe  des  Ideals  J(Cl)  werden  z.  B.,  wie  aus  der  vierzehnten  Tor- 
lesnng  folgt,  alle  diejenigen  ganzen  Divisoren  zusammengefarst,  welche  in  Beziehm^ 
auf  die  Klasse  A  des  Nenners  und  Zählers  der  unabhängigen  Yariabeln  s  korreeidu^ 
sind;  denn  zu  zwei  Funktionen  ri  und  r/  des  Ideales  gehören  Divisoren  derFor«^ 
(^Onf  und  ®'£lnj',  wo  0  und  ®'  ganz  sind,  folglich  sind  die  Klassen  Yon  ^ 
und  ®'  äquivalent  in  Beziehung  auf  die  Klasse  A  von  n,. 


Sechsundzwanzigste  Vorlesung. 

Gleichungen  einer  Knrve  in  Linienkoordinaten.  —  Die  Plückerschen  Formeln  nnd 
ihre  Yerallgemeinenmg.  —  Anwendung  anfeine  Steinersche  Kurve.  —  Eine  Divisoren- 
Bchar  der  Dimension  «-fl  hesitzt  Verzweigongsdivisoren  der  ersten,  zweiten,  . . .  8^^ 
Ordnung  nnd  Tangentialkoordinaten  der  ersten,  zweiten,  .  .  .  (s  —  1)*«»  Ordnung.  — 
Verallgemeinerang  der  Plückerschen  Formeln  für  Divisorenscharen  von  beliebiger 

Dimension. 

§  1. 

Anstatt  die  Kurve  F{Xq,  x^y  o:^)  =  0  als  Punktgebilde  zu  betrachten, 
können  wir  sie  ancli  als  Enyeloppe  der  Gesamtheit  ihrer  Tangenten 
auffassen  nnd  ihre  Gleichung  in  Linienkoordinaten  untersuchen.  Hierbei 
sind  die  Linienkoordinaten  t^o^^^^  Funktionen  des  Körpers  K{xQyX^yX^y 
und,  da  umgekehrt  auch  Xq,Xi,x^  rationale  Funktionen  von  UQfU^yt^ 
sind,  erhalten  wir  eine  der  einfachsten  und  wichtigsten  birationalen 
Transformationen  des  Gebildes.  Bei  dieser  Untersuchung  ergeben  sich 
zwischen  den  verschiedenen  charakteristischen  Zahlen  der  Kurve  eine 
Anzahl  von  Gleichungen,  welche  zuerst  von  Plücker,  aber  nur  unter 
der  Annahme  gewohnlicher  Singularitäten  aufgestellt  worden  sind,  und 
welche  wir  sogleich  ohne  jede  einschränkende  Voraussetzung  ableiten 
komien. 

Die  Tangente  der  Kurve  im  Punkte  (xq,  x^,  x^)  hat  die  Gleichung 

§0  Sl         b2 


1)  lo«*0  +  ll«^  +  ^i^  = 


Xq      x^      x^ 
dxQ  dxi  dx^ 


=  0, 


▼orin  ^yli,%i  die  laufenden  Koordinaten  auf  der  Geraden  (mq,  u^,  w,) 
I>edeuten.     Für  die  Linienkoordinaten  erhält  man  also  die  Darstellung 

2a)    t«^  :  Mj :  w,  =  x^dx^  —  x^dx^  :  x^dx^  —  x^dx^ :  XQdx^  —  x^dx^, 

^er  auch  bei  Berücksichtigung  der  Formeln  auf  S.  428 
9k\  BF    dF    dF 

"       ^     ^        OXf^     cx^     cx^ 

dachen   wir    aber   von    den   Formeln   (2)    auf  S.  426   Gebrauch,   so 
^halten  wir  die  Divisorendarstellung 
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Als  Klasse  der  Eurve  bezeichnet  man  nnn  bekannÜich  die  Zahli 
der  Tangenten,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte  (Iq,  I^,  I,)  der  Ebene 
an  die  Enrve  gehen.  Sie  ist  also  gleich  der  Anzahl  der  freien  Schnitt- 
punkte der  Polare  des  Punktes  {^q,  Iu  Ss): 

oder  auch  (s.  S.  427)  gleich  der  Ordnung  des  Divisors 

wenn  derselbe  noch   yon   dem    allen   drei   Summanden    gemeinsamen 
Teiler  befreit  wird. 

Nehmen  wir  nun  an,  daft  die  drei  Verzweigmigsdiyisoren  einea 
grolsten  gemeinsamen  Divisor  Sl^  der  Ordnung  r^  haben,  so  wollen 
wir  diesen  als  den  ersten  Verzweigungsdivisor  der  Schar 
(Ä0,  ftj,  8,)  bezeichnen.  Wir  finden  dann,  da  w  =  2p  —  2  +  2n  di« 
Ordnung  jedes  der  drei  Verzweigungsdivisoren  ist,  die  erste  Plückendie 
Formel 

3)  Ä  =  «;  -  rj  =  2p  -  2  +  2n  -  r^. 

Wir  wollen  nun  vorerst  die  algebraische,  sodann  die  geometrische 
Bedeutung  des  Divisors  91^  feststellen.  Für  den  ersten  Teil  dieser 
Aufgabe  machen  wir  von  einer  passenden  Transformation  der  Gfnuul- 
divisoren  der  Schar  ©  =  (Äq,  Äi,  Ä,)  Gebrauch,  durch  welche  ja  dff 
Divisor  9l|  in  keiner  Weise  beeinfluTst  wird.  Ist  ^  ein  beliebiger 
Punkt  der  Biemannschen  Fläche,  so  können  die  drei  Divisoren  ^Q,^i» 
da  sie  teilerfremd  sind,  nicht  alle  den  Faktor  ^  haben.  Wir  können 
und  wollen  daher  den  ersten  Divisor  Sl^  als  zu  ^  relatiypnis 
annehmen  und  sodann  (vgL  S.  255)  die  Grunddivisoren  Sl^  und  % 
durch  zwei  Multipla  von  ^ 

ersetzen;    hierzu  brauchen  wir  ja  z.  B.  Cj  nur  gleich   dem  Werte  der 
Funktion  2^  im  Punkte  98  anzunehmen.    Die  Gesamtheit  der  Divisoren 

stellt  alsdann  eine  in  @  =  (9^,  9^,  ^)  enthaltene  ünterschar  @^  dar, 
deren  Elemente  sämtlich  in  ^  eine  positive  Ordnungszahl  erhalten. 
Im  allgemeinen  erhalten  nun  31^,  ^  und  damit  die  sämtlichen 
Divisoren  der  Schar  ®i==(^,^)  in  ^  nur  die  Ordnungszahl 
eins,  es  kann  aber  bei  spezieller  Wahl  von  $  eintreten,  dab 
sie    sämtlich    eine   Potenz  ^''^   als  Faktor  enthalten,   deren  Exponent 


§  1.   Der  erste  YerzweigniigBdivisor  einer  Schar.  441 

groüser  ab  eins  ist  Wir  dürfen  dann  weiter  annehmen^  dab 
der  zweite  Diyisor  H^  im  Pnnkte  ^  genan  die  Ordnungszahl  a^  hat  nnd 
dab  die  des  dritten  ^  im  Pnnkte  ^  grofser  als  cc^  ist.  Denn^  wenn 
diese  letztere  Bedingung  nicht  von  vornherein  erfüllt  ist,  so  ersetzen 
wir  Äj  dnrdi  _ 

«3  =  ä,  -  cäi 

nnd  bestimmen  die  Eonstante  c  gleich  dem  Werte  der  Funktion  -^ 

im  Punkte  ^.  Die  Ordnung  von  ^  ist  alsdann  cc^  +  a^,  wo  a^  positiv 
ist.  Im  allgemeinen  ist  auch  die  Zahl  cc^  gleich  eins,  in  besonderen 
FaUen  kann  sie  aber  grober  ab  eins  werden. 

Wahlen  wir  die  Grunddivisoren  ^^o^^u^  ^^^  Schar  @  in  der 
hier  angegebenen  Weise,  namUch  so,  dab  für  ihre  Ordnungszahlen 
^7  ^1  >  ^1  +  ^t  ^^®  Ungleichungen  0  <  a^  <  a^  +  ^s  gelten,  und  nehmen 
wir  überdies  den  gemeinsamen  Nenner  Sl  der  Funktionen  x^,x„x^  ab 
zu  ^  teilerfremd  an,  so  besitzen  die  drei  Funktionen  in  ^  Reihen- 
entwickelungen von  folgender  Form: 

4)  Xq  =  1-\ ,    Xi  =  n''^-\ ,    x^  =  n^^+^*-\ , 

wobei  7C  eine  Funktion  des  Körpers  ist,  welche  in  ^  in  erster  Ordnung 
verschwindet.  Von  dieser  Transformation  werden  wir  jetzt  und  im 
folgenden  immer  Gebrauch  machen,  wenn  es  sich  um  Untersuchung 
singularer  Vorkommnisse  in  einzelnen  Punkten  Sß  der  Riemannschen 
Flache  handelt. 

Bilden  wir  nun  die  Determinanten 

dx^  dx^  dx^  dx^  dx^  dx^^ 

so  haben  sie  in  Sß  dieselbe  Ordnungszahl  wie  die  entsprechenden  Yer- 
zweigungsdivisoren  3'i:«a>  8««:a^>  3*b:»i;  denn  es  bt  z.B. 


dx^        ^  ^  _  ^  J*  /M  __ 
^0  dn        ^1  dn  "^<J«Uo/ 


und  es  kommt  der  Primteiler  ^  nach  der  Voraussetzung  in  keinem  der 
Divisoren  Ä,  3«?  ^^  ^^^-  Führt  man  nun  die  vorher  aufgestellten 
Reihenentwickelungen  ein,  so  erhält  man 

^  dn  ^  dn  ^ 

"  dn  *  an 
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■bA  m  «nlUtt  -wmbH  dar  grtUa  gemeüiaaine  Teiler  ^  der  drei  Ver- 
iw«gmgiiliTiionB3«i^,^ti%f3t,:i,  genaa  den  Faktor $"''\  D&berist 

irorin  dM  Produkt,  Aber  aßa  Punkte  der  Riemannsehea  Fläche  oder 
WaA  Vax  ftber  diqenigOD  in  tödlicher  Auzahl  vorhandenen  Punkte  zu 
«ntnoka  üi,  für  welohe  «^  >  1  kt.  Uierdorch  ist  also  die  algebrueciiE 
Badaotmig  im  «nten  TenwogaiigEdiTisors  9t,  der  Schar  €  =  (St^,  81^,  j^) 
ToQkomilHn  «Ubrij  und  vir  Ublnen  in  Bflckstcht  auf  die  obige  Diri- 
■oma^laidiinng  mmIi  den  Sab  Mweprechea: 

W(BD  di«  Kvm  du  Paiameterdaretelliing  besitzt: 

"i-w-  "•.-*>  »■■  =  s' 

M  üt  dar  glOUa  ganaäLsame  Teiler  der  Differentialteüer  toq 

I^bmA  ^*   wo   81t   ^  *"^   VeizweigiuigsdiTiBor    der   Sckr 

UM  wm  abir  mdi  dia  gMBetriseh«  Bedeutung  dieses  Divi&OTB  za 
•AmumK)  gi^Mi  wir  tflf  dia  frflkflr  eiagefObrte  Normalfoim  der  Gnmd- 
di«iawMi 

nuttck  and  berückBiclitigmt,  dab  die  DiTisoren  der  gamoi  Schar 

eA  +  fi«!  +  <i«. 
die   Sehnitto   der  riuntlidiai  Garadcn  der  Ebene,  die  DiTiaorcn  d« 
Untaradtar 

'iÄi  +  'i«. 
aber  die  Sehuitte  der  Goadoi  des  SttahlaibfiBcbda  dordi  dn  m  f  ge- 
bSrigaa  Karra^Miskt  P  daiatellen.  Ffir  di«  Ennitteinng  der  Ordninigp- 
■aU  «I  kommt  es  nur  auf  einen  bestimmten  dnrdi  P  hindoRl^duaidtB 
EoTT^Kweig  an,  and  die  Zabl  «, ,  welch«  die  Mohi^iiiSt  dea  Sdmittn 
i^end  tiaia  Geraden  des  BSarhels  mit  dun  betreffoidea  KsmonragB 
Ar  den  Ponkt  Pangiebt  ist  nnn  im  a%aneinen  ^eick  eina^  in  beaandann 
FUl«i  aber,  wnm  der  Knrraizwng  nach  Art  dea  Bodkahipanktn 
od«'  der  Sdmabeiqütae  fttr  sich  allein  one  Singnlariät  hwitit,  gröber 
ab  ^na.  FSr  den  Rfickkriuponkt  irt  l  B.  «,=■=?  and  dieae  Si^abtität 
ist  di«  ein&cbst«.  vekbe  den  DiTisor  ^  be^nÜBbt  Wir  heawidmiia 
dakw  den  DiTtaor  9t,  in  ROcksidit  asf  sdne  gMHaetnaete  Badaatang 
«ac^  k«n  ak  den  Dirisor  der  Bfickkehrpankte. 
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Beschraiikt  man  sich  bei  der  üntersnchnng  auf  solche  Kurven, 
deren  Singularitäten  nur  gewöhnliche  Doppel-  und  Bückkehrpunkte 
sind,  so  ist,  da  eben  nur ''für  die  Bückkehrpunkte  die  Zahl  c^  >  1,  und 
für  diese  =  2  wird,  die  Ordnung  r^  des  Divisors  91^  einfach  gleich  der 
Zahl  r  der  Bückkehrpunkte.  Femer  setzt  sich  alsdann  die  in  der  Formel  (3) 
auf  S.427  auftretende  Ordnungszahl  2d  des  Divisors  3)  aus  dem  Doppelten 
der  Anzahl  d  der  Doppelpunkte  und  der  Anzahl  r  der  Bückkehrpunkte 
zusammen,  und  es  ist  abo 

somit  erhalt  diese  und  die  zuletzt  aufgestellte  Plückersche  Formel  (3) 
die  Gestalt 

3a)  l)  =  |(n-l)(n-2)-d-r 

Ä;«2i)  +  2(n-l)-r  =  n(n-l)-2d-3r. 

Neben  diese  erste  Plückersche  Formel  stellt  sich  eine  zweite, 
wenn  wir  nun  auch  die  geometrische  Bedeutung  der  zuvor  algebraisch 
erklärten  Ordnungszahl  a^  feststellen.  Gehen  wir  wieder  von  der  eben 
eingeführten  Normalform  der  Divisorenschar  @  aus,  so  steUt  der 
Divisor  St,  den  Schnitt  der  Tangente  im  Punkte  P  an  den  zu  unter- 
suchenden Kurvenzweig  dar;  denn  die  Tangente  ist  ja  nach  dem  Satze 
auf  S.  373  diejenige  Gerade^  welche  mit  dem  Kurvenzweige  in  P  einen 
Schnitt  von  höherer  Multipliziiät  wie  jede  andere  Gerade  des  Strahlen- 
bÜBchels  durch  P  besitzt.  Im  allgemeinen  ist  nun  cc^^l,  die  Be- 
rührung der  Tangente  also  nur  eine  einfache;  es  giebt  aber  aus- 
gezeichnete Punkte,  für  welche  die  Berührung  eine  höhere  wird,  und 
dies  tritt  bekanntlich  vor  allem  für  die  Wendepunkte  der  Kurve  ein, 
für  welche  cfg  =  2  ist.     Bilden  wir  hiemach  den  Divisor 

6)  m,  =  n^ß"'-', 

worin  das  Produkt  ebenfalls  über  die  ganze  Biemannsche  Fläche  er- 
streckt werden  kann,  so  wollen  wir  ihn,  wenn  wir  eine  algebraische 
Terminologie  vorziehen,  als  den  zweiten  Verzweigungsdivisor 
der  Schar  ©  =  (Slo^  ^u  ^2)  bezeichnen;  in  Bücksicht  aber  auf  seine 
geometrische  Bedeutung  wollen  wir  ihn  auch  den  Divisor  der 
Wendepunkte  der  Kurve  nennen. 

Soll  nun  die  durch  die  Determinante  (1)  bestimmte  Kurventangente 
im  Punkte  (Xq,  x^j  x^  eine  Berührung  höherer  Ordnung  haben,  so  muTs 
die  Determinante  verschwinden,  wenn  man  die  laufenden  Koordinaten 

lo,  lula  durch 

Xi  +  2dXi  +  d^Xi  (t  =  0, 1,  2) 

ersetzt;  es  mulis  also 
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Xq       0^1       X^ 

dxQ    dx^    dx^     =s  0 

d^XQ  d^Xi  d*x^ 

sein.  Diese  Gleichung  ergiebt  uns  also  die  Inflexionspunkte  der  Eune; 
es  enthalt  aber  die  linke  Seite  der  Gleichung  noch  überflüssige  Faktoren, 
wir  müssen  daher  vollständig  den  der  Determinante  A  entsprechenden 
Divisor  bestimmen.  Diese  Untersuchung  ist  ähnlich  derjenigen,  dnrdi 
welche  wir  auf  S.  294  den  zu  einem  Differentiale  dx  gehörigen 
Teiler  festgestellt  haben;  sie  ist  nur  darum  etwas  komplizierter, 
weil  hier  auch  zweite  Differentiale  auftreten,  kann  aber,  wie  wir  nun 
zeigen  wollen,  mit  analogen  Methoden  durchgeführt  werden. 

Betrachtet  man  in  der  Determinante  A  die  Gh-öfsen  XQ,Xj,x^Bis Funk- 
tionen irgend  einer  Yariabebi  u  des  Körpers,  so  erhält  sie  die  Grestalt 


7) 


A  = 


^0 

du 

d^, 
du* 


dXi       dx^ 
du        du 

d^Xi      d^x^ 


du^ 


Es  entsteht  nun  zuvörderst  die  Frage,  ob  diese  Determinante  ihren 
Wert  behält,  wenn  wir  XQyX^yO^  als  Funktionen  einer  andern  Yariahela 
des  Körpers  auffassen.  Führen  wir  aber  an  Stelle  von  u  eine  andere 
Gh-öfset;  als  unabhängige  Variable  ein,  so  ergiebt  sich  durch  Differentiatio0 


dx^ 
dv 

dy^ 

dv^ 


dXf^  du 
-■i-y 


du  dv 

d*x^  /du\^      dXf^  d^u 

dv^ 


a'x^  /<*u\        ax^ 
""  dtt*  \d^)  "^  du 


X, 

^ 

^0 

^1 

^ 

da^ 
~dv 

dx^ 
dv 

-  m- 

dx^ 
du 

du 

dx^ 
du 

d^x^ 

d«Ä, 

d'x. 

d^x^ 

d^x^ 

dv^ 

dv^ 

dtt« 

du* 

du^ 

Setzt  man  abo  in  der  Determinante  A  an  Stelle  der  Differentiale 
die  Differentialquotienten  nach  u  oder  v,  so  findet  man  nach  leichter 
Umformung 

dx^ 
dv 

dt;« 

Hieraus  geht  hervor,  dals  die  Determinante  A  keine  Änderung 
erfahrt,  wenn  man  die  Variable  u  durch  irgend  eine  andere  v  des 
Körpers  ersetzt,  und  da  A  als  dritte  Potenz  eines  ersten  DifferentialB, 
multipliziert  mit  einer  Funktion  des  Körpers  dargestellt  worden  ist,  lO 
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blgt  jetzt,  dab  wir  dieser  Determinante^  ebenso  wie  einem  einfachen 
)ifferentiale,  einen  TöUig  bestimmten  nnd  von  der  Hilfsvariabelen 
mabhängigen  Divisor  zuordnen  können,  dessen  Ordnnng  gleich  3  (2p  — 2) 
st,  weil  du  oder  dv  die  Ordnung  2p  —  2  hat.  Da  Xq,  x^,  x^  den  ge- 
meinsamen Nenner  S(  haben,  so  tritt  im  Nenner  jenes  Divisors  nur 
^e  gewisse  Potenz  von  S(  anf,  deren  Exponent  leicht  zu  bestimmen  ist. 
Ersetzen  wir  nanüich,  wie  auf  S.  422,  die  Funktionen  Xq,  Xi,  x^  durch 

worin  f^  ==  s  i^^t,  so  findet  man  fClr  die  entsprechende,  aus  den  Funk- 
tionen y  und   deren   Differentialen   gebildete  Determinante  A(y)   die 

Relation 

A(y)  =  it»A(x), 
oder  es  ist 

»»A(y)  =  a'A(a;). 

Die  Determinante  A  erhalt  also  den  Nenner  %',  der  bei  Übergang 
zu  proportionalen  Gröfeen  durch  die  dritte  Potenz  irgend  eines  anderen 
Divisors  der  Schar  ersetzt  wird;  wir  können  daher  setzen 

A  =  g., 

▼orin  ®  einen  ganzen  Divisor  der  Ordnung  3  (2p  —  2)  -|-  3n  bedeutet. 
Um  nun  diesen  ganzen  Divisor  zu  untersuchen,  machen  wir  wieder 
ftr  einen  beliebigen  Punkt  ^  von  der  früher  angewendeten  Trans- 
formation (4)  der  Schar  @  Gebrauch  und  finden  alsdann  bis  auf  höhere 
Potenzen  von  n: 

0     a^n"^-^  («1  +  aj);r«i+««-* 

Der  Divisor  &  besitzt  also^in  ^  genau  die  Ordnungszahl  2aj-f  cr|  — 3, 
^d  diese  ist  ausschliefslich  durch  die  vorher  charakterisierten  Zahlen  a^ 
^d  ^2  bestimmt.  Denselben  Exponenten  erhalt  aber  auch  für  jeden 
beliebigen  Primteiler  ^  das  aus  den  Verzweigungsdivisoren  ^  und  St^ 
zusammengesetzte  Produkt 

ilflo  ist  der  Zähler  @  des  der  Determinante  A  zugeordneten  Divi- 
ors    mit    dem  Produkte  SUJSt^   identisch,    und  wenn  man   von   ihm 


^0 

^1 

^ 

^^0 

dn 

dx^ 
dn 

dx^ 
dn 

SS^S 

d^x, 
dn* 

d^x^ 
dn* 
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den  überflüssigen  Faktor  91J  absondert^  so  bleibt  der  Diyisor  ^  de 
Wendepunkte   übrig.    Daher    erhalten   wir    für    A    folgende   einfiMsl^« 
Divisorendarstellung: 

Xq  fl/j  x^ 

dxQ     dx^      dx^ 
d^XQ    d^Xi     d^x^ 


5)  A  = 


Für  die   Ordnung  i  des  Divisors  St,  der  Inflexionspunkte  ergiebt 
sich  nunmehr  die  zweite  Plückersche  Formel 

6)  i  =  3(2p-2  +  n)-2ri  =  3(«;-n)-2ri. 

Im  Falle  einfacher  Doppel-  und  Bückkehrpunkte  erhalt  diese  Formel 
die  Gestalt 

6a)  f  =  3n(n-2)-  6d  -  8r. 

Den   beiden   Plückerschen   Formeln   (3  a)   und   (6  a)   stehen   zwei 
dualistisch  entsprechende  zur  Seite ;  wenn  wir  die  Kurve  als  Tangentenr 
gebilde   auffassen.    Bestimmen   wir  nämlich    zu  jedem    Punkte   einer 
algebraischen  Kurve  die  Polare  in  Beziehung  auf  einen  festen  gegebenem 
Kegelschnitt;   so   hüllt  bekanntlich   die  Gesamtheit  der  so  erhaltenen. 
Geraden  ein  dualistisch  entsprechendes  Taugentengebilde   ein,  und  ü» 
Beziehung   zwischen   den   beiden  Kurven  ist  eine  umkehrbare.    Dabei 
sind  den  Doppelpunkten  der  ersten  Kurve  Doppeltangenten  der  zweiten, 
den   Rückkehrpunkteu   der   ersten   aber  Wendetangenten   der   zweitea 
zugeordnet;   denn   wenn   der   bewegliche   Punkt   auf  der  ersten  Kurre 
zweimal   an   dieselbe  Stelle   der  Ebene  gelangt;   so   muHs  auch  die  be- 
wegliche Tangente  der  zweiten  Kurve  zweimal  dieselbe  Lage  erhalten, 
wenn  aber  der  Punkt  die  Richtung  des  Fortrückens  auf  der  Tangente 
umkehrt  und  hierdurch  zu  einem  Rückkehrpunkte  Veranlassung  gieH 
so  muls  die  zugeordnete  Gerade  die  Richtung  ihrer  Drehung  um  den 
Berührungspunkt  umkehren  und  die  eingehüllte  Kurve  also  einen  Wende- 
punkt bilden.     Daher  entspricht  der  Ordnung  n  der  ersten  die  Klasse  i 
der  zweiten  Kurve,  der  Anzahl  d  der  Doppelpunkte  die  Anzahl  t  der 
Doppeltangenten,  der  Anzahl  r  der  Rückkehrpunkte   die  Anzahl  t  der 
Inflexionstangenten.    Wir  erhalten  somit  die  entsprechenden  Formeln 


7) 


A;  =  n(n-l)-2<-3f 
r=3Ä(Jk-2)-6^-8i. 


Das   Geschlecht   der   Kurve   ist   dasselbe,   mögen  wir  sie  nun  ab 
Punkt-    oder    als    Tangentengebilde    auffassen,     da    die     Tangential- 
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koordinaten  t^,u^,u^  dnrch  eindentig  umkelirbare  Transformation  ans 
i&xx  Panktkoordinaten  XQjX^fX^  hervorgehen.    Es  ist  also 

p  =  |(n-l)(n-2)-d-r 
=  l.Qc-i)(Jc-2)-t-i. 

§2. 

Wir  wollen  die  Plüokerschen  Formeln  nnd  das  Prinzip  der  Ab- 
bildimg der  Kurven  an  einem  Beispiele  znr  Anwendung  bringen^  dnrch 
welches  die  geometrische  Bedeutung  dieser  Untersuchungen  sdmrfer 
hervortreten  soll. 

(begeben  sei  ein  Dreieck  mit  den  Seiten  (^0,(^,0^  und  ein  Eegel- 

Bchnitt;   welchen  wir    als    Tangentengebilde  auffassen  und    später    in 

ein  Pnnktepaar  degenerieren  lassen  wollen.    Durch  jeden  Punkt  P  der 

Sboae  gehen   alsdann    drei   Geraden  Iq,  l^,  l^,   welche   den  Seiten   des 

Dreiecks  in  Beziehung  auf  den  Kegelschnitt  konjugiert  sind^   und  wir 

nichen  die  Bedingung  auf^  imter  welcher  die  drei  Punkte  Qq,  Q^y  Q^ 

in  gerader  Linie  gelegen  sind;  in  denen  die  Geraden  Iq,  l^,  l^  resp.  die 

Seitoi  (iQ,a^fCi2  schneiden.    Die  Punkte  P  erfüllen  alsdann  eine  gewisse 

KtuTe^  und  die  zugehörigen  Geraden  g  =  PqP^P^  hüllen  eine  zweite 

ein;  diese  beiden  Kurven,  welche  übrigens  Steiner  zuerst  untersucht 

^;  sind   durch   eindeutige  Transformation   aufeinander   bezogen   und 

müssen  daher  dasselbe  Geschlecht  besitzen. 

Machen  wir  das  Dreieck  zum  Koordinatendreieck;  so  mag  P  die 
Koordinaten  lo^  ^i>  ^  haben ;  und  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  in 
I^enkoordinaten  Uq,  u^,  a^  sei 

I      1)  Zci)ikUiUk  =  0  (t,  Ä;  =  0, 1,2); 

'•    die  Bedingung  dafür,  dafs  zwei  Geraden  u  und  v  in  Beziehung  auf  den 
Kegelschnitt  konjugiert  sind,  ist  also 

I,C0ikUiVk  =  0  (t,  Ä:  =  0,  1,  2). 

Der  Pol  der  Seite  Ui  des  Koordinatendreiecks,  für  welche  M/  =  1  ist, 
wahrend  die  anderen  beiden  Koordinaten  gleich  Null  sind,  hat  also  die 
Gleichung 

<»*(»)  =  (OioVo  +  (OiiVi  +  (Öi%V%  =  0, 

und    die    Verbindungslinie    dieses   Pols    mit    dem    Punkte  P,    dessen 
Gleichung 

lautet,   ist  die  zu  a«  konjugierte  Gerade  2,.     Jeder  auf  dieser  Geraden 
gelegene  Punkt  hat  abo  eine  Gleichung  der  Form 

a><(t;)  +  A5(t;)  =  0, 
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=  0. 


worin  X  den  Pantmetor  der  Fanktreihe  bedeatet;  will  man  insbesoiidera  - J 
den   SchnittpunlEt  Q,  von  l^  ond  n,  Iteatimmen,    so    hai   man  X  so 
wählen,  daCs  die  Qleicliang  durcli  die  Koordinaten   der  Geraden  a,  er- 1 
fOllt  wird  ond  dafa  also 

ra/.  +  AS,  =0 

ist.     Als  Gleicbnng  des  Scimifctpuaktes    Q,   erhält   mau  somit  durch  J 
EUimination  von  X 

(0,1)  Vg  -1-  (9(1  i'i  4*  ">■>  ^1       (i'ii 

I  £„Po  +   |,r,   +   |,r,      l 
Stellen  wir  nun  die  Gleichungen  der  drei  Punite  ^g,  §,,  ^^ 

6,(D,(ü)  —  (0„|(f)  =  0 

nntereinander,  so  erhalten  wir  durch  Elimination  der  Koordinaten  p 
die  Bedingung,  welcher  der  Punkt  (|)  gentigen  mufs,  wenn  die  drei 
Punkte  (J^o,  (^n  Qi  'i  gerader  Linie  gelegen  sein  sollen,  durch  Kliminstion 
der  I  aber  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes,  welchen  diese 
Geraden  g  einhüllen.  Dabei  verfährt  man  am  besten  in  der  Art,  dafo 
man  noch  die  Identität 

I.». +  £,»,  + S,t>,-l(tO-o 

zu  (2)  hinzufügt  und  aus  den  vier  so  entstehenden  Gleichnngen  ent- 
weder die  linear  and  homogen  auftretenden  Gröfsen 

«Ol     «1.     «I.     K»), 
oder  die  ebenfalls  linear  auftretenden  Gröfsen 

I.,  k,  u,  iw 

elimioiert. 

So  ergiebt  sich  als  geometrischer  Ort  der  Pnnkte  J*=(lo>SijSi)  ^^ 
Kurve  dritter  Ordnung 

"OO  fei  »Ol  fe)  <»M  ^  "<w 
<^io  Ei  "'u  El  ^it  El  <■>!! 
«»so  Es     OJ»  Ei      »M  E»     «w 

lo        E.         E.        1 


3) 


oder 


^ 


<»00  <"01  *"0I  <»M  ^  E»  [ 

"lo  "u  "i»  ^11  El  Eo 

"lo  •»»  <°n  <»»EdIi 

Eo  S.  E.  Eo£i£,| 


^ 
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Bezeichnet  man  die  Determinante  der  quadratischen  Form  Zo»  m,-  u« 
mit  Qf  nnd  die  A^nnkte  des  Elementes  an  mit  Qu,  so  lautet  die 
letzte  Gleichung  ausgeschrieben: 


3  a) 


Eliminiert  man  aber  aus  den  Gleichungen  (2)  die  Gh-öfsen  i,  so  erhalt 

man  als  geometrischen  Ort  der  den  Punkten  P  zugeordneten  Geraden  g 

die  Kurve  dritter  Klasse 

0  0        «0, 

a)i(v)        0 
0       «j(v)     o 


4) 


0  = 


oder  ausgeschrieben 
4a) 


0 
0 

^0 


00 


CD 


11 


SS 


Vi 


v« 


fl>oW         "iW         ö>,(r) 


Bei  der  geometrischen  Interpretation  der  Kuryengleichungen  (3)  imd 
(4)  wollen  wir  uns  auf  den  speziellen  Fall  beschränken*),  dafs  die  gegebene 
Kurre  zweiter  Klasse  in  das  Punktepaar  G  und  H  mit  den  Gleichungen 

9u^9oUq  +  g^u^  +  g^u^  =»  0 
hu  =  Äo^o  +  *i**i  +  h^  =  0 
degeneriert;  dann  ist  identisch 

T(0ikUith'='2guK, 

und  die  Bedingung,  dafs  die  beiden  Geraden  u  und  v  in  Beziehung 
auf  den  Kegelschnitt  konjugiert  sind,  ist  gleichbedeutend  damit,  daXs 
sie  durch  das  Punktepaar  6r,  H  harmonisch  getrennt  werden.   Femer  ist 

G>ik  =  gihk  +  gkhi, 

die  Determinante  Q  yerschwindet,  und  die  adjungierte  Form  TQuXiXk 
wird  proportional  dem  Quadrate  der  Linearform 


Xq     X 

ffo 


9i     9% 


=  Po^o+Pi^i  +A^s; 


wo  p^yPitPi  die  Koordinaten  der  Geraden  6r^  bedeuten.    Da  hiemach 
QiA  =•  i^PiPk   ist,   so   hebt    sich   aus   der    Gleichung   (3  a)   der   Faktor 

*)  Eine  ausführlichere  Behandlung  des   allgemeineren  Problems  findet  man 
bei  Gundelfinger-Dingeldej,  Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte,  S.  410. 

H«B'  '^^rgi  AlgebraiBohe  Fv  in  etc.  29 


3b) 
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l'o  io  +  Pi  ti  +  l's  ^8   lierans^   und  nach  Fortlassung  desselben  wird  die 
öleichong  der  Kurve 

^5f    9i9%    ^iK 

6«lo    9i9o    hK 

lo^i    9o9i    Kh 

Die  Knrye  der  Punkte  P  ist  also  nichts  anderes  ab  der  Kegel- 
schnitt, welcher  durch  die  Ecken  des  Koordinatendreiecks  und  durdi 
die  Punkte  G,  H  hindurchgeht;  die  auf  ihn  eindeutig  bezogene  Knne 
dritter  Klasse  hat  aber  zur  Gleichung 

^  9i^K  +  ^o9u        9iK-\-\9u        9tK  +  \9u        2 

oder 

9oK^q(jSIi^u  +  h9u)  (9i  '*«  +  K9u)  +  9i  *i«*i  (?2  *-  +  ^9»»)  (PqK+K9») 
4c)  +9$K^  (9o  *.»  +  K9u)  {9i  K + K9^ 

-  \  (9oK  +  h9u) (9iK  +  Äifl'a)  {9% Ä«  +  h9u)  =  0. 

Die  hierdurch  dargestellte  Kurve  muTs  das  Geschlecht  Null  haben, 
weil  sie  umkehrbar  eindeutig  auf  einen  Kegelschnitt  bezogen  ist;  wb 
der  Kurvengleichung  geht  femer  hervor^  dals  die  Seiten  des  Dreieeb 
einfache  Tangenten ,  die  Gerade  GH  aber  Doppeltangente  mit  den 
Berührungspunkten  G  und  H  ist.  Verbindet  man  nämlich  die  KurreD- 
gleichung  mit  der  Gleichung  eines  beliebigen  Punktes  der  Geraden  OE: 

so  ergiebt  sich,  weil  die  Gleichung  (4c)  in  gu  und  hu  quadratisch  isi, 
für  jeden  beliebigen  Wert  von  X  die  Doppellösung 

9u'=K  =  0 
oder 

UQiUi'.t^^^PQiPi  :pi] 

die  Gerade  GH  ist  also  Doppeltangente.    Wählt  man  aber  insbesondere 

auf  GH  die  Punkte 

gu  =  0     oder    hu  =  0, 

so  ergiebt  sich  obige  Lösung  sogar  als  dreifache;  die  Punkte  G  vsAS 
sind  also  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangente. 
Wenden  wir  nun  die  Formel 

j)-4(Ä-l)(fc-2)-<-t 

für  unsern  Fall  k  =  3,  p  =  0  an,  so  folgt,  dafs  ^  +  i  =  1  ist,  und  fc 
wir  von   der  Existenz   einer  Doppeltangente  bereits  wissen,  so  rsA 
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<B>1,  |bbO  sein;  die  Kurve  hat  also  keine  Inflexionspunkte.  Be- 
stimmen wir  nnnmehr  die  Ordnung  n  nnd  die  2ialil  r  der  Bückkehr- 
pmikte  mit  Hilfe  der  Plückerschen  Formeln: 

so  ergiebt  sich  n  «  4  und  r  »  3;  die  Kurve  ist  also  von  der  vierten 
Ordnung  und  hat  drei  Bückkehrpunkte.  Man  kann  dann  beweisen^ 
dab  die  Bückkehrtangenten  diejenigen  Geraden  sind;  welche  durch  die 
Ecken  des  Dreiecks  gehen  und  Von  der  Oegenseite  durch  das  Punkte- 
paar Qj  H  harmonisch  getrennt  werden;  denn  diese  Geraden  sind  zufolge 
der  Definition  des  Gebildes  die  den  Ecken  des  Dreiecks  entsprechenden 
Tangenten,  und  aus  der  Entstehungsweise  der  Kurve  geht  durch  An- 
sdiauung  oder  durch  Bechnung  hervor,  dafs  der  auf  der  Tangente 
wandernde  Berührungspunkt  an  einer  solchen  Stelle  seine  Bichtung 
umkehrt 

Besonderes  Interesse  verdient  der  spezielle  Fall,  dafs  das  Punkte- 
paar Qy  H  die   beiden  unendlich   fernen   imaginären   Kreispunkte  der 


\    -N 


Fig.  84. 

£bene  sind.  Es  ist  bekannt,  dafs  zwei  Gerade,  welche  in  Bezug  auf 
dieses  Punktepaar  konjugiert  sind,  zu  einander  senkrecht  stehen  müssen. 
Die  Geraden,  welche  zu  einer  Seite  des  Dreiecks  konjugiert  sind  und 
durch  den  gegenüberliegenden  Eckpunkt  gehen,  sind  also  die  Höhen 
des  Dreiecks.  Demgemäls  spezialisieren  sich  die  erhaltenen  Besultate 
^IgendermaGsen: 

Der  einem  Dreiecke  umschriebene  Kreis  ist  der  geometrische 
Ort  aller  der  Punkte,  für  welche  die  Fuispunkte  der  auf  die 

29* 
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Seiten  gefällten  Senkrechten  in  einer  Geraden  liegen.  Diese 
Geraden  hüllen  eine  Eurre  dritter  Klasse  und  vierter  Ordnnog 
ein,  welche  die  Dreiecksseiten  einfeu^h;  die  unendlich  ferne 
Gerade  aber  in  den  beiden  Ereisponkten  berührt  und  die 
Höhen  des  Dreiecks  zn  Bückkehrtangenten  hat  (Fig.34>8.S.451). 


§3. 

Die  im  vorletzten  Abschnitte  angewendeten  Methoden  sind  nicht 
auf  Scharen  der  Dimension  drei  beschränkt,  sondern  lassen  sich  mit 
Leichtigkeit  auf  beliebige  Scharen  von  Divisoren  übertragen.  Sie 
bilden  alsdann  die  Grundlage  für  die  Untersuchung  algebraischer  Cfe- 
bilde  im  Räume  von  drei  und  mehr  Dimensionen.  Diese  Erweiterung 
der  vorher  eingeführten  Fundamentalbegriffe  soll  nunmehr  zunacbt 
rein  algebraisch  auseinandergesetzt  werden,  um  sodann  in  den  BiMiteren 
E!apiteln  für  geometrische  Zwecke  verwendet  zu  werden. 

Es  seien  Äq,  Äj,  . . .  ?l,  s  -\-  1  ganze  Divisoren  einer  Elasse  Ä  von 
der  Ordnung  n,  welche  voneinander  linear  unabhängig  sind  und  keinoi 
gemeinsamen  Teiler  besitzen;  dann  erhalten  wir  durch  lineare  Yet- 
bindung  der  Fundamentaldivisoren  9[  eine  Divisorenschar 

1)  ©  =  (?io,?r„...st.)- 

Diese  Schar  kann  anstatt  aus  den  s  +  1  Divisoren  ^,9i;.--9i 
auch  aus  5  +  1  anderen  Divisoren  Sq,  Sj, . .  .  83,  aufgebaut  werden, 
welche  mit  den  ersten  durch  lineare  Gleichungen 

2)  83.  =  Ic,*?l*  (.^^•  =  0,l,...l) 

mit  nicht  verschwindender  Determinante  [c,*!  verbunden  sind.  Eine 
solche  Transformation  der  Grunddivisoren  bringen  wir  bei  Unter- 
suchung der  der  Schar  @  eigentümlichen  Singularitäten  oftmals  in 
Anwendung. 

Wir  können   nun   der   Schar  @   in  folgender  Weise   einen  Ve^ 
zweigungsdivisor     der     ersten,     zweiten,    . . .  s*®°   Ordnung    zuweisen. 
Ist  ^    ein    beliebiger   Punkt    der   Riemannschen   Fläche  91,    und  be- 
trachten wir  innerhalb  der  Schar  ©   die  Gesamtheit  ©^   der  durch  ? 
teilbaren    Divisoren,    so    kann    es    sein,    dafs    diese    Unterschar  den     | 
Faktor  5ß   in   einer  höheren  Potenz  ^"'  enthält.     Dann   wollen  wir  in 
den   ersten  Verzweigungsdivisor  3i  die  Potenz  ^''*~^  au&ehmen 
und   aus   den   sämtlichen  so  zu   bildenden   Potenzen   von   Primteilem 
den  Divisor 

3a)  3i  «  T]"^"^"^  (*  aUe  Punkte  von  % 
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sQsammeiiBetzen.  Bilden,  wir  jetzt  innerhalb  der  ünterscliar  @^  die 
Gesamtheit  der  Diyisoren,  welche  den  Faktor  ^^'"^^  enthalten,  so  kann 
es  eintreten^  dab  die  sich  ergebende  Unterschar  ©,  den  Punkt  ^  in  einer 
höheren  ab  der  geforderten  Moltiplizität;  nämlich  in  der  Potenz  ^^'+^*^ 
enthalt;  dann  nehmen  wir  in  den  zweiten  Yerzweignngsdiyisor  Q^ 
die  Potenz  ^"»""^  auf  und  bilden  in  derselben  Weise  wie  vorher 

3b)  8«  =  TT^"»'"^  Cß  alle  Punkte  von  m). 

In  dieser  Weise  erhalten  wir  s  bestimmte  Divisoren  8i>  3j>  •  •  •  3o 
welche  von  der  Auswahl  der  Fundamentaldivisoren  unabhängig  sind 
und  daher  als  erster,  zweiter,  . . .  s**'  Verzweigungsdivisor  der 
Schar  @  bezeichnet  werden  sollen. 

Der  so  gebildete  Begriff  ist  eine  naturgemäfse  Verallgemeinerung 
des  Verzweigungsdivisors  im  ursprünglichen  Sinne  des  Wortes.  Ist 
nämlich  s=  1,  so  ist  offenbar  der  Verzweigungsdivisor  3i  der  Schar  (Äo^^^i) 
identisch  mit  dem  zu  der  Variabein 

gehörigen  Verzweigungsdivisor  ß«;   denn  enthält  3^  ^®^  Faktor  ^ 
und  nimmt  die  Variable  rr  in  ^  den  Wert  a  an,  so  verschwindet  x-a, 

resp.  wenn  a  unendlich  ist,  —  in  ^  in  a*®'  Ordnung,  und  hieraus 
folgt,  dafs  ^  ein  a- blättriger  Verzweigungspunkt  der  Biemannschen 
Fläche  yix,  also  3i  ^^<^  3^  identisch  sind. 

Wenn  für  einen  Punkt  ^  der  Biemannschen  Fläche  die  Ver- 
zweigungsdivisoren 3i,  3j;  -  •  •  8«  ^er  Beihe  nach  die  Ordnungen 
ffi  -  1,  aj  —  1,  . . .  cf,  —  1  besitzen,  so  können  wir  zufolge  der  vorher 
gegebenen  Erklärung  ganz  analog  wie  auf  S.  441  die  Grunddivisoren 
%)%^,  Slj,  ...$[<  der  Schar  @  so  annehmen,  dafs  sie  in  ^  der  Beihe 
iiacli  die  Ordnungszahlen 

ehalten.     Wahlen  wir  alsdann  einen  Divisor  Ä  der  Klasse  Ä,  welcher 
>^  $  relativ  prim  ist,  und  bilden  mit  ihm  die  Funktionen 

«0  «1  «1  ®* 

^  ä'    ^  '^  ¥'    ^  "=¥'*"  ^' ""  ¥' 

w  ergeben  sich  für  diese  Funktionen  in  der  Umgebung  von  ^  Beihen- 
^twickelungen  der  Form 

wo  X  eine   Funktion   des   Körpers   ist,   welche  in  ^   die   Ordnungs- 
zahl eins  hat. 


^0 
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Die  s  Yerzweigangsdiyisoren  der  Schar  @  können  nun,  wie  wir 
zeigen  wollen,  mit  Hilfe  gewisser  in  der  KurrenÜieorie  häufig  auf- 
tretender Determinanten  vollsföndig  dargestellt  werden.  Bilden  wir 
nämlich,  zunächst  ohne  irgend  welche  Normierungen  der  Grunddiyisoren 
^09  ^i;  •  •  •  ^<  vorzunehmen,  mit  einem  beliebigen  Divisor  S(  der  Klasse i 
die  Funktionen 

_ao        _^        _«i  _*' 

Xq  —  -^f    x^ — ^}    x^  —  W' '    *  ^'  —  y 
und  aus  diesen  und  ihren  Differentialen  die  Determinante 


5) 


A, 


»0 

Xi        x^ 

*     U/g 

dx^ 

dxi     dx^   . . 

.  dx. 

•            • 

d^a^   d^oc^ . . 

.d'x. 

^*\p^}  ^)  ^}  •  •  •  ^t)f 


d  Xq  d  x^    d  x^  » , ,  d  Xt 

so   steht  diese  und  gewisse  ihrer  Unterdeterminanten   in  innigem  Zu- 
sammenhange mit  den  Yerzweigungsdivisoren  der   Schar. 

um  dies  zu  erweisen,  betrachten  wir  zuerst  den  der  Determinante  4 
zugeordneten  Divisor  und  bestimmen  zuvörderst  seine  Ordnung  nnd 
seine  Pole.  Ist  nun  u  eine  beliebige  Variable  des  Körpers,  so  können 
wir  die  Determinante  A«  auch  so  schreiben: 


A.= 


A 


d'^x^      cf'x^     d^x^  ^  ^, 


dti«'^'"^'^    {Ä  =  0,1,...«), 


dtt*       dtt*       du*"  du!" 

und  wenn  man  an  Stelle  der  Yariabeln  u  eine  andere  v  einMrt,  so 
erkennt  man  durch  leichte  Umformung,  dals  die  Determinante  diotf 
Transformation  gegenüber  sich  invariant  verhält.  In  der  That,  dnitk 
successive  Differentiation  erhält  man  die  Formel 

d^x^        d*«,/(?M\*       d^~^  X-  d^^^  X.  dx^ 

worin  die  Koeffizienten  ffiy  92,  -  -  -  gn  bestimmte  ganze  Funktionen  sii^ 

welche  nur  von  den  Differentialquotienten  :j-^  -^-zf  •  •  •  — r>  aber  bÄ 

^  dv     dv^  ju* 

von  den  Differentialquotienten  der  Funktion  Xi  abhängen,  nnd  irf: 
deren  Form  es  hier  weiter  nicht  ankommt.  Daher  erhalt  man  doiA 
successive  Transformation  der  Zeilen  der  obigen  Determinante 


Xi 


dXf    d^Xf  d'  X. 


,      . 


'  dv'   dv^ 


oder 


Xif 


dx^    d^x^ 
dv     dv' 


dv* 


d'x. 


dXfdu    d^x.  /du\i 
^"  düdi'  Tü*\dv) 


d'x. 


•    •     _- 


dv' 


dv 


2 


*(»+!) 


Xi, 


dx^    d^x. 
du     du^ 


~d^ 


du 


liH« 
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dnrch  welche  die  aüfgeetellte  Behanptang  bewiesen  wird.  Der  der 
Determinante  A«  zugeordnete  Divisor  hat  hiemach,  weil  das  Differential  du 
Ton  der  Ordnung  2p  —  2  ist,  die  Ordnungszahl 

8(5+l)(p-l). 

Dieser  Divisor  ist  in  gewisser  Weise  von  dem  willkürlich  eingeführten 
Nenner  S(  abhangig;  ersetzt  man  aber  diesen  Nenner  durch  einen 
anderen  Divisor  83  der  Klasse,  so  multiplizieren  sich  die  Funktionen  x 

nur  mit  der  Funktion  f^==g>  die  Determinante  A«  abo  mit  fi'+^ 
Denn  man  hat 

also  durch  Umformung  der  Zeilen 

I  li^^h  ^{f^'^i)}  ^(fi^i)}  •  •  •  d\nXi)  I  =  I  fiXi,  (idxi,  (id^Xt,  - ' .  fird'xi  , 
oder 

^(i'i-i'-5)=(ir^(i'i'i'-i> 

^j  mit  ?[*"*"^  so  wird  das 

Produkt  von  der  Auswahl  des  Nenners  Sl  ganz  unabhängig  und  besitzt 
überdies  keinerlei  Unendlichkeitsstellen  mehr,  da  A«  andere  Pole  als 
die  in  S(  vorkommenden  Punkte  nicht  besitzen  kann.  Wir  dürfen  daher 
setzen: 

6)  A.  =  ^,, 

WO  @  einen  ganzen  Divisor  bedeutet,  dessen  Ordnung  gleich 

s(s+l){p-l)  +  (s+l)n 

ist  Dieser  Divisor  ist  überdies  nur  von  der  Schar  @  selbst,  nicht 
aber  von  der  Auswahl  der  Grunddivisoren  abhängig;  denn  wenn  wir 
durch  die  Transformationsformeln  (2)  an  Stelle  der  Grunddivisoren 
Äq,  Äj,...®,  s+1  andere  83o,  83,, . .  .  95,  einführen,  so  multipliziert 
sich  die  Determinante  A«  blofs  mit  einer  Eonstanten 

der  Divisor  ®  bleibt  also  ungeändert. 

In  den  Zähler  &  der  Determinante  A«  treten  nun  die  Yerzweigungs- 
divisoren  in  bestimmter  Weise  ein.  Es  sei  nämlich  ^  wieder  ein  be- 
liebiger  Punkt  der   Riemannschen  Fläche,   un''  ^nn  *^ 


• 


456  Sechsundzwanzigste  YorleBung. 

Yorher  in  (4)  angegeben^  durch  lineare  Transformation  die  Gnmdfank- 
tionen  der  Schar  auf  die  Form 

a:^  =  l+...,    a:i  =  Ä*'*+...,  a^  =  «"*+"• +  ...,    a;,  =  »*'*+*  •+"•+... 
Bildet  man  aber  die  Determinante 


*^«  (p^Of  *^i}  '^}  •  •  •  «^»y 


£l*«o    <^*ai     <^*«,  <^*^. 


f  7-f   rf 


•  •  • 


(Ä  =  0,1,...«) 


<!«*      <l7r*       d»*  <!»* 

für  5  +  1  Funktionen^  welche  beliebige  Potenzen  von  x  sind, 
80  erhält  dieselbe  den  Wert 

wobei  D  (/ti^^  ft^ , . . .  fi«)  das  Differenzenprodukt  der  Exponenten  fi  be- 
deutet und  somit  für  ungleiche  Exponenten  ft  von  Null  verschieden  ist 
Es  ist  nämlich 

ako  ergiebt  sich  in  diesem  Falle  in  der  That  nach  Herausnahme  der 
Potenzen  von  x  und  Eolonnentransformation 

A,  =  jr'"'+''^+- ••+"•-'-* '11,^**,  fij,...fij| 

1 


^^^       *"     ^  ilii^cc-i^fi)' 


ff,  ^  SS  0, 1,  i, ... « 

In  unserem  Falle  haben  wir  nun^  wenn  wir  uns  auf  das  erste  Glied 
der  B^ihenentwickelungen  beschränken: 

(iQ  =  Oy     fii  -=  «1,    f«,  ==  «1  +  elf,, . . .  ft,  =  «1  +  ff,  4- h  «fi 

zu  setzen  und  erhalten  so,  da  diese  Zahlen  alle  voneinander  verschieden 
sind,  das  Resultat,  dals  die  Determinante  A  den  Faktor  ^  genau  ii^ 
der  Ordnung 

5ffi  +  (s - 1) ff,  +  (s -  2) «3  +  •  •  •  +  «•  -  ys(s  + 1) 
enthält.     In  gleicher  Ordnung  enthält  aber  diesen  Faktor  das  Predni 

löf      Ö8       •  •  •  o«- 

Dieses   Produkt   ist   also   der   Zähler  @  in  (6),   und   wir  dürfei^ 
daher  setzen 
7\  ^        8i  82     Ss     •  •  •  3, 

^  ^ ^^ — ' 
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wodnrch  der  wesenÜiohe  Teil  der  Determinante  i&«  ab  Produkt  der 
YerzweigiingBdiyisoren  3i^  Sf  9  •  •  •  3«  dargestellt  ist  Sind  die  Ordnungen 
dieser  Divisoren  resp.  gleich  tOi,  w^,  * . » tOt,  so  ergiebt  sich,  weil  die 
Ordnung  von  A,  gleich  s(8  +  l)(p—  1)  ist,  die  Relation 

8)    «iTi  +  (s- 1) w,  + . •  •  +  2u?,_i  +  w,  -  (s+  l)n  =  s(s  +  1) (j) - 1). 

Diese  Formel  ist  eine  wichtige  Verallgemeinerung  der  für  den  Fall 
5—1  gelt^iden,  schon  früher  abgeleiteten  Orundformel 

w  —  2n  =  2(p'-l). 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (7)  den  grölsten  gemeinsamen  Teiler  ^ 

der  Funktionen  Xq,  x^^x^, . .  .x,  gleich  Qq,  so  erhält  dieselbe  die  noch 
etwas  gleichmaJjsigere  und  für  spätere  Zwecke  geeignetere  Gestalt 

7a)  A.  =  8;+^3'i3;~'.-3.*-i3.; 

da  hiemach  der  groiste  gemeinsame  Teiler  eines  Systems  von  Funktionen 
des  Körpers  in  eine  den  Divisoren  di?  39 v  •  3<  völlig  koordinierte  Stellung 
rückt^  so  kann  er  als  der  Yerzweigungsdivisor  der  nullten  Ordnung 
angesehen  werden.  Man  kann  daher  die  früher  eingeführte  Voraussetzung 
aufheben,  dals  die  Grunddivisoren  der  Schar  @  teilerfremd  sein  sollen; 
dann  ergiebt  auch  die  Anwendung  der  oben  gegebenen  Vorschrift  als 
eisten  der  zu  bUdenden  Verzweigungsdivisoren  den  gröfsten  gemein- 
samen Teiler  3o* 

§4. 
Wir    wollen   jetzt    die    soeben    durchgeführte    Betrachtung    ver- 
allgemeinem  und   hierdurch   die   Verzweigungsdivisoren  3o;  3i^  •  •  •  3» 
selbst  durch  analytische  Ausdrücke  darstellen.     Betrachten  wir  die  aus 
den  ersten  A;  -f  1  Zeilen  der  Determinante  A«  bestehende  Matrix 

Xq  X\  Xa  •   •   .    Xg 

*\  ^Xq       CvX^       (tX^    ...  CtXg 

^d  Xq  d  x^   d  oc^  , . ,  d  X, 

80  können  wir  aus  ihr  ( j  1  j  1  Determinanten  (Je  +  1)**'  Ordnung  bilden; 

^^r  grölste  gemeinsame  Teiler  Aj^  dieser  Determinanten  ist  dann,  wie 
jetzt  sehr  leicht  zu  sehen,  gleich 

0      -Oiöf      •  •  •  O*— lö*' 
Denn  aus   dem   erweiterten  MultipL'kationstheorem  der  Determinanten 
folgt  ganz  analog,  wie  vorher  für  k  =  s,  dafs  der  Teiler  Ajt  bei  linearer 
Transformation  der  Gh-unddivisoren  ungeändert  bleibt;  führt  man  aber 
fär  einen   Punkt  ^  das  in  (4)  des  vorigen  Abschnittes  benutzte  Fun- 
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damentalsystem  ein^  so  erweisen  sich  die  Zahler  aller  Determinanten 
ab  dnrch  obiges  Produkt  teilbar,  nnd  die  erste  Determinante  der  Matrix 
erhalt  nach  den  Ausfahrungen  des  vorigen  Paragraphen  in  $  genaa 
dieselbe  Ordnungszahl  wie  jenes  Produkt;  damit  ist  unsere  Behauptung 
Yollständig  bewiesen.  Bilden  wir  daher  der  Reihe  nach  die  Deter- 
minantenteiler 

Ao,  Ai,  A,,  .  . .  A,-!,  A, 

und  deren  Quotienten 
so  ist 

®*  =  A —  =  3o  3i  8i  •  •  •  8*— 1 8*> 

also 

2)  8*  =  f^- 

^*— 1 

Die  Divisoren  ®o;  ®iy  •  *  •  ®«— i»  ®<  besitzen  eine  gewisse  Verwandt- 
schaft mit  den  Elementarteilem,  sind  aber  von  diesen  wohl  zu  nnter- 
scheiden,  weil  es  bei  der  Bildung  von  Ajb  nicht  auf  alle  Unter- 
determinanten  (A;  -f- 1)^'  Ordnung  des  zu  A«  gehörigen  quadratifichen 
Systems,  sondern  nur  auf  die  mit  den  ersten  Je  Differentialen  gebildeten 
Determinanten  ankommt.  Wir  wollen  &q,  S^,  . . .  ®«— i,  (£«  ak  die 
Differentialteiler  der  Funktionenschar  (Xq^  x^,  , , .  x^  bezeichnen; 
dann  gilt  nach  der  letzten  Formel  der  Satz: 

Man  erhält  den  Verzweigungsdivisor  Ä;**'  Ordnung  einer 
Funktionenschar,  wenn  man  den  Differentialteiler  Ä**'  Ordnnng 
durch  den  vorhergehenden  dividiert. 

Befreien  wir  jetzt  endlich  die  sämtlichen  Determinanten  der 
Matrix  (1)  von  ihrem  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  A^^,  so  erhalten  wir 

^,jj  ganze   Divisoren,    welche    wir    die   Tangentialkoordinsten 

Ä**'  Ordnung  der  Divisorenschar  (Äq,  Stj, . . .  Ä,)  nennen  wollen, 
weil  sie  die  naturgemäfse  Verallgemeinerung  der  Tangential-  oder 
Linienkoordinaten  einer  ebenen  Kurve  sind,  und  welche,  wie  man  leicht 
sieht,  nur  durch  die  Di  vi  so  renschar,  nicht  aber  durch  den  zur  Bildung 
der  Funktionen  eingeführten  gemeinsamen  Teiler  3o  bestimmt  sind. 
Die  Ordnung  dieser  Tangentialkoordinaten,  die  mit  %jf  bezeichnet  sein 
mögen,  sei  w*;  dann  ist  no  ==  w  und  n,  =  0  zu  setzen.  Da  z.  B.  ß^ 
die  erste  Unterdeterminante  A*^^  des  obigen  Systems  (1)  die  Gleichung  gü^' 
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und  A^^  die  Ordnung  h(k+l){p'-l)  hat,  so  hängen  die  Ordnnngs- 
zahlen  n^  nj,  ts^^ . . .  n«_i  und  die  Yerzweigangszahlen  w^,  w^^ . . ,  Wt—u  ^» 
dnrcli  Gleichungen  zusammen^  welche  die  Verallgemeinerung  der  früher 
aufgestellten  Plückerschen  Formeln  bilden: 


4) 


»i-2n  +  M;i  =  2(j)-l) 

w,  -  3n  +  2u?i  +  w»  =  2  .  3(i)- 1) 

tij  —  4n  +  3«?!  +  2fi7,  +  m;j  =  3  •  4  (p  —  1) 


n,_i  —  5n  +  (s  —  1)  «^1  +  (s  —  2)  w,  H h  m;,_i  =  (5  —  1)  s  (j)  —  1) 

^— (s  +  l)n  +  swi+(5-l)u?,+---+2«;,«i  +  fi7,=  s(s+l)(p  — 1). 

Diese  Formeln  lassen  sich  auch  durch  Subtraktion  untereinander- 
fltehender  Gleichungen  in  folgende  Gestalt  setzen: 

4a)  2*(p -  1)  =  -  n  +  u?i  +  u;,  +  •  •  •  +  ti?*  +  Wi  —  Wt-i    (ä;  =  1, 2, ...«), 

und  wenn  man  nochmals  untereinanderstehende  Gleichungen  subtrahiert, 
80  erhalt  man  die  Relationen 


2(l)-l)  =  «x 

-2n 

+  Wi 

=  «, 

-2ni 

+  » 

+  w^ 

=  «8 

•             • 

-2n, 

•        •        • 

•        • 

• 

4b) 

=  n,_i  —  2n,-2  +  w,_8  +  w'*-! 
=  —  2n,_i  +  w,_2  +  w,. 

Die  letzten  Formeln  erleiden  keine  Veränderung^  wenn  man  n.- 
nutii^_^_i  iiud  gleichzeitig  tc;,-  mit  Ws—i^t  vertauscht.  Man  kann  sich 
denn  auch  leicht  davon  überzeugen;  dafs,  wenn  man  von  den  Punkt- 
koordinaten sCq,  Xi,  , , .  X,  durch  die  ersten  Unterdeterminanten  der 
Determinante  A,  zu  den  Taijgentialkoordinaten  (s  —  1)*®'  Ordnung  der 
Diyisorenschar  übergeht,  in  den  polar  gegenüberstehenden  Formeln 
die  Verzweigungsteiler  g^  und  Q„  3a  ^d  3»-i;  •  •  •  8/  ™d  8*+i-< 
emfiich  ihre  Rollen  vertauscht  haben,  worauf  wir  aber  nicht  weiter 
eingehen.  Die  in  §  1  gegebenen  Ausführungen  sind  die  geometrische 
Interpretation  der  hier  auseinandergesetzten  algebraischen  Thatsachen 
Ar  den  Fall  5  =:  2;  wir  wollen  jetzt  dieselben  Formeln  für  die 
Ranmkurven  zur  Anwendung  bringen,  wo  wir  dann  nur  5  >»  3  zu 
lotsen  haben. 


Siebemmdzwanzigste  Vorlesung. 

Banmknrven  und  Divisorenficharen.  —  Die  Divisoren  der  stationären  Punkte, 
Greraden  nnd  Ebenen.  Anzahlrelationen.  —  Hinreichende  Bedingung  dafSr,  dftb 
eine  Funktion  des  Körpers  als  ganze  Funktion  der  Koordinaten  der  Baumknrre 
dargestellt  werden  kann.  —  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen,  welche  eine  durch 
die  Baumkurve  hindurchgelegte  Fläche  erfCLllen  muTs.  —  Der  Divisor  der  Doppel- 
punkte einer  Baumkurve. 

§  1. 

Bei  der  Untersnchnng  der  algebraischen  Raumkurven  gehen  wir, 
analog  wie  bei  den  ebenen  Kurven,  von  der  Annahme  aus,  dab  ixmer 
halb  eines  Körpers  K{Zy  u)  vier  Funktionen  x^,  x^j  x^j  x^  gegeben  seien, 

welche,  wenn  SR  -»  ^  ihr  gröister  gemeinschaftlicher  Teiler  ist,  die 
Divisorendarstellung  erhalten  mögen: 

1;  Xq^=  ^}    x^  —  -^}    x^  —  -^i    x^  —  ^; 

hierin  bedeuten  SCq,  ^^  tT,,  ^5  ganze  und  teilerfremde  Divisoren  einer 
und  derselben  Klasse  A  von  der  Ordnung  n. 

Durch  diese  Oleichungen  werden  die  Tetraederkoordinaten 
Xq,  Xi,  x^,  x^  eines  veränderlichen  Kurvenpunktes  P,  die  nur  ihren  Ver- 
hältnissen nach  in  Betracht  kommen,  als  Funktionen  eines  Punktee  $ 
der  Riemannschen  Fläche  dargestellt,  welcher  hierbei  die  Bolle  des 
auf  der  Kurve  variierenden  Parameters  übernimmt,  umgekehrt  ent- 
spricht auch  im  allgemeinen  einem  Punkte  P  der  Kurve  ein  und  nur 
ein  Punkt  ^  der  Riemannschen  Fläche,  wenn  wir  noch  die  Yoraussetzang 

hinzufügen,   dafe  der  Körper  K(^f  %  ^)  mit   dem   Körper  K{ij^) 

identisch  ist  und  somit  auch  u  und  B  als  rationale  Funktionen  der 
Quotienten  - ;  — ;  -'    dargestellt    werden    köimen.       Alsdann    kann 

•*'0      •*'o      •*'o 

nach  den  Ausfährungen  des  §  4  der  vierundzwanzigsten  Vorlesung  (S.  418) 
die  Eindeutigkeit  der  Beziehung  zwischen  ^  und  P  nur  in  einzelnen 
singulären  Punkten  der  Raumkurve  verloren  gehen.  Wenn  aber  dem 
Kurvenpunkte  P  mehrere  Primdivisoren  5ßi,  ^,  . .  •  entsprechen,  so 
gehen  durch  ihn  mehrere  Zweige  hindurch,  welchen  resp.  ^x^^y* 
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zugeordnet  sind.  Durch  einen  Punkt  der  Riemannschen  F^he  wird 
ako  auf  der  Kurve  stets  ein  Punkt  nebst  einem  zugehörigen  Zweige 
charakterisiert. 

Wenn  wir  in  den  Gleichungen  (1)  den  Nenner  Ä  unserer  Punk- 
tionen  durch   irgend  einen   äquivalenten  93  ersetzen,   so   erhalten  die 

Funktionen  x^jX^x^yX^  nur  den  Faktor  f^^g'  wahrend  ihre  Ver- 
haltnisse hierbei  keine  Veränderung  erfahren.  Da  aber  nur  diese  für 
uns  von  Wichtigkeit  sind,  so  spielt  der  Nenner  %  eine  nebensächliche 
Rolle,  und  es  kommt  in  Wahrheit  bei  allen  folgenden  Betrachtungen 
immer  nur  auf  die  Zählerdivisoren  der  Funktionen  x,  also  auf  die 
Proportion  an: 

Soll  femer  die  Kurve  eine  raumliche  sein,  so  darf  zwischen  den 
Funktionen  x  keine  lineare  homogene  Gleichung  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten bestehen;  die  Divisoren  Sq;  ^^  ^;  ^s  iiiüssen  also  linear  un- 
abhängig und  die  Dimension  der  Klasse  A  somit  mindestens  gleich 
vier  sein.     Jeder  beliebigen  Gleichung  einer  Ebene 

entspricht  alsdann  ein  ganzer  Divisor  n^'  Ordnung 

durch  welchen  der  Schnitt  der  Ebene  und  der  Kurve  dargestellt  wird. 
Die  Kurve  hat  also  die  Ordnung  n  und  nach  den  Ausführungen  auf 
S.  418  das  Geschlecht  p\  sie  soll  daher  durch  Cn  bezeichnet  werden. 
Die  Divisoren  Sq'  ^i>  %?  %  können,  ebenso  wie  auf  S.  422,  durch 
lineare  Gleichungen  der  Form 

k 

transformiert  werden;  eine  solche  Substitution  entspricht  einer  Ver- 
legung des  Koordinatentetraeders  oder  einer  kollinearen  räumlichen 
Abbildung  der  Kurve. 

Wir  wollen  nun  zunächst  die  Formeln  aufstellen,  welche  das 
Analogen  der  Plückerschen  Formeln  der  ebenen  Geometrie  sind  und 
die  Beziehungen  zwischen  den  verschiedenen  charakteristischen  Zahlen 
der  Kurve  regeln,  und  im  Zusammenhange  hiermit  die  geometrische 
Bedeutung  der  drei  Verzweigungsdivisoren  3i>  8«;  Sa  ^®^  Divisoren- 
schar (?[q,  Äj,  Slg,  Äj)  erörtern.  Hierzu  ist  es  erforderlich,  die  Kurve 
nicht  blols  als  Punktgebilde  aufzufassen,  sondern  auch  die  Gesamtheit 
ihrer  Tangenten  und  Schmiegungsebenen  zu  betrachten. 
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Ziehen  wir  in  einem  Punkte  P  die  Tangente,   so   hat  man  den 
Punkt  P  =  (Xq,  Xi,  (c^,  x^  mit  dem  Nachbarpunkte 

zu  verbinden;  die  Plückerschen  Linienkoordinaten  dieser  Tangente  sind 
also  proportional  den  Determinanten  der  Matrix: 

(Xq       x^       x^       ^    \, 
dxQ    dx^    dx^    dx^  / 

Bei  Anwendung  der  Formel  (3)  auf  S.  458  findet  man  somit  fOr  die 
sechs  Koordinaten  pn  der  Tangente  im  Punkte  P  die  Gleichungen 


Pik  —  Xidxjt  —  XkdXi  =  ^.Ii*^, 


worin  3i  den  ersten  Verzweigungsdivisor  der  Schar  ©  =  {%if^,%i^ 
bedeutet.  Um  die  geometrische  Bedeutung  dieses  Divisors  festzusteOeD, 
bringen  wir  für  den  zugehörigen  Punkt  ^  der  Riemannschen  Flichd 
das  Fundamentalsystem  der  Schar  @  auf  die  auf  S.  453  dargelegte 
Normalform,  bei  welcher 

«0,  «1,  ««,  «. 
in  ^  der  Reihe  nach  die  Ordnungszahlen  ^ 

0,      «1,     ai  +  «f2;     «i  +  ««  +  «s 
erhalten;  dann  stellt  die  Gleichung 

eine  beliebige  Ebene  durch  den  Eurvenpunkt  P  dar,  und  eine  solche  Ebene 
hat  an  dieser  Stelle  mit  dem  durch  ^  charakterisierten  Kurvenzweige  im 
allgemeinen  nur  einen  einfachen  Schnittpunkt,  wenn  aber  ^  in  3i  ^^' 
tritt,  einen  Schnitt  der  Ordnung  «^  gemein.  Daher  wird  der  Vcr- 
zweigungsteiler  3i  durch  diejenigen  Kurvenpunkte  P  geliefert,  ffli 
welche  alle  Ebenen  durch  P  mit  der  Kurve  in  P  einen  Schnitt  Ton 
höherer  als  erster  Ordnung  besitzen,  und  wir  können  ihn  daher  auch, 
analog  wie  bei  den  ebenen  Kurven,  als  den  „Divisor  der 
stationären  oder  der  Rückkehrpunkte^^  bezeichnen. 

Betrachtet  man  eine  Raumkurve  als  Tangentengebilde,  so  b^ 
zeichnet  man  bekanntlich  als  ihren  Rang  n^  die  Anzahl  der  Punkte; 
in  denen  eine  beliebige  gegebene  Gerade  g  des  Raumes  von  den 
Tangenten  der  Kurve  geschnitten  wird;  diese  Zahl  ist  aber,  wie  jetzt 
leicht  zu  sehen  ist,  gleich  der  Ordnung  der  ganzen  Divisoren  %{  • 
Denn  wenn  die  Gerade  g  als  Verbindungslinie  der  Punkte  (c^,  <h}^}^ 
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und  (pQ^b^jb^fb^)  gegeben  ist  und  somit  als  Koordinaten  die  ünter- 
determinanten  der  Matrix  besitzt: 


\6o     ^1     6g     65/     . 


80    erhalt    man    die    Eurvenpnnkte,    deren    Tangenten    die   Gerade  g 
schneiden,  durch  Auflösung  der  Gleichung 


^0 


a. 


«I 

«i 

«8 

dx^ 

dXf 

di 

% 

0» 

<h 

h 

6, 

h 

'8 


=  0; 


die  entsprechenden  Punkte  ^  der  Riemannschen  Fläche  werden  ako  in 
der  That  nach  Absonderung  des  Faktors  Q^ :  Ä*  durch  die  Primfaktoren 
des  Divisors  der  Ordnung  n^  geliefert: 


2%^!'\a,b^-amb;), 

ik 


worin  (Im)  die  Ergänzungskombination  zu  (ik)  bedeutet.  Zwischen 
dem  Range  n^  der  Kurve  und  der  Ordnung  w^  des  Divisors  3i  ^^^ 
stationären  Punkte  besteht  also  nach  der  ersten  Formel  (4)  auf  S.  459 
die  Gleichung 

2)  ni==2(i>-l)  +  2n-ti7i. 

Wenden  wir  uns  jetzt  dazu,  die  Gleichung  der  Schmiegungsebene 
der  Kurve  im  Punkte  P  aufzustellen^  so  lautet  dieselbe,  wenn  ^^Si^ls^ls 
die  laufenden  Koordinaten  sind: 


fco       fci 


X, 


0 


X, 


I2 

Xa 


I. 


rr, 


s 


dxQ    dXi    dx^     dx^ 
d^x^  d^x^  d^x^   d^x^ 


=  0. 


Als  Klasse  n^  der  Kurve  bezeichnet  man  alsdann  die  Anzahl  der 
Schmiegungsebenen,  welche  durch  einen  beliebigen  Raumpunkt 
{jpQyPi}P%}Pz)  hindurchgehen;  um  diese  zu  erhalten,  haben  wir  für  die 
laufenden  Koordinaten  (lo^  5i;  S2;  Ss)  die  gegebenen  (jPq, Pi,  p^, Pzl  ein- 
zusetzen und  die  Ordnung  des  Divisors  zu  bestimmen^  welcher  sich 
aus  der  obigen  Determinante  nach  Weglassung  des  grölsten  gemein- 
samen Teilers  der  Koeffizienten  von  p^^yPuP^yP^  ergiebi 


464  Siebenmidzwanzigste  Yorlesmig. 

Bezeichnen  wir  aber  die  Adjunkten  der  Koordinaten  £o^Siy^;£i 
in  obiger  Determinante  mit  Uq,  %;  u^»  t^,  so  erhalten  wir  nach  der 
Formel  (3)  der  vorigen  Vorlesung 

^  „  8!8t^,    ^  _  8?8,24^>,    ^  ^  SlS,t?\        _  8!8t^\ 
0      — S» —     ^      — Ä» —     ^      — 8^"^     ^      ~  ~S^ — 

ako  als  Oleichung  der  Kurve  in  Ebenenkoordinaten 

WO  nun  die  Klasse  n^  gleich  der  Ordnung  der  vier  Divisoren  ^  ist 

In  diesen  Oleichungen  wird   der  zweite  Yerzweigungsdivisor  3i 

durch  die  Oesamtheit  derjenigen  Punkte  der  Kurve  geliefert^  f&r  welche 

die  samtlichen  Berührungsebenen  oskulieren;  denn  machen  wir  wieder 

von  der  auf  S.  462  angewendeten  Normalform  Gebrauch,  so  stellt  die 

Gleichung 

c^^%  +  Cs^  ==  0 

das  Büschel  der  Ebenen  durch  die  Tangente  im  Punkte  P  dar,  und 
diese  Ebenen  haben  in  ihrer  Gesamtheit  im  allgemeinen  mit  dem 
Kurvenzweige  in  P  einen  Schnitt  von  der  Ordnung  o^  +  1,  fttr  Punkte 
aber,  die  dem  zweiten  Yerzweigungsdivisor  zugehören,  einen  Schnitt 
von  höherer  Ordnung  a^^  +  a^.  Aus  diesem  Grunde  können  wir  3i 
auch  als  den  Divisor  der  stationären  Tangenten  bezeichnen. 
Für  die  Erlasse  der  Kurve  erhält  man  hiemach  aus  der  zweiten 
Gleichung  (4)  die  Relation 

3)  Wj  =  6  (i)  —  1)  +  3n  —  2u;i  —  w^. 

Gehen  wir  jetzt  schlieMich  zur  Bestimmung  derjenigen  Punkte 
über,  in  welchen  die  Schmiegungsebene  vier  konsekutive  Punkte  mit 
der  Kurve  gemein  hat,  so  haben  wir  in  der  obigen  Determinante 

5<  =  Xi  +  SdXi  +  Sd^Xi  +  d^Xi  (t =0,1,8,3) 

zu  setzen  und  erhalten  so  die  Gleichung 

Xq  X^  X^  Xj^ 

dxQ     dXi     dx^      dxQ 
d'x,   dX    d*x,    d'x, 
d^XQ    d^Xi    d^x^    d^x^ 

Der  dieser  Determinante  zugeordnete  Divisor  ist  nach  den  früher«! 

Auseinandersetzungen  gleich       2^     ;  wobei  der   dritte  Verzweigungs* 

divisor  3$   ^ben  die  Punkte   ergiebt,  in  denen  die  Schmiegungsehen^ 
hyperoskuliert;  denn  für  die  schon  zweimal  angewendete  Normalform 


A  = 


=  0. 
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des  FundamentalsystemB  der  Schar  ®  ist  ^  =  0  die  Gleichung  der 
Schmi^ungsebeney  und  diese  hat  mit  der  Kurve  in  P  im  allgemeinen 
einen  Schnitt  der  Ordnung  a^  +  ^2  +  !>  för  die  Primfaktoren  des 
Yerzweigungsteilers  3f  ^^^^  einen  Schnitt  der  Ordnung  0^  +  0^  +  cc^ 
gemein.  Wir  können  daher  3»  ^^^^  ^  den  Divisor  der  stationären 
Schmiegungeebenen  oder  der  Wendeberührungsebenen  be- 
zeichnen. Für  die  Anzahl  u?^  dieser  Ebenen  haben  wir  nach  dem 
Früheren  die  Gleichung 

4)  ^3  =  12 (i) - 1)  +  4»  -  3u?i  -  2w?,. 

Betrachtet  man  eine  Kurve  als  Punktgebilde,  so  besitzt  sie  im 
allgemeinen  weder  stationäre  Punkte  noch  stationäre  Tangenten,  wohl 
aber  stationäre  Schmiegungsebenen;  denn  die  ersten  beiden  Singularitäten 
werden  durch  grölste  gemeinsame  Teiler  gegeben,  und  es  kann  hier 
als  eine  Ausnahme  angesehen  werden,  wenn  mehrere  Divisoren  einen 
gemeinsamen  Teiler  haben,  während  der  Divisor  der  Wendeberührungs- 
ebenen durch  eine  einzige  Determinante  bestimmt  wird.  Betrachtet 
man  aber  die  Kurve  als  Ebenengebilde,  so  besitzt  sie  stets  stationäre 
Punkte  und  nur  ausnahmsweise  stationäre  Tangenten  und  Schmiegungs- 
ebenen, wie  aus  dem  Prinzip  der  Dualität  folgt.  Diese  Verhältnisse, 
die  bekannten  Anschauungen  der  Geometrie  der  ebenen  Kurven  analog 
sind,  müssen  bei  Anwendung  der  Formeln  (2),  (3),  (4)  berücksichtigt 
werden. 

Die  Formeln  (2)  und  (3)  unterscheiden  sich  nicht  wesentlich  von 
den  früher  abgeleiteten  verallgemeinerten  Plückerschen  Formeln  der 
Ebene  und  Bind  dorch  Übertragung  derselben  auf  räumUche  GebUde  bereits 
von  Gayley,  freilich  noch  ohne  Benutzung  des  Geschlechtsbegriffes  und 
darum  in  anderer  und  speziellerer  Form,  aufgestellt  worden.  Sie  finden 
ihre  Ergänzung  in  der  Formel  (4),  welche  bei  Raumkurven  neu  hinzu- 
tritt und  hier  noch  aus  den  beiden  ersten  durch  das  Prinzip  der 
Dualität  erhalten  werden  kann,  während  für  Kurven  in  mehrdimensionalen 
Räumen  die  beiden  Plückerschen  Formeln  nicht  mehr  ausreichen. 

Das  Problem  der  algebraischen  Bestimmung  der  Wendeberührungs- 
ebenen einer  Raumkurve  ist  von  Clebsch'*')  in  dem  speziellen  Falle  gelöst 
worden,  dafs  die  Raumkurve  als  vollständiger  Schnitt  zweier  Flächen 
F^  =  0  und  -F,  =  0  der  ft*®*^  und  1/*®"  Ordnung  gegeben  werden  kann; 
diese  Voraussetzung  ist  aber,  wie  wir  sehen  werden,  im  allgemeinen 
nicht  erfüllbar.  Man  hat  dann  zunächst  für  die  Ordnung  der  Kurve 
n » fii'   und,   da  die  Kurve   bei  allgemeiner  Lage  der  Flächen  keine 

*)  Über  die  Wendungsberührebenen  der  Raomkurven.  Grelles  Joum.,  Bd.  63, 
S.  1—8(1868). 

Hantal  u.  Lftndtbttrg,  >  30 
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stationären  Punkte  oder  Tangent^i  hat,  so  ist  u;^  =  m;,  =  0.    Da  femer 
die  Tangente  der  Kurve  der  Schnitt  der  beiden  Tangentialebenen 

ist,  Bo  ergiebt  sich  der  Bang  der  Kurve  ans  den  Determinamten  der 
Matrix 

OXq       dx^        dx^       dx^ 
dF^      dF^      dF^     dF^ 


\  dxQ       dx^       dx^       dx^ 
gleich 

Wi  =  (ft  + 1/  —  2)  »  ==  jLtv  (fi  +  V  —  2); 

es  ist  ako  nach  (2) 

2  Cp  —  1)  =  Wi  "■  2**  = /*^  (f*  +  ^  "" 4). 

Die  Klasse  der  Kurve  ist 

Wj  =  6  (j)  - 1)  +  3n  =  3  /*  V  (f*  +  V  -  3), 

und  als  Zahl  der  Wendeberührungsebenen  ergiebt  sich  die  von  Clebfleb 
angegebene  Formel 

m;3  =  12  (p  - 1)  +  4n  =  2fAi/ (3f*  +  3i/ - 10). 

Für  eine  Raumkurve  vierter  Ordnung,  welche  der  Schnitt  zweier  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  ist,  hat  man  z.B.  |Lt=«v  =  2,  also  n  =  4, |>=1; 
ferner  ist  w^=w^  =  0,  wenn  die  Flächen  keine  Berührung  haben.  Daher 
ist  eine  derartige  Kurve  vom  Range  8,  von  der  Klasse  12,  und  sie  h»t 
16  Wendeberührungsebenen.  Femer  ist,  wenn  die  Koordinaten  rr^, ^,2:1, 2) 
als  ganze  Funktionen  n^'  Ordnung  eines  Parameters  t  dargestellt  werdoi 
können,   das   Geschlecht  i>  =  0,  weil  der  Körper  K{xQ,XiyOC^jX^  mit 
dem  Körper  der  rationalen  Funktionen  von  t  identisch  ist;  eine  solche 
Kurve  heilst  eine  rationale  Raumkurve  n^®'  Ordnung.     Besitzen  die 
ganzen  Funktionen  Xq,x^,x^^x^  keine  Besonderheit,   so  ist  wiederiTj 
und  «;j  =  0,  und  folglich  ist  der  Rang  einer  solchen  Kurve  nj^  =  2(»-li 
die  Klasse  Wj  =  3(n  — 2)   und  w^  ist  gleich  4(w  — 3).     Eine  rationJe 
Raumkurve  vierter  Ordnung  besitzt  also  nur  4  Wendeberührungsebenen 
und  sie  ist  vom  Range  und  der  Klasse  6. 

§2. 

Aufser  den  Singularitäten,  welche  im  vorigen  Abschnitte  aoe- 
schliefslich  in  Betracht  gezogen  werden  mu&ten  und  welche  durch  dtf 
Verhalten  eines   einzelnen  Kurvenzweiges  bestimmt  waren,  kann  eine 
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räumliche    Emre,    wie    schon    oben   bemerkt^    auch   ^^mehrzweigige'' 
Singularitäten  besitzen.    Allgemein  ist  für  die  durch  die  Gleichungen 

^— ^      ^— ?i      ^—^      ^— ?» 

Xq  —  ^}     Xi  —  ^y     x^  —  ^;     x^  —  ^j 

definierte  Raumkurve  Cn  der  Punkt  P  mit  den  Koordinaten  a^^  di,  a^,  (^$ 
ein  singularer,  wenn  die  Determinanten  der  Matrix 


\ao      %      ^      «8  / 


einen  Divisor  höherer  als  erster  Ordnung  gemein  haben ,  und  es  ent- 
spricht alsdann  den  sämtlichen  Primteilem  $i^  ^^  •  •  •  dieses  Divisors 
ein  und  derselbe  Punkt  P  der  Raumkurve.  Wir  wollen  zuvorderst 
zur  Vereinfachung  der  folgenden  Untersuchungen;  wie  dies  meist  ge- 
schieht, die  Raumkurve  als  frei  von  Singularitäten  voraussetzen;  dann 
entspricht  jedem  beliebigen  Punkte  P  der  Raumkurve  ein  und  nur  ein 
Punkt  ^  der  Riemannschen  Fläche,  und  wir  brauchen  zwischen  den 
Punkten  der  Kurve  und  denen  der  Riemannschen  Fläche  nicht  mehr 
weiter  zu  unterscheiden  und  könnten  jetzt  auch  die  ersteren  durch 
deutsche  Buchstaben  bezeichnen. 

Diese  Annahme  stellt  hier  eine  viel  geringere  Einschränkung  der 
Allgemeinheit  dar,  als  die  analoge  Voraussetzung  bei  ebenen  Kurven 
bedeut^i  würde.  Denn  nach  dem  auf  S.  418  bewiesenen  Satze  kann 
jede  beliebige  ebene  Kurve  eindeutig  auf  eine  doppelpunktfreie  Raum- 
kurve abgebildet  werden.  Es  giebt  daher,  wenn  eine  beliebige  Rie- 
mannsche  Fläche  vom  Geschlechte  p  durch  eine  Gleichung  F(u,  i)  =  0 
gegeben  ist,  stets  doppelpunktfreie  Raumkurven,  welche  auf  diese 
Flachen  eindeutig  bezogen  sind.  Hingegen  erhält  eine  auf  diese  Fläche 
bezogene  ebene  Kurve  »*®'  Ordnung  zufolge  der  Formel 

d  =  |(n-l)(n-2)-i, 

im  allgemeinen  Doppelpunkte,  vor  allem  immer  dann,  wenn  p  nicht 
gerade  eine  Dreieckszahl  1,  3,  6,  10, . . .  ist. 

Wir  betrachten  nun  auch  hier  wieder  denjenigen  Funktionenring, 
welcher  durch  die  Gesamtheit  der  ganzen  homogenen  Funktionen 
von  Xq,  x^j  fljg,  x^  gebildet  wird.  Jede  Funktion  v**'  Ordnung  dieses 
Ringes  besitzt  den  Nenner  S[^;  es  ist  aber  wichtig,  daCs  dieser  Satz  in 
folgender  Weise  eine  Umkehrung  zulälst: 

Eine  Funktion  des  Körpers,  deren  Nenner  die  f^**  Potenz 
(I)  des  Divisors  9[  ii'     *  e  homogene  Funktion 

80* 
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der  Ordnung  v  Ton  Xq,  x^,  x^,  x^  dargestellt  werden,  voTaas- 
gesetzt;  dals  der  Exponent 

ist  ^  ^  11 

Derselbe  Satz  kann  offenbar  auch  so  ausgesprochen  werden: 

Sind  Hq,  ^7  ^s'  ^8  ^^^  ganze  linear  unabhängige  Diyi- 
soren  einer  Klasse  Ä  von  der   Ordnung  n,    so    kann   jeder 
(la)        ganze  Divisor  der  Klasse  Ä^  als    ganze    homogene  Fnnktion 
v^  Ordnung  von  Ä©;  Äi,  SIji  Ä»  dargestellt  werden,   voraus- 
gesetzt, daCs  der  Exponent 

ist.  ^  ^  11 

Hierbei  tritt  ako  ab  wesentUche  neue  Voraussetzung  die  hinm, 
dals  der  Exponent  v  oberhalb  einer  bestimmten  unteren  Ghrenze  lieg^ 
und  man  kann  sich  leicht*)  davon  überzeugen,  dals  ohne  eine  solche 
einschränkende  Voraussetzung  der  Satz  gar  nicht  richtig  wäre. 

Der  Beweis  dieses  Theoremes  besteht  in  einer  ZurückfElhrung  auf  den 
in  §  3  der  fOnfundzwanzigsten  Vorlesung  bewiesenen  analogen  Sah  für 
ebene  Kurven.  Da  wir  hierbei  aber  diejenigen  ebenen  Kurven  zu  nnteh 
suchen  haben,  welche  Projektionen  der  gegebenen  Baumkurve  sind, 
so  wird  es  gut  sein,  einige  Bemerkungen  über  derartige  Projektionea 
voraufzuschicken. 

Zwischen  den  drei  Gh-ölsen  x^^x^yX^  besteht,  wie  wir  wissen,  eine 
homogene  Gleichung  n^^  Orades 

durch  welche  eine  Kurve  in  der  Ebene  Xq^Q  oder  auch  der  zugehörige 
von  der  gegenüberliegenden  Ecke  ^-=»(1,0,0,0)   des   Koordinsten- 
tetraeders  ausgehende  Projektionskegel  dargestellt  wird.     Offenbar  ist   J 
aber  dieser  Projektionskegel  identisch  mit  demjenigen,  durch  wdfihoi   \ 
die  Raumkurve  von  A^  aus  projiziert  wird;  denn  sind  x^^yX^jX^jX^  <& 
Koordinaten  eines  beliebigen  Kurvenpunktes  P,  so  erhält  man  f&r  des 
zugehörigen  Projektionsstrahl  von  Ä^  die  Parametergleichungen 

lo^li-la^Ss^^o  +  ^'l-^i  +  ^-OriCi  +  X-Oij^  +  A-O, 

so  dafs  die  letzten  drei  Koordinaten  eines  auf  dem  Strahle  verinder- 
liehen  Punktes  fest  bleiben,  während  die  erste  beliebige  Werte  erBll 
Umgekehrt  aber  kann  auch  jede  Projektion  der  Raumkurve  von  eineni 
beliebigen  Punkte  Ä^  auf  eine  beliebige  Ebene  Aq  des  Raumes  nadi 
einer  vorausgeschickten  linearen  Transformation  der  Koordinaten  ^ 
der  eben  angegebenen  einfachen  Weise  analytisch  dargestellt  werdeo. 

*)  Z.  B.  an  eiDer  rationalen  Baumkurve  vierter  Ordnung. 
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Wählen  wir  nämlich  in  der  gegebenen  Ebene  Aq  ein  Eoordinatendreieck 
Ä^A^A^,  so  können  wir  durch  Transformation  von  dem  ursprünglichen 
Eoordinatentetraeder  zu  dem  neuen  A^Ä^Ä^A^  übergehen^  und  hier- 
durch sind  wir  auf  den  vorher  besprochenen  Spezialfall  zurück- 
gekommen. 

Ziehen  wir  jetzt  zwei  Projektionen  der  Raumkurve  in  Betracht, 
indem  wir  die  beiden  Gleichungen 

bilden,  so  liegt  das  erste  Projektionscentrum  A^  in  der  Ebene  A^  der 
zweiten  Kurre,  und  das  zweite  A^  in  der  Ebene  Aq  der  ersten,  und 
umgekehrt   können    zwei    Projektionen   der  Raumkurve  von   der  be- 
sonderen Beschaffenheit,  dals  das  Gentrum  der  einen   in   der  Ebene 
der  anderen  gelegen  ist,  stets  in  dieser  einfachen  Weise  analytisch  dar- 
gestellt werden.    Die  beiden  so  erhaltenen  Kurven  resp.  Kegel  n^'  Ord- 
nung sind  offenbar  umkehrbar  eindeutig  aufeinander  bezogen,  da  zu 
jedem   Punkte    der  Raumkurve    immer    ein  bestimmtes   Element   der 
beiden  Projektionen  gehört.    Diese  eindeutige  Beziehung  der  Strahlen 
der  beiden  Projektionskegel  hat  eine  wichtige  geometrische  Bedeutung. 
Die  gegebene  Raumkurve  ist  nämlich  offenbar  ein  Schnitt  der  beiden 
Kegel;   der  volle   Schnitt   dieser  Kegel  n*^  Gh^es  ist  aber  von  der 
Ordnung  n'  und  besteht  also  aulser  der  Raumkurve  n^^'  Ordnung  noch 
aus    einem    für    unsere   Untersuchung   überflüssigen  Bestandteile   der 
Ordnung  n  (n  —  1).    Berücksichtigt  man  aber  jene  zwischen  den  Strahlen 
beider  Kegel  bestehende  eindeutige  Beziehung,  so  wird  jeder  Strahl  s 
des  ersten  Kegels  von  dem  zugeordneten  des  zweiten  in  einem  einzigen 
bestimmten  Punkte   geschnitten,   und   es   werden  hierdurch  von   den 
n  Schnittpunkten  des  Strahls  s  mit  dem  zweiten  Kegel  n  —  1  Schnitt- 
punkte   ab    unwesentlich    abgesondert;    mit    Berücksichtigung    jener 
Korrespondenz    erhalt    man    also    aus    den    beiden    Kegelgleichungen 
P„  =  0,  J'i  =  0   eben   nur   die   Raumkurve   und   keine  weiteren  über- 
flüssigen Kurventeile. 

Wenngleich  wir  die  Raumkurve  Cn  als  frei  von  Singularitäten  vor- 
ausgesetzt haben,  so  enthält  doch  jede  ihrer  Projektionen  singulare 
Pnnkte,  deren  Anzahl,  wenn  wir  bei  dem  einfachsten  Fall  gewöhnlicher 
Doppelpunkte  stehen  bleiben,  durch  die  Oleichung  gegeben  ist: 

d  =  -i-(n-l)(n-2)-i)  =  i-«(»-3)-(p-l); 

Ulan  bezeichnet  diese  Zahl  d  auch  als  die  Zahl  der  scheinbaren 
Doppelpunkte  der  Raumkurve.  Wir  erhalten  so,  den  verschiedenen 
tVojektionen  der  Raumkurve  entsprechend,  verschiedene  Divisoren  der 


470  SiebennndzwanzigBte  Yorlesnng. 

scheinbaren  Doppelpunkte  ^q,  S)i;  . . .;  die  alle  von  der  Ordnung  2d 
nnd  alle  einander  äquivalent  sind.  In  der  TlLat  hat  man  z.  B.  fOr  die 
beiden  vorher  besprochenen  Projektionen  znfolge  der  Oleichnngen  (2) 
auf  S.  426: 

und  da  die  Funktionen  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichungen  Elemente 
der  Hauptklasse  sind,  so  gehören  S)o  und  S)^  zu  einer  und  derselben 
Divisorenklasse,  welche  mit  D  bezeichnet  sein  möge. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  daCs  die  beiden  Projektionen  bei  einer 
doppelpunktfreien  Raumkurve  stets  so  angenommen  werden  können, 
dais  S)o  und  ^^  keinen  gemeinsamen  Teiler  erhalten.  In  der  That^ 
durch  die  erste  Projektion  vom  Punkte  A^  aus  wird  eine  endliche 
Anzahl  von  Strahlen  A^P[%  ^P^\  •  •  •  bestimmt,  auf  welchen  die 
scheinbaren  Doppelpunkte  liegen;  der  Divisor  S)o  besteht  alsdann 
aus  den  Primfaktoren  Sl^^^\  5ß5'\ . . .,  welche  den  Eurvenpunkten  1^^, 
P^^), . . .  umkehrbar  eindeutig  entsprechen.  Ebenso  werden  durch  die 
zweite  Projektion  vom  Punkte  A^  aus  eine  Anzahl  von  schein- 
baren Doppelpunkten  P^^y  P^\  .  . .  bestimmt,  durch  welche  der 
Divisor  2)^  charakterisiert  wird.  Sollen  die  beiden  Divisoren  S^ 
und  %i  keinen  gemeinsamen  Teiler  haben,  so  dürfen  sich  die  Ton 
den  Punkten  Ä^  und  A^  ausgehenden  Bisekanten  nicht  auf  der  Raun- 
kurve  treffen.  Dies  erreichen  wir,  wenn  wir  nach  willkürlicher  An- 
nahme des  Punktes  A^  die  Punkte  P!^\  P^^\  . . .  bestimmen,  von  jedem 
dieser  in  endlicher  Anzahl  auftretenden  Punkte  die  ^umkurve  pro- 
jizieren und  den  Punkt  A^  auTserhalb  der  so  erhaltenen  Projektions- 
kegel wählen.  Das  ist  aber  stets  möglich,  weil  eine  endliche  Anzahl 
von  Kegeln  den  Raum  nicht  ausfdUen  kann.  Wir  werden  diesen  Hilfssalz 
spater  (S.  481)  bei  der  Übertragung  der  Betrachtung  auf  ganz  beUebige 
Raumkurven  in  anderer,  mehr  analytisch  verfahrender  Weise  beweisen; 
für  jetzt  mag  die  eben  gegebene  geometrische  Ableitung  genügen 

Nach   diesen  Vorbereitungen  gehen  wir  nunmehr  an  den  Beweis 
des  vorher  aufgestellten  Satzes  (I).     Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir 
jetzt  2)o  und  S)}  als  teilerfremd  an,   betrachten  die  sämtlichen  in  der 
Klasse  A^  enthaltenen  ganzen  Divisoren  und  zeigen,  dals  als  Fundamental- 
system dieser  Schar  lauter  Divisoren  gewählt  werden  können,  welche 
entweder  durch  2)o  oder  durch  2)^  teilbar  sind.    Damit  ist  in  der  That 
unser  Satz  bewiesen;  denn  jeder  ganze  Divisor  der  Klasse  A*  ist  alsdann 
als  Summe  zweier  anderen  darstellbar,  von  denen  der  eine  ein  YieUacheB 
des  Divisors  2)o  und  der  andere  ein  Vielfaches  von  S)}  ist;  folglich  kann 
nach  dem  in  §  3  der  fünfundzwanzigsten  Vorlesung  bewiesenen  Satse 
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der  erste  Smnmaiid  ab  ganze  homogene  Funktion  der  Ordnnng  v  yon 
'i9^;^s>  ^^^  zweite  als  ebensolche  Funktion  von  !(o>  %^  ^s  ^^~ 
gestellt  werden. 

Um  das  Fundamentalsystem  der  Klasse  Ä!  in  der  angekündigten 
Weise  aufstellen  zu  können,  bestimmen  wir  zunächst  die  Dimension 
dieser  Klasse  und  erhalten  hierfür  nach  dem  Riemann-Bochschen  Satze: 

{-l*}  =  i/n— 1>  +  1; 

denn  die  Dimension  der  Erganzungsklasse  —  ist  Null;  weil  ihre  Ordnung 

2(|>— 1)  —  vn 
negativ  ist,  es  ist  namUch 

2(i>-l)  =  n(n-3)-2d^n(n-3), 

während  zufolge  unserer  Voraussetzung  über  den  Exponenten  v\ 

t/»>2n(n-3)-2(i>-l)>n(n-3) 

ist.  Bestimmen  wir  jetzt  zweitens  diejenigen  Divisoren  dieser  Klasse, 
welche  Multipla  von  2)q  sind,  so  ist  die  Dimension  dieser  Schar  gleich 


j^j  =  ^n-2d-i>+l. 


Auch  hier  hat  nämlich  die  Ergänzungsklasse  — ^   eine  negative  Ordnungs- 

— - 1  ist  somit  gleich  Null;   denn   da  der 

Divisor  '^^  der  Erlasse  W  angehört,  so  ergiebt  sich  aus  der  in  (2) 
gegebenen  Divisorendarstellung  von  ^— -;  dals  die  Klasse  DW  identisch 
mit  der  Klasse  A      ,  also 

ist,  und  es  ist  nach  der  letzten  Ungleichung  v  >  n  —  3.    Setzt  man  also 

vn  —  2d  — jj  +1=5, 
so  giebt  es  in  der  Erlasse  Ä!  im  ganzen  s  linear  unabhängige  Divisoren: 

3)  3)o®i,    S)o®8, -.-S^o®,, 

welche  Vielfache  von  S)q  sind,  und  ebenso  grofs  ist  offenbar  die  Zahl 
der  linear  unabhängigen  Divisoren  der  Klasse,  welche  durch  2)^  teilbar 
sind;  diese  seien: 

4)  3)j$>i,    S)i$„...3)i$,. 
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Bestimmen  wir  endlich  drittens  alle  diejenigen  DiTisoren,  welche 
sich  sowohl  in  der  Schar  (3)  als  auch  in  (4)  finden,  so  müssen  die- 
selben,  weil  S)o  nnd  S)i  teilerfremd  sind,  Yielfieu^e   Ton  S)o2)|,  also 

von  der  Form  S)oS)i3  sein,  wo  3  ein  ganzer  Divisor  der  Klasse  ^ 
ist.    Die  Dimension  dieser  Teilschar  ist  gleich 

Nnn  hat  aber  die  Erganznngsklasse 

wieder   zufolge   unserer   Voraussetzung  eine  negative   Ordnung,  denn 
diese  bestand  ja  gerade  darin,  dals 

2n(n-3)  -  i;n<  2(i>- 1) 
sein  sollte;  folglich  ist 


{gil"  vn-4d-|>  +  l=s- 


2d. 


Die  s  —  2d  sich  so  ergebenden  Divisoren 

5)  »o®i3i,    »o®A>  •  •  •  S\)»i3.-M 

können  wir  sowohl  in  die  Schar  (3),  als  auch  in  die  Schar  (4)  ein- 
führen, wodurch  sich  ergeben  möge: 

hierbei  bilden  die  Divisoren  S)oS)i3a  der  Schar  (5)  mit  den  2d  Divi- 
soren der  oberen  Zeile  zusammen  ein  Fundamentalsystem  der  Schar  (3), 
mit  den  2d  Divisoren  der  unteren  Zeile  ein  Fundamentalsystem  der 
Schar  (4).  Wir  erhalten  so  in  (6)  s  +  2d  ganze  Divisoren,  welche 
alle  der  Erlasse  Ä'  angehören  und  deren  Anzahl  gleich  der  vorher  be- 
stimmten Dimension  dieser  Klasse  vn  —  p  +  1  ist.  Diese  Divisoreii 
müssen  voneinander  linear  unabhängig  sein;  denn  bestünde  eine  Gleichung 
der  Form 

+  iiS)oS)i3i  +  •  •  •  +  <,-2dS)a»i3,- jd  =  0, 

worin  die  Qröfsen  g^  h,  i  konstante  Koeffizienten  bedeuten,  so  mülste 
zunächst  der  Bestandteil 
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mülste  auch  ts-  ein  YielfEUshes  von  %^^  also  X  selbst  ein  Vielfaches 


ein  Vielfaches  Ton  2)o  sein.    Da  aber  S)^  und  Sj  teilerfremd  sind,  so 

%^ 

Ton  S)o^i  sein.    Dann  aber  würde  eine  Gleichung  bestehen: 

und  da  die  in  dieser  Gleichung  auftretenden  Divisoren  das  volle  Fnn- 
damentalsystem  der  Schar  (4)  bilden,  so  mols  notwendig 

Äj  =  Aj  ==•  ••«  Äjrf  «  0 

sein.  In  derselben  Weise  ergiebt  sich,  daüs  die  Koeffizienten  g  Null 
sein  müssen,  nnd  da  die  Divisoren  (5)  linear  unabhängig  sind,  so 
müssen  auch  die  Koeffizienten  %  verschwinden. 

Es  bilden  also  in  der  That  die  Divisoren  (6)  ein  Fnndamental- 
system  ffir  die  ganzen  Divisoren  der  Klasse  Aü*^  d.  h.  es  kann  jeder 
ganze  Divisor  O  dieser  Klasse  auf  eine  nnd  nur  eine  Weise  in  die 
Form  gesetzt  werden: 

\d  %d  «— Sd 


>^        '^1»  "^W  ■«*'l»       I       ^        ^p    "-^x     v^P        '        >/^ 

a»l  ßl^l  r»l 

worin  a«,  b^,  Cy  Konstanten  sind.  Hier  aber  kann  jedes  Glied  der  ersten 
Summe  als  ganze  homogene  Funktion  v*^  Grades  von  ^ifH^,  ^, 
jedes  der  zweiten  ab  ebensolche  Funktion  von  fl^,  ^,  fl^,  jedes  der 
dritten  nach  Belieben  in  der  einen  oder  der  anderen  Form  ausgedrückt 
werden,  und  damit  ist  der  Beweis  des  am  Anfange  aufgestellten  Satzes 
erledigt. 

Die  in  obigem  Satze  gegebene  untere  Grenze  für  den  Exponenten  v 
ist  in  vielen  Fallen  zu  hoch  gegriffen;  um  die  kleinste  untere  Ghrenze 
zu  bestimmen,  wäre  eine  genaue  Untersuchung  der  Erlassen  niedrigster 
Ordnung  Ä,  Ä^,  Ä^, . . .  erforderlich. 

Das  im  Beweise  angewendete  Verfahren,  die  ganzen  Divisoren  der 
Klasse  Ä'  in  einen  durch  S)o  und  einen  durch  2)^  teilbaren  Summanden 
zu  zerlegen,  beruht  auf  einem  allgemeineren  Theoreme,  welches  oftmals 
mit  Vorteil  angewendet  werden  kann  und  folgendermafsen  lautet: 

Sind  2)q  und  S^  zwei  beliebige  ganze  teilerfremde  Divi- 
soren von  den  Ordnungen  d^  und  d^,  so  ist  jeder  beliebige 
ganze  Divisor  O  als  Summe  eines  Vielfachen  von  ^q  und 
eines  Vielfachen  von  2)^  darstellbar: 

wemi  nur  seine  Ordnung 

2>do  +  di  +  2(|>-l) 
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Der  Beweis  erfolgt  dorcli  genau  dieselben  Schlüsse,  wie  unter  den 
spezielleren  Yoranssetzimgen;  die  wir  vorher  machen  konnt«i|  imd 
kann  daher  übergangen  werden.  Für  p  =  0  stimmt  der  Satz  mit  einem 
bekannten  Theoreme  über  binare  Formen  überein,  da  die  Diyisoren  als- 
dann geradezu  durch  binäre  Formen  von  ^^^  ^2  e^o^t  werden  können, 

wenn  der  rationale  Parameter  t  =  ^  ist. 

Vi 

§3. 

Der  Satz  (I)  des  Yorigen  Abschnittes  kann  nunmehr  zu  einer  Reihe 
wichtiger  Folgerungen  verwendet  werden.  Bilden  wir  eine  beliebige 
Flache  v^'  Ordnung 

^r  \p^Of  ''^If  ^f  ^8/  '^  ^> 

so  kann  dieselbe  entweder  die  Kurve  Cn  enthalten  oder  sie  schneiden, 
je  nachdem  nämUch 

identisch  verschwindet  oder  aber  ein  eigentlicher  Divisor  der  Elaase  / 
ist;  im  letzteren  Falle  ist  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  gleich  der 
Ordnung  des  Divisors,  also  gleich  vn,  wobei  ein  ft-facher  Schnittpunkt 
wie  k  einfache  Schnittpunkte  gezählt  werden  muls.  Die  Gesamtheit  der 
Flächen  dieser  zweiten  Art  schneidet  also  die  Raumkurve  CS  in  Gruppen 
von  je  vn  Punkten,  welchen  bestimmte  ganze  Divisoren  der  EQasse  Ä*  ent- 
sprechen. Es  entsteht  daher  die  Aufgabe,  einerseits  diese  Divisorenscharen, 
andererseits  die  Schar  der  die  Kurve  enthaltenden  Flächen  i/***"  Ordnung 
zu  bestimmen.  Beide  Fragen  finden  aber  durch  die  bewiesenen  Sätze, 
wenigstens  innerhalb  gewisser  Grenzen,  ihre  Beantwortung.  Nimmt  man 
nämlich  v  oberhalb  der  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  unteren 
Grenze  an,  und  stellt  man  ein  Fundamentalsystem: 

für   die  ganzen  Divisoren  der  Erlasse  J."  auf,  so  ist 

r  =  [Ä^]  =  vn—p  +  l, 

und  man  kann  daher  jede  ganze  homogene  Funktion  1/^°  Grades 
^vi^o,  K,  STj,  %)  von  STo,  STi,  STg,  %  auf  eine  und  nur  eine  Weise  in 
die  Form  setzen: 

Andererseits  lassen  sich  die  Divisoren  Di,  Dg?  •  •  •  ^z-  ^^^^^  ^^ni  Satze (la) 
des  vorigen  Abschnittes  als  ganze  homogene  Funktionen  1/*^  Ordnimg 
von  Äq,  8I1,  Äg,  STj  darstellen,  so  daJfe: 
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ist.  Es  giebt  also  genau  r  linear  unabhängige  homogene  Funktionen 
v***  Orades  von  %^,  Äj,  9^,  Äj,  welche  eigentliche  Divisoren  der 
Klasse  Ä^  sind,  und  jede  homogene  Funktion  v^^  Grades  0„  (%,  STj,  ST^,  Äg) 
mnls  nach  Subtraktion  einer  eindeutig  bestimmten  Summe 

eine  identisch  verschwindende  Differenz  i^v(9[o)  ^i;  ^>;  ^)  ergeben, 
durch  welche  eine  die  Raumkurve  enthaltende  Flache  v^^^  Ordnung 
dargestellt  wird.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafOr, 
dafs  die  Flache  ^y(^o^^i>  ^s^  ^s)  ^  ^  ^^®  Raumkurve  enthält,  besteht 
also  darin,  dafs  die  Koeffizienten  von  Oy  bei  dieser  Darstellung  die 
r  linearen  und  unabhängigen  Oleichungen 

Cj  =  0,    c^  «  0,  . . .  c,  ==  0 

erfüllen.    Daher  gilt  der  Satz: 

Liegt  V  oberhalb  der  im  Torigen  Paragraphen  angegebenen 
unteren  Grenze,  so  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingnng  dafür,  dafe  eine  Flache  v^^  Ordnung  die  Raumkurve  CS 
enÜuQt,  durch  ein  System  von 

vn  — jj  +  1 

linearen  unabluLngigen  Gleichungen  für  die  Koeffizienten  der 
Flächengleichung  gegeben.  Ebenso  grofs  ist  die  Dimension 
der  durch  die  sämtlichen  Flächen  i/**'  Ordnung  auf  der  Kurve 
ausgeschnittenen  Punktgruppen. 

Da  die  Anzahl  der  Glieder  einer  homogenen  Funktion  v^^  Ordnung 
von  x^fXiyX^jX^  gleich 

(i;  +  l)(v  +  2)(r  +  8) 
1-2-3 

ist,   SO  kann  der  vorige  Satz  offenbar  auch  so  ausgesprochen  werden: 

Die  Gesamtheit  der  Flächen  i/**'  Ordnung,  welche  durch  eine 
gegebene  Raumkurve  Cn  der  Ordnung  n  und  des  Geschlechtes  p 
hindurchgelegt  werden  können,  bildet  bei  hinreichend  groisem  v 
eine  Schar  der  Dimension 

d.  h.  die  Flächen  der  Schar  können  aus  N  von  ihnen  linear 
komponiert  werden. 

Bildet  man  daher  N  Flächen  v*®'  Ordnung 
1)     \  (a^o,  x^y  a^,  a;5)  =  0,    O, {x^,  x^,  x^,  x^)=^0, . . .  On (p^o,  x^  x^,  x^)=^0, 
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welche  ein  Fnndamentalsystem  der  die  Raamkmre  enthaltenden  Flachen- 
schar  bilden,  so  werden  diese  Gleichungen  identisch  befriedigt,  wenn  man 
für  ^2^07^1;^^^  ^®  entsprechenden  Funktionen  des  Körpers  K(0,u) 
einsetzt.  Die  Kurve  kann  also  als  Schnitt  jener  N  Flachen  definiert 
werden,  und  es  ist  auch  klar,  dais  dieses  Flachensystem  aulser  der 
Kurve  einen  weiteren  Schnitt  nicht  gemein  haben  kann,  da  ja  alle 
Flachen  v**'  Ordnung,  welche  durch  die  Kurve  hindurchgelegt  werden 
können,  in  jener  Schar  enthalten  sind. 

Das  Flachensystem  (1),  durch  welches  die  Kurve  vollständig  dar- 
gestellt wird,  kann  noch  reduziert  werden,  wenn  man  zuerst  noch  die 
Flachen  von  niedrigerer  als  der  i/^°  Ordnung,  welche  durch  die  Kurve 
gelegt  werden  können,  dem  Systeme  zufügt  und  sodamoi  alle  diejenigen 
Formen  weglafst,    welche   durch  Multiplikation   mit    irgend    welchen 
Formen  und  Addition  aus  denen  von  niedrigerer  Ordnung  erhalt^i  werden 
können.    Wenn  man  so  die  Raumkurve  durch  eine  möglichst  geringe 
Zahl  von  Flachen  darstellt,  so  überzeugt  man  sich  leicht  davon,  dab 
eine  gegebene  Baumkurve  im  allgemeinen  nicht  ab  Schnitt  von  nur 
zwei  Flachen  erhalten   werden  kann;   denn    zwei    Flachen    möglichst 
niedriger  Ordnung,  welche  die  Raumkurve  enthalten,   schneiden  sich 
meistens   aulser  in   der   gegebenen  noch  in  weiteren  Kurven,  welche 
für  unsere  Untersuchung  überflüssige  Bestandteile  vorstellen.    Nimmt 
man  z.  B.  die  einfachste  Raumkurve,  welche  von  dritter  Ordnung  ist 
und  durch  die  Gleichungen 

dargestellt  werden  kann,  und  bildet  die  Schar  der  durch  sie  hindurch- 
gehenden Flachen  zweiten  Gh^es,  so  sieht  man  leicht,  dals  das 
Fundamentalsystem  von  den  folgenden  drei  Hyperboloiden  gebildet  wird: 

Irgend  zwei  dieser  drei  Hyperboloide  haben  aber  nicht  bloüs  die  Baum* 
kurve  dritter  Ordnung,  sondern  überdies  eine  Gerade  gemein,  z.B. 
die  ersten  beiden  die  Gerade  x^  =  0,  ä?!  =  0.  Hingegen  kann  man 
zeigen,  dafs  das  System  aller  drei  Gleichungen  für  die  DarsteUung 
aller  die  Kurve  enthaltenden  Flächen  ausreicht.  Nimmt  man  ebenso 
das  Beispiel  einer  Kurve  vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  Null,  bei 
welcher  also  die  Koordinaten  Xh  proportional  ganzen  Funktionen  vierten 
Grades  des  Parameters  t  sind,  so  zeigt  man  leicht,  dafs  durch  die 
Kurve  nur  eine  einzige  Oberfläche  zweiter  Ordnung  hindurchgelegt 
werden  kann,  wenn  die  Koeffizienten  allgemein  sind  und  die  Karre 
daher  frei  von  Singularitäten  ist.  Diese  Kurve  vierter  Ordnung 
kann  also  nicht  als  Durchschnitt  zweier  Oberflächen  zweiten  Qradee 
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dargestellt  werden;  nimmt  man  aber  eine  durch  sie  hindurchgehende 
Oberflache  dritter  Ordnm^  hinzu,  so  haben  die  beiden  Flachen  noch 
aulser  der  Eurre  vierter  Ordnung  einen  weiteren  Eurventeil,  nämlich 
aswei  windschiefe  Gerade  gemein,  und  können  also  ebenfalls  nicht  zur 
Yollstandigen  Darstellung  der  Baumkurve  dienen. 

Aus  diesem  Gfrunde  ist  es  bei  jeder  allgemeinen  Untersuchung 
über  Baumkurven  notwendig,  ihre  Darstellung  durch  einen  algebraischen 
Parameter,  welcher  Punkt  einer  Riemannschen  Fläche  ist,  zu  Grunde 
zu  legen,  oder,  was  auf  ganz  dasselbe  hinauskommt,  sie  Punkt  fiir  Punkt 
auf  eine  ebene  algebraische  Kurve  abzubilden  und  hierdurch  darzustellen; 
die  prinzipielle  Bedeutung  dieser  Methode  ist  zuerst  von  Herrn  Noether*^) 
hervorgehoben  und  durch  Anwendung  auf  spezielle  Probleme  erwiesen 
worden.     Geht  man  von  zwei  Flächen  fi**'  und  i/**'  Ordnung 

aus,  so  haben  dieselben  eine  Kurve  der  Ordnung  {iv  gemein,  welche 
im  allgemeinen  aus  mehreren  verschiedenen  Raumkurven  der  Ordnung 
«n,  wlj  m", . . .  zusammengesetzt  ist,  derart,  dals 

liv^m  +  ml  +  m!'-] 

ist.  Bildet  man  nämlich  die  Resultante  der  beiden  Gleichungen,  welche 
sich  z.  B.  durch  Elimination  von  Xq  ergiebt,  so  ist  dieselbe  eine  ganze 
homogene  Funktion  12^ y  der  Ordnung  (iv  von  Xj^yX^,x^,  welche 
reduktibel  sein  und  alsdann  in  irreduktible  Bestandteile  zerlegt  werden 
kann;  dann  ist 

xmd  es  gehört  zu  jedem  der  Primfaktoren  P^,  Pm',  -  -  •  eine  irre- 
duktible Raumkurve  der  Ordnung  m,  m\ . , ,  Die  Untersuchung  der 
Raumkurven  ab  partieller  Schnitt  zweier  Flächen  kommt  hiemach 
algebraisch  im  wesentlichen  auf  die  Untersuchung  reduktibler  Glei- 
chungen, also  zerfallender  Riemannscher  Flächen  zurück.  Reduktible 
Oleichungssysteme  können  aber  immer  nur  in  der  Weise  untersucht 
werden,  dals  sie  in  ihre  irreduktibeln  Bestandteile  zerlegt  werden,  und 
damit  kommt  man  wieder  auf  die  frühere  Betrachtungsweise  zurück. 
Die  in  diesem  und  dem  vorigen  Abschnitte  gegebene  Bestimmung 
der  Anzahl  von  Bedingungen,  welche  eine  durch  eine  gegebene  Raum- 
kurve hindurchgelegte  Oberfläche  erfüllen  muJs,  unterscheidet  sich  dadurch 
erheblich  von  den  früheren  Methoden,  dafs  sie  sich  auf  den  Satz  (I)  des 
vorigen  Paragraphen  stützt  und  hierdurch  von  einer  Darstellung  der 

*)  Zur  Gnmdlegnng  der  Theorie  der  algebraischen  Baumknrven ,  Abhandlgn. 
d.  Berl.  Akad.  d.  W.,  1882. 
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Ranmknrye  als  Schnitt  zweier  Flachen  ^Lnzlich  unabhängig  wird.  Die 
bisherigen  von  Noether*)  und  Picard*)  gegebenen  Beweise  gehen 
Ton  der  Annahme  aus,  dais  die  Raumkurve  der  partielle  Schnitt  zweier 
Flachen  ist,  deren  Bestschnitt  irreduktibel  ist.  Ein  Beweis,  daCs  jede 
Baumkurve  so  als  Schnitt  zweier  Flachen  erhalten  werden  kann,  dals 
der  Bestschnitt  nicht  weiter  zerfallt,  ist  bisher  noch  nicht  gegeben 
worden. 

§4. 

Wir  haben  in  den  beiden  letzten  Abschnitten,  um  den  Ghrund- 
gedanken  der  Untersuchung  klar  hervortreten  zu  lassen,  die  Baum- 
kurve als  singularitatenfrei  vorausgesetzt;  wir  wollen  diese  Einschränkung 
jetzt  aufheben  und  für  jede  beliebige  Baumkurve,  ebenso  wie  fOr 
ebene  Kurven,  den  Divisor  der  singulären  Punkte  definieren. 

Projizieren  wir  die  Baumkurve  CS  von  einem  beliebigen  Punkte  des 
Baumes,  so  erhält  die  Projektion  einen  Divisor  der  Doppelpunkte,  der 
zu  einem  Teile,  wie  wir  gesehen  haben,  von  den  scheinbaren  Doppel- 
punkten der  Baumkurve  herrührt  und  also  von  der  Auswahl  des 
Projektionscentrums  abhangig  ist,  während  ein  anderer  Teil  von  den 
wahren  Singularitäten  der  Kurve  bedingt  und  somit  völlig  unveränder- 
lich ist.  Wir  erhalten  daher  den  zweiten,  wesentlicheren  Teil  f&r  sich 
allein,  wenn  wir  das  Projektionscentrum  als  veränderlich  ansehen,  ffir 
alle  möglichen  Projektionskurven  die  Divisoren  (S  der  Doppelpunkte  be- 
stimmen und  deren  gröfsten  gemeinschaftlichen  Teiler  aufsuchen.  Dabei 
gehören  zufolge  einer  früheren  Bemerkung  (S.  470)  die  sämtlichen  so 
erhaltenen  Divisoren  @  einer  und  derselben  Klasse  E  an. 

Wir  wollen  zunächst  das  Projektionscentrum  nur  auf  einer  Geraden  J 
wandern  lassen  und  alsdann  den  veränderlichen  Divisor  (£  der  Doppel- 
punkte analytisch  darstellen.  Zu  diesem  Zwecke  unterwerfen  wir 
vorerst  die  Schar  (STq,  Sli,  SIj,  Slg)  einer  geeigneten  linearen  Trans- 
formation. Ist  die  Oerade  g  gegeben,  so  legen  wir  durch  sie  zwei 
Ebenen  und  machen  diese  zu  Seitenflächen  des  Koordinatentetraedeis, 
so  dafs  ihre  Oleichungen  ^r^  =  0  und  x^  =  0  werden.  Die  anderen  beiden 
Ebenen  Xq  =  0  und  Xi  =  0  des  Tetraeders  können  wir  alsdann  willkürlich 
annehmen.  Wählen  wir  nun  auf  der  Geraden  g  ein  Projektionscentram  P, 
für  weiches 

üCq  •  *Ct   ~~"  CXfQ  .  CXf^ 

ist,  so  gehen  durch  P  die  drei  Ebenen 

CCa  ^^  \J y         00a   —  V/,         Cv^OCq  ^0      1   "^  ^} 

*)  Noether  1.  c.  §  7,  Picard  et  Simart,  Theorie  des  fonctiona  alg^riqnee  de 
deux  variables  ind^pendantes,  1. 1,  Paris  1897,  S.  223  —  233. 
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und  die  Gleichung  des  Projektionskegels  von  P  aus  ergiebt  sich  also 
durch  Bestimmung  der  zwischen  x^y  x^  und  a^x^  —  a^x^  bestehenden 
homogenen  Gleichung.  Die  sämtlichen  Projektionskegel  Ton  den  Punkten 
der  Geraden  g  aus  erhalt  man  somit,  wenn  man  mit  zwei  un- 
bestimmten Vq  und  Vy  die  lineare  Verbindung 

bildet  und  die  zwischen  dieser  Gröüse  und  x^yX^  bestehende  homogene 
Gleichung  aufiracht.    Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir 

x^ 8^ 

diese  Funktion  des  Körpers  ist,  wenn  die  Gerade  g  die  Kurve  nicht 
schneidet,  also  SH^  und  ^  keinen  Teiler  gemein  haben,  Ton  der 
n*^  Ordnung. 

Setzen  wir  femer 

und  bilden  die  lineare  Verbindung 

so  genügt  w  für  beliebige  Werte  der  Parameter  Vq,  v^  einer  Gleichung 
n*^  Grades 

1)  6  (w,  a:)  =  (m;  —  t?i  yi  +  t?o ^i)  (tv  —  v,  yg  +  Vq  ^i)'"(w  —  vi  y^  +  vq  z^  «  0, 

wobei  mit  y^  nnd  Zh  die  n  Konjugierten  der  Funktionen  y  und  z  be- 
zeichnet sind;   diese   Gleichung  stellt  die  Schar  jener  Projektionskegel 

dar.     Bilden   wir   sodann   die   Ableitungsfunktion  ^—  und   ersetzen  w 

durch  v^y  —  v^z^  so  ist 

da  nun  die  Summe  rechts  symmetrisch  von  den  n  konjugierten  Gröfsen 
abhängt,  so  ist  sie  eine  Funktion  des  Körpers,  welche,  da  die  homogenen 
Parameter  Vq,  v^  in  der  (n  —  1)*®**  Ordnung  auftreten,  auch  in  die  Form: 

gesetzt  werden  kann,  wobei  die  Koeffizienten  |  von  Vq,  v^  unabhängige 
Funktionen  des  Körpers  bedeuten.  Zufolge  der  Gleichungen  (2)  auf 
S.  426  ist  aber 


480  Siebenondzwanzigste  Yorlesang. 

wenn  S  den  Divisor  der  Doppelpnnkte  der  Eurre  (1)  bezeichnet;  da 

also  ^  bei  beliebigen  t?o,  v^  ein  Vielfaches  des  Divisors  —j^  ist,  so  ist 

dies  nnr  in  der  Weise  möglich,  dais  jeder  Koeffizient  |  durch  um 
teilbar  ist.    Setzt  man  also 

so  sind  (£q,  (S^,  . .  .dn-^i  bestimmte  ganze  Divisoren  von  derselben 
Klasse  E  wie  S  selbst  und  von  der  Ordnung 

2(i  =  (n-l)(n-2)~2i>. 

Der  Divisor  S  der  Doppelpunkte  der  veranderlichen  Projektionskaire 
lafst  sich  hiemach  in  der  Form  darstellen: 

er  erscheint  somit  als  binäre  Form  (n  —  1)^'  Ordnung  der  Koordinaten 
Vq,  v^  des  beweglichen  Projektionscentrums.  Dieses  Resultat  bleibt  aber 
offenbar    bestehen,    wenn   g   nicht    Eante    des    Koordinatentetraeden, 

sondern  eine  beliebige  Oerade  des  Raumes  ist  und  —  den  Parameter 
eines  auf  ihr  veränderlichen  Punktes  bedeutet. 

Nehmen  wir  jetzt  den  Punkt  P:^(vq,  v^,  t?„  t?j)  als  frei  bewej^ch  im 
Räume  an,  so  ist  es  leicht  festzustellen,  in  welcher  Weise  der  verander 
liehe  Divisor  (S  der  Doppelpunkte  von  den  Koordinaten  des  Punktes  P 
abhängt.  Wenn  nämlich  eine  Funktion  der  Yariabeln  f^,  t?j,  Vj,  «s 
in  dem  Falle,  dafs  die  Bewegung  des  Punktes  P  auf  eine  beliebige 
Oerade  beschränkt  wird,  in  eine  binäre  Form  (n  —  !)*•'  Ordnung  der 
auf  der  Geraden  veränderlichen  Parameter  übergeht,  so  ist  sie  not- 
wendig eine  homogene  Funktion  (n  —  1)**'  Ordnung  von  r^,  Vj,  t?j,  t^*); 
dieser  Satz  bleibt  aber  offenbar  auch  dann  bestehen,  wenn  die  Koeffi- 
zienten der  auftretenden  Formen  nicht  Zahlen,  sondern  Divisoren 
einer  Klasse  E  sind,  da  ja  die  Quotienten  je  zweier  solcher  Divisoren 
Funktionen  des  Körpers  K  sind  und  daher  denselben  Rechnungsgeseteen 
wie  Zahlen  unterliegen.  Der  Divisor  (£  der  Doppelpunkte  der  Te^ 
änderlichen  Projektionskurve  muTs  daher  eine  quatemäre  Form 
(n  — 1)*®'  Ordnung  von  Vq,  i\,  v^,  v^  sein,  deren  Koeffizienten  ganie 
Divisoren  der  Klasse  E  sind;  bezeichnen  wir  also  mit  Vk  die  ver- 
schiedenen Potenzprodukte  der  Dimension  (n  —  1)  von  Vq,  t\,  r,,  fj,  so  ist 

3)  @=2'®*^*- 

*)  Der  Beweis  dieser  Thatsache  ergiebt  sich  sehr  leicht  durch  AnwendiUDf 
des  Taylorschen  Satzes  für  mehrere  Variabele. 


§  4.    Der  Divisor  der  Doppelpunkte  einer  Baiunknrve.  4g  1 

Der  feste  Bestandteil  dieses  Divisors  ist  nun  offenbar  der  gröfste 
gemeinschaftliche  Teiler  S)  der  Koeffizienten  6a.  Dieser  Faktor  mufs 
notwendig  in  6  auftreten,  wie  auch  der  Punkt  ■?  =  (vq^  ^i?  ^a?  %)  g®' 
wählt  werden  möge;  aulser  diesem  giebt  es  aber  keinen  weiteren  Prim- 
diyisor,  der  in  allen  Teilern  @  erscheinen  müTste,  und  man  kann  ins- 
besondere stets  zwei  Punkte  des  Raumes 

^  =  («o;  «1^  <hy  «s)     und     S  =  (6o,  K  K  h) 
80  bestimmen,  dafs  die  zugehörigen  Divisoren  @(^)  und  @(*')  eben  nur  den 
gröfsten  gemeinsamen  Teiler  S)  besitzen.     Dies  ist  stets  möglich,  denn 
hat  man  den  Punkt  Ä  beliebig  angenommen,  so  kann  man  nach  dem 
Satze  1.  auf  S.  255  den  Punkt  B  so  wählen,  dafs  kein  Primdivisor  5ß, 

der  in  -^  aufgeht,  auch  in  -=-  enthalten  ist. 

Daher  können  wir  den  folgenden  Satz  aufstellen,  der  offenbar  die 
Verallgemeinerung  der  auf  S.  470  angestellten  Überlegung  ist: 

Der  Divisor  ®  der  Doppelpunkte  einer  Raumkurve  kann 
stets  als  grölster  gemeinschaftlicher  Teiler  der  zu  zweien  ihrer 
Projektionen  gehörigen  Divisoren  der  Doppelpunkte  dargestellt 
werden. 

Hieraus  folgt  auch,  daCg  die  Ordnung  von  S)  stets  gerade  ist;  denn 
entsprechen  einem  Kurvenpunkte  Pq  die  Primdivisoren  ^j,  ^j, . . .  5ßx, 
so  kann  man  die  Koordinaten  Vq,  t^^,  t;^,  v^,  in  (3)  so  wählen,  dafs  @  und  2) 
in  ^,  ^2>  •  •  •  $x  ^^  gleichen  Ordnungszahlen  haben,  und  sodann  die 
in  Formel  (4)  auf  S.  393  gegebene  Zerlegung  des  von  P^  herrührenden 
Beitn^es  in  Elementarbestandteile  gerader  Ordnung  unmittelbar  von 
der  ebenen  Projektion  auf  die  Raumkurve  übertragen. 

Auf  Orund  dieser  Definition  und  Darstellung  des  Divisors  der 
Doppelpunkte  lassen  sich  die  Betrachtungen  der  §§  2  und  3  ohne 
Schwierigkeit  auf  den  Fall  der  mit  Singularitäten  versehenen  Raum- 
Inirven  übertragen.  Bezeichnen  wir  nämlich  jetzt  die  Divisoren  der 
Doppelpunkte  für  die  beiden  Projektionen  mit  S)q  imd  3)^  imd  für  die 
Saumkurve  mit  2),  so  brauchen  wir  blols  zu  zeigen,  dafs  ein  durch  3) 
teilbarer  Divisor  @  der  Klasse  Ä^  als  Summe  eines  Vielfachen  von  2)q 
xmd  eines  Vielfachen  von  ©^  dargestellt  werden  kann.  Nach  dem  Satze 
auf  S.  473  ist  aber  in  der  That  für  hinreichend  grofses  v: 

da  wir  soeben  bewiesen  haben,  dafs  -^  und  —    als    teilerfremd    an- 
genommen werden  dürfen;  also  ist: 

Haniel  a.L»ndtborg,  Algobraisoho  Fanktiouen  eto.  31 
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Ist  2d  die  Ordnung  des  Diyisors  2),  so  bestimmt  sich  die  untere  Grenze 
für  den  Exponenten  v  nach  dem  obigen  Satze  durch  die  üngleichimg 

t/n  -  2*  >  4d  -  4d  +  2 (jp- 1) 
oder 

Wir  gelangen  somit  zu  folgendem  allgemeinen  Theoreme: 

Sind  ^0^  ^i>  ^>  ^s  ^^^  ganze  linear  unabhängige  Diri- 
soren  einer  Klasse  Ä  von  der  Ordnung  n,  und  2)  der  zu- 
gehörige Divisor  der  Doppelpunkte^  so  kann  jeder  dnrcli 
2)  teilbare  Divisor  der  Klasse  A^  als  ganze  homogene  Funktion 
1/*®'  Ordnung  von  Vq,  %,  ^,  ^  dargestellt  werden,  voraua- 
gesetzt,  dafs  der  Exponent  v  oberhalb  einer  bestimmten 
unteren  Grenze 

liegt,  wo  2d  die  Ordnung  des  Divisors  S)  ist. 

Die  untere   Ghrenze   Vq    fällt    bei    dieser  Betrachtung  um    —  klemk 

als  bei  der  analogen  Untersuchung  für  doppelpunktfreie  Raumkmte  ans. 
Besitzt  also  die  Raumkurve  d  gewöhnliche  Doppel-  oder  Bück- 
kehrpunkte, so  folgt  jetzt  durch  Übertragung  der  Betrachtungen  des 
vorigen  Paragraphen,  daHs  die  Koeffizienten  einer  Fläche  v**'  Ordnmig, 
welche  die  Raumkurve  enthalten  soll,  bei  hinreichend  grolsem  v  genan 
vn  —  d  —p  +  1  linearen  unabhängigen  Gleichungen  zu  genügen  haben. 
Die  Anzahl  der  zu  erfüllenden  linearen  Gleichungen  ist  also  in  diesem 
Falle  um  ö  kleiner  als  bei  einer  singularitätenfreien  Kurve.  Auf  die 
Untersuchung  höherer  Singularitäten,  welche  einen  anderen  Einfloü' 
auf  diese  Anzahlbestimmung  ausüben  können  und  eine  genauere  Dis- 
kussion des  Divisors  der  Doppelpunkte  erfordern  würden,  gehen  wir 
hier  nicht  weiter  ein. 
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de  Hanptkorve  oder  die  Kurve  der  Differentiale  erster  Gattung.  —  Sie  hat  keine 
'oppelponkte,  wenn  sie  nicht  hyperelliptisch  ist.  —  Die  Yerzweignngsdivisoren 
er  Differentialklasse  und  die  Weierstrafs  -  Punkte.  —  Die  Ordnungszahlen 
er  Funktionen  mit  einer  XJnendlichkeitsstelle;  additive  Moduln.  —  Die  Anzahl 
er  Weierstrals- Punkte.  —  Gruppe  der  Transformationen  des  Gebildes  in  sich.  — 
Igebraische  Gebilde  vom  Geschlechte  p  ]>  1   besitzen  nur  eine  endliche  Anzahl 

Yon  Transformationen  in  sich. 


§1. 

Die  Methoden  der  letzten  beiden  Kapitel  können  ohne  prinzipielle 
chwierigkeit^i  anf  die  üntersuchnng  beliebiger  Kurven  im  ßaume 
on  mehr  ab  drei  Dimensionen  angewendet  werden.  Sind  nämlich 
^j^i}'^}  '  "  ^9  s  +  ^  linear  unabhängige  Divisoren  einer  Klasse  A, 
>  wird  durch  die  Proportion 

der  durch  die  mit  einem  beliebigen  Divisor  ^  der  Klasse  gebildeten 
leichungen 

«0  ^  5tf  ^# 

^0 "  ¥'    ^i  ""  ¥'    ^  ===  ^'  •  •  •  ^«  •=  ä" 

ine  Kurve  im  Räume  von  s  Dimensionen  bestimmt.  Diese  Kurve 
ann  in  keinem  Baume  niedrigerer  Dimension  gelegen  sein^  weil 
wischen  XQ,Xi,,..Xt  keine  lineare  homogene  Gleichung  besteht;  ihre 
hrdnung  ist,  wie  leicht  ersichtlich^  gleich  der  Ordnung  der  Klasse,  voraus- 
;esetzt^  dafs  der  Körper^  welcher  durch  die  Gesamtheit  der  rationalen 

iWdionen  von  —,...-*   gegeben   ist,    den   ursprünglich   gegebenen 

Sorper  K(js,  u)  erschöpft,  so  dals 


t.  Wir  wollen  aber  diese  Untersuchung  nicht  in  voller  Allgemein- 
öit  durchführen,  sondern  wir  beschränken  uns  im  wesentlichen  darauf, 
nen  besonderen  Fall  zu  diskutieren,  welcher  für  die  allgemeine  Theorie 
^T  algebraischen  Funktionen  von  grundlegender  Bedeutung  ist. 

8l» 
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Ist  2d  die  Ordnung  des  Divisors  3)^  so  bestimmt  sich  die  untere  Grenze 
f&r  den  Exponenten  v  nach  dem  obigen  Satze  durch  die  üngleichnng 

vn  -  2*  >  4d  -  4d  +  2 (i>—  1) 
oder 

Wir  gelangen  somit  zu  folgendem  allgemeinen  Theoreme: 

Sind  ^o;  ^1^  ^'  ^8  ^^^  ganze  linear  unabhängige  Dm- 
soren  einer  Klasse  A  von  der  Ordnung  n,  und  Z)  der  za- 
gehörige Divisor  der  Doppelpunkte,  so  kann  jeder  dnieh 
^  teilbare  Divisor  der  Klasse  Ä^  als  ganze  homogene  Funktion 
i;**'  Ordnung  von  ^q,  ^if  ^}^  dargestellt  werden,  voraus- 
gesetzt, dafs  der  Exponent  v  oberhalb  einer  bestimmten 
unteren  Grenze 

liegt,  wo  2  d  die  Ordnung  des  Divisors  Z)  ist. 

Die  untere   Grenze   Vq    fällt    bei    dieser  Betrachtung  um    —  tdeinlsr 

als  bei  der  analogen  Untersuchung  ftlr  doppelpunktfreie  Raumkuite  sos. 
Besitzt  also  die  Raumkurve  d  gewöhnliche  Doppel-  oder  Bfick- 
kehrpunkte,  so  folgt  jetzt  durch  Übertragung  der  Betrachtungen  des 
vorigen  Paragraphen,  dals  die  Koeffizienten  einer  Fläche  v^  Ordnung 
welche  die  Raumkurve  enthalten  soll,  bei  hinreichend  grofsem  v  genan 
i/n  —  d— ^  +  1  linearen  unabhängigen  Gleichungen  zu  genügen  haben. 
Die  Anzahl  der  zu  erfüllenden  linearen  Gleichungen  ist  also  in  diesem 
Falle  um  ä  kleiner  als  bei  einer  singularitätenfreien  Kurve.  Auf  die 
Untersuchung  höherer  Singularitäten,  welche  einen  anderen  Einflofi 
auf  diese  Anzahlbestimmung  ausüben  können  imd  eine  genauere  Dis- 
kussion des  Divisors  der  Doppelpunkte  erfordern  würden,  gehen  wir 
hier  nicht  weiter  ein. 
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3  Hanptkorve  oder  die  Kurve  der  Differentiale  erster  Gattung.  —  Sie  hat  keine 
ppelpunkte,  wenn  sie  nicht  hyperelliptisch  ist.  —  Die  YerzweigongsdiTisoren 
r  Differentialklasse  nnd  die  Weierstrafs  -  Punkte.  —  Die  Ordnungszahlen 
:  Funktionen  mit  einer  ünendlichkeitsstelle;  additive  Moduln.  —  Die  Anzahl 
r  Weierstrafs- Punkte.  —  Gruppe  der  Transformationen  des  Gebildes  in  sich,  — 
^braische  Gebilde  vom  Geschlechte  !>  >>  1  besitzen  nur  eine  endliche  Anzahl 

von  Transformationen  in  sich. 

§1. 

Die  Methoden  der  letzten  beiden  Kapitel  können  ohne  prinzipielle 

hwierigkeiten  auf  die  Untersuchung  beliebiger  Kurven   im  Räume 

n   mehr  als   drei   Dimensionen   angewendet   werden.     Sind  nämlich 

,^,^,'-'^»8+1  linear  unabhängige  Divisoren  einer  Klasse  Ä, 

wird  durch  die  Proportion 

er  durch  die  mit  einem  beliebigen  Divisor  S(  der  Klasse  gebildeten 

eichungen 

51. 


le  Kurve  im  Baume  von  s  Dimensionen  bestimmt.  Diese  Kurve 
nn  in  keinem  Räume  niedrigerer  Dimension  gelegen  sein^  weil 
rischen  Xq,  x^,  . .  ,Xg  keine  lineare  homogene  Gleichung  besteht;  ihre 
rdnung  ist,  wie  leicht  ersichtlich,  gleich  der  Ordnung  der  Klasse,  voraus- 
setzt, dals  der  Körper,  welcher  durch  die  Gesamtheit  der  rationalen 

«EL  X 

inktionen  von  —f  •  •  •  ~  gegeben   ist,    den   ursprünglich   gegebenen 

•''0  •''0 

örper  K(is,  u)  erschöpft,  so  daCs 

^(v  •  •  •  S) = ^(^' ") 

X  Wir  wollen  aber  diese  Untersuchung  nicht  in  voller  Allgemein- 
st durchführen,  sondern  wir  beschranken  uns  im  wesentlichen  darauf, 
den  besonderen  Fall  zu  diskutieren,  welcher  für  die  allgemeine  Theorie 
r  algebraischen  Funktionen  von  grundlegender  Bedeutung  ist. 

31* 
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Es  sei  immlich  die  Kurve  durch  ein  Fundamentalsystem  der  in  der 
Klasse  W  der  Differentiale  enthaltenen  ganzen  Divisoren  bestimmt  Diese 
Klasse  hat,  wie  wir  wissen,  die  Ordnung  2  (j9  —  1)  und  die  Dimension  p\ 
bezeichnen  wir  also  die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  f&r  die 
ganzen  Divisoren  von  W  mit  SBi,  SB,, . . .  SBp,  und  setzen  vnr  in  etwas 
geänderter  Bezeichnung 

1)  aJi:ai:..-:a;p=lSBi:8B,  :.-.:aBp, 

so  wird  hierdurch  eine  Kurve  im  Räume  von  p  —  1  Dimensionen  be- 
stimmt. Wir  können  diese  Gleichung  nach  S.  307  auch  in  der  Form 
schreiben: 

1  a)  Xiia^i"-  Xp  =  dWi :  dw^ : •  •  •  dtOp, 

wenn  wir  mit  w^yW^y , .  ,Wp  das  System  der  Integrale  erster  Oattang 
bezeichnen. 

Wir  nennen  diese  Kurve  die  Kurve  der  Differentiale  erster 
Gattung    oder    auch    die    zu    dem    algebraischen    Gebilde    gehörige 
Hauptkurve  und  bezeichnen  sie  durch  H.      Ihre    Bedeutung  beruht 
darauf,  dals  sie  ganz  unabhängig  von  der  besonderen  Form  der  Au- 
gangsgleichung  definiert  ist  und  also  invarianten  Charakter  bei  irgeod 
welchen    birationalen   Transformationen   des   Gebildes   besitzt.     Crda 
wir   nämlich   zu   irgend    einer   anderen  Form   der    Ausgangsgleichimg 
über,    so    bleibt    die    Schar    der    Differentiale    erster    Gattung  un- 
verändert;  die   Koordinaten  x[,  x\,  ,  .  .  x^  eines   Punktes   der  zu  dfla 
transformierten    Gebilde  gehörigen  Hauptkurve   hängen    also   mit  den 
ursprünglichen  x^,  x^j  .  ,  ,Xp  durch  lineare  Gleichungen  mit  nicht  Te^ 
schwindender  Determinante   zusammen,  und  die  beiden  Kurven  gehea 
also  durch  eine  blofse  Kollineation   ineinander   über;   oder  wenn  mtf 
die    linearen    Gleichungen    als    Koordinatentransformation    deutet,  » 
stellen   x^,x^j ,  ,  .Xp   und   x\,  x[,  . ,  ,  xj,   geradezu    dieselbe   Kurve,  b^ 
zogen    auf    verschiedene    Koordinatensysteme,    dar.      Fällst    man  al» 
alle   die    Gleichungen,    welche    auseinander    durch    birationale   Tn» 
formation  hervorgehen,   in   eine  Klasse  zusammen,   so  ist  die  HBnpt- 
kurve   für   alle   diese   algebraischen   Gebilde   dieselbe,   und  jede  doli 
Kollineation     unzerstörbare    Eigenschaft    der    Hauptkurve    muß  «* 
Eigenschaft   des   zugehörigen   algebraischen    Gebildes    ergeben,  wdA 
bei   beliebiger  birationaler   Transformation    erhalten  bleibt  und  dal* 
als  eine  seiner  allerwesentlichsten  Eigentümlichkeiten  anzusehen  ist 

Die  erste  sich  hier  darbietende  Frage  ist  die,  ob  denn  die  Bi- 
Ziehung  zwischen  der  ursprünglichen  und  der  Hauptkurve  stets  «• 
umkehrbar  eindeutige  ist,  oder  ob  etwa  der  Fall  eintreten  kann, 41* 
zwar    jedem    Punkte     der    ursprünglichen    Kurve    einer     der  Hisj^ 
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knrre,  aber  umgekehrt  jedem  beliebigen  Pmikte  der  Hauptkurye 
mehrere  der  ursprünglichen  entsprechen.  Bildet  man  mit  einem  be- 
liebigen Divisor  Sß  der  Klasse  W  die  Funktionen 

Xi  —  ^}    x^  —  jß''**^^  —  gß' 

so  tritt  dieser  letztere  Fall  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  der  Körper 
K(pi^fX^,.,.Xp)  aller  rationalen  Funktionen  von  x^,  x^, . . .  Xp  nicht  mit 
dem  Körper  K(ß,  u)  identisch,  sondern  ein  Unterkörper  von  ihm  ist;  im 
ersten  Falle  ist  also  das  Geschlecht  der  Hauptkurve  ebenfalls  gleich  j:>,  im 
zweiten  kann  es  aber  kleiner  als  j:>  sein.  Wir  wollen  zunächst  zeigen,  dafs 
dieser  Ausnahmefall  für  eine  bestimmte  Art  algebraischer  Körper  wirk- 
lich eintritt,  und  sodann  nachweisen,  dafs,  abgesehen  von  dieser  Aus- 
nahme, in  allen  anderen  Fällen  die  Beziehung  zwischen  beiden  Kurven 
wirklich  umkehrbar  eindeutig  ist. 

Es  sei  nämlich  der  algebraische  Körper  ein  hyperelliptischer, 
d.  h.  ein  solcher,  in  welchem  eine  der  zugehörigen  Riemannschen 
Flachen  zweiblättrig  ist  (vgl.  S.  336),  dann  können  wir  nach  §  3  der 
dreizehnten  Vorlesung  seine  Gleichung  in  der  Form 

2)  w«  =  c  (;er  —  e^)  {z  —  e^),..{z  —  «2;>4-  2) 

annehmen;  hierbei  ist  also  der  Fallp  =  l,  der  meist  als  elliptischer 
eine  besondere  Bezeichnung  erhält,  unter  den  allgemeineren  Begriff 
des  hyperelliptischen  Körpers  subsumiert.  Alsdann  liegen  die  Ver- 
zweigungspunkte der  Fläche  sämtlich  im  Endlichen;  aber  diese  Voraus- 
setzung ist  statthaft,  denn  fällt  einer  von  ihnen  ins  Unendliche,  so 
dals  die  Gleichung  die  Form 

ü«  =  (.(¥— Ci)(;0"— Ca). .  .(j  —  dpj^i) 

erhält,  so  brauchen  wir  blofs 

_  1       _        w 

z  =  a  -\ y     w  == 


z  ;5P+i 

zu   setzen   und   die   Konstante   a  von  e^,  e^,  . . .  e^pj^i  verschieden  zu 
wählen.     Wir  erhalten  dann 

w*  =^c^  (z )  (z )  '  *'{z )  •  Zj 

wodurch  wir  auf  die  frühere  Gleichungsform  zurückkommen. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Punkte  der  Riemannschen  Fläche,  welche 
zu  C|,  e^, . . .  62i>-f »   gehören,  resp.  mit  ^ß^,  5ßj, . . .  5P2;,^_2,   so   ist  nach 


'^  ^--  ^-^w*  *^er 


.  •  .  ^2p+l^Sjp+». 
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Zufolge  der  Gleichung  (1)  ist  dieser  Divisor  zugleich  der  Zahler  der 
Funktion  u,  und  da  u  in  jedem  der  beiden  Pole  von  j?  in  der 
(jp  ^  i)ten  Ordnung  unendlich  wird,  so  hat  man  die  Divisorengleichungen 


Z  =  —f      li  = 


o 
Da  nun   der  zu  d0  gehörige  Differentialteiler  -4  ist,  so   entsprechen 

den  p  Differentialen 
3)       dw.-^—y    dw^=^z—y    dio^  =  0^-}'"dwp  =  0^'~^'- 

der  Reihe  nach  die  ganzen  Divisoren 

die  p  Differentiale  (3)  sind  also  von  der  ersten  Gattung,  und  da  sie 
offenbar  linear  unabhängig  sind,  so  bilden  sie  auch  ein  vollständiges 
Fundamentalsystem.  Der  allgemeine  Differentialteiler  erster  Oattmig 
hat  somit  die  Gestalt 

und  ist  also  eine  beliebige  binäre  Form  (l)  — 1)**'  Ordnui^  von  J.« 
und  Uj*,  femer  ist,  wenn  A  die  Klasse  von  ),  und  ix,  bedeutet: 

In  diesem  Falle  wird  also  die  Hauptkurve  H  durch  die  Gleichungen 
definiert: 

und  es  gehört  hiemach  zu  jedem  Werte  von  js  ein  Punkt  der  Hanpt- 
kurve  und  umgekehrt;  andererseits  gehören  aber  zu  jedem  Werte  Ton  i 
zwei  Punkte  der  Riemannschen  Fläche,  welche  in  den  beiden  Blattern 
übereinander  liegen.    Die  Beziehung  zwischen  Hauptkurve  und  algebrai- 
schem Gebilde  ist  also  in  der  That  nicht  umkehrbar  eindeutig,  indem 
jedem  Punkte   der  Kurve  ein  System  von  zwei  übereinandei^elegencn 
Punkten   der  Riemannschen  Fläche   entspricht.     Demzufolge  erniedrigt 
sich   auch   die  Ordnimg  der  Hauptkurve  von  2  (p  —  1)   auf  die  Hälfte, 
und  ihr  Geschlecht  ist  nicht  mehr  p,  sondern  Null,  da  die  Koordinaten 
als  rationale  Funktionen  von  0,  also  als  Elemente  des  in  K(g^u)  ent- 
haltenen  Unterkörpers    K(^)   dargestellt   werden    können.     Zu   jedem 
Differentialteiler  SB  gehört  ein  Punktsystem,  welches  aus  irgend  welchen 
p  —  1  Punkten  der  Riemannschen  Fläche  und  den  p  —  1  konjugiertoi 
besteht,  in  denen  die  Variable  z  den  gleichen  Wert  annimmt. 


§  1.  Nicht- hypeieUiptische  Hauptkurven  haben  niemalB  Doppelpunkte.    487 

Wir  wollen  jetzt  nachweisen;  dafs  dieser  Aasnahmefall  auch  der 
einzige  überhaupt  mögliche  ist.  Wir  wollen  aber  sogleich  ein  weiter- 
gehendes Resultat  ableiten,  nämlich  zeigen,  dafs  die  Hauptkurve  H 
eines  algebraischen  Gebildes,  welches  nicht  hyperelliptisch  ist,  keinen 
einzigen  Doppelpunkt  besitzt.  Jede  Eurvensingularitat  ist  ja  da- 
durch charakterisiert;  daCs  einem  Punkte  der  Kurve  mehrere  der 
Riemannschen  Flache  entsprechen.  Ist  nun  die  Beziehung  zwischen 
der  Kurve  und  der  Riemannschen  Fläche  durchweg  eine  mehrdeutige, 
so  ist  jeder  Kurvenpunkt  in  diesem  Sinne  ein  singulärer,  und  wenn 
wir  also  beweisen  können,  dafs  kein  Punkt  der  Kurve  die  Eigen- 
schaften eines  mehrfachen  Punktes  besitzen  kann,  so  ist  damit  auch  die 
speziellere  Behauptung  erwiesen,  dafs  die  Beziehung  zwischen  Kurve 
und  Riemannscher  Fläche  eine  umkehrbar  eindeutige  ist. 

Es  sei  P  ein  Punkt  der  Hauptkurve,  dann  dürfen  wir  ohne  Be- 
einträchtigung der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  voraussetzen,  dafs  P 
eine  Ecke  des  Koordinatensystems  ist  und  somit  die  Koordinaten  habe: 

•1^  ~—  JL,      2m  -—  vf,      (Cn  —  v/,   .  .  •  Xp—X  — —  v/,      Xp  ^^  v/j 

denn  diese  Annahme  ist  stets  durch  lineare  Transformation  zu  reali- 
sieren. Bei  solcher  Auswahl  der  Fimdameutaldivisoren  der  Klasse  er- 
halten in  der  Gleichung 

1)  x^:Xi:x^:-':Xp  =  fEii:^^:W^:'":^p 

die  Divisoren  SBj,  SB3,  . . .  SBp  einen  gemeinsamen  Primteiler  ^ß^, 
während  993^  diesen  Faktor  nicht  besitzt.  Ist  aber  der  Punkt  P  ein 
Doppelpunkt,  so  haben  SSg^^s;  •*•  ^p  BOgar  einen  Divisor  zweiter 
Ordnung 

gemein.  Bezeichnen  wir  also  die  Klasse  des  Divisors  ®  mit  O,  so 
giebt  es  alsdann  in  der  Klasse  W  der  Differentiale  genau  p  —  l  un- 
abhängige Divisoren,  welche  durch  &  teilbar  sind,  d.  h.  es  ist 


m=i-i- 


2(j>-2) 
:::: f 


Suchen   wir   aber  die  Dimension   der  Klasse  G  auf,   so   ist  nach 
dem  Riemann-Rochschen  Satze 

dso 

[G]  =  2. 

Daher   giebt   es    in   der    Klasse    G   noch   einen    zweiten   ganzen 
Divisor  @',   welcher  kein  Vielfaches  von  @  ist,  und  da  es  f ür  jj  >  0 
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keine  Funktion  erster  Ordnung  im  Körper  giebt,  bo  sind  Zähler  und 
Nenner  von 

notwendig  relativ  prim;  die  Funktion  ist  also  von  der  zweiten  Ordnung. 
Wenn  aber  in  einem  Körper  eine  Funktion  zweiter  Ordnung  existiert, 
so  ist  er  hyperelliptisch.  Denn  ist  u  eine  zweite  Funktion,  welche 
fQr  die  Darstellung  sämtlicher  Gröfsen  des  Körpers  ausreicht,  so 
genügt  u  einer  Gleichung  zweiten  Grades 

OjM*  +  2a^u  +  ttQ  =  0, 

worin  ^q,  a^,  o^  ganze  Funktionen  von  e  sind.  Diese  Gleichung  erhall, 
wenn  wir  anstatt  u  lieber  die  Funktion 

a^u  +  <i^  =  u! 
einfCLhren,  die  Form 

worin  die  ganze  Funktion  6r(jgr)  gleich  a\  —  aQÜ^  ist.  Man  kann  daim, 
wie  auf  S.  197,  leicht  zeigen,  dafs  die  Funktion  G(is)  in  der  spezieDen 
Gestalt,  die  wir  vorher  benutzt  hatten,  zu  Grunde  gelegt  werden  kami 

Wir  haben  hiemach  den  Satz  bewiesen: 

Wenn  der  algebraische  Körper  nicht  hyperelliptisch  ist 
d.  h.  wenn  in  ihm  keine  Funktionen  zweiter  Ordnung  existieren, 
so  besitzt  die  Hauptkurve  keinen  Doppelpunkt;  jedes  zu  dem 
Körper  gehörige  algebraische  Gebilde  ist  alsdann  auf  die  Haupt- 
kurve, ebenso  wie  auf  die  Riemannsche  Fläche,  durchweg  ein- 
deutig bezogen. 

Wir  werden  in  den  folgenden  Betrachtungen  den  Ausnahme&H 
eines  hyperelliptischen  Körpers  meist  ausschliefsen.  Nun  existieren 
aber  in  dem  Körper  stets  Funktionen  zweiter  Ordnung,  wennp^l 
oder  =  2  ist.  Denn  wenn  p  =  1  ist,  so  können  die  Pole  einer  Funk- 
tion zweiter  Ordnung  willkürlich  vorgeschrieben  werden  (S.  316); 
Körper  vom  Geschlechte  eins  sind  also  stets  elliptische.  Wenn  ferner 
p=2  ist  und  div^,  dw^  die  beiden  linear  unabhängigen  Differentiale  erster 
Gattung  bedeuten,  so  haben  diese  die  Ordnung  zwei,  und  es  ist 

dw. 

eine   Funktion   zweiter   Ordnung;   Körper  vom  Geschlechte  zwei 
also  stets  hyperelliptisch.    Wenn  jj  =  3  ist,  so  existieren  im  aUgemeinen 
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innerhalb  des  Eoipers  keine  Funktionen  zweiter  Ordnung  mehr. 
Wir  setzen  also  l^ei  Ausschlnis  hyperelliptischer  Körper  auch  i>  ^  3 
voraus. 

§2. 

Wir  wollen  jetzt  zu  Zwecken  späterer  Anwendung  die  Verzweigungs- 
divisoren  der  in  der  Klasse  W  enthaltenen  Schar  der  ganzen  Divisoren 
(SBj,  SS2;  •  •  •  ä8p)  bestimmen  und  ihre  Bedeutung  feststellen^  wobei  wir 
den  Fall  des  hyperelliptischen  Gebildes  noch  nicht  auszuschliefsen 
brauchen.  Da  die  Dimension  dieser  Schar  gleich  p  ist;  so  giebt 
es  Verzweigungsdivisoren  des  ersten,  zweiten,  ...  (p  -^  l)*®*^  Grades, 
welche  mit  Q^,  Q^, . . .  3p— 1  bezeichnet  sein  sollen,  und  deren  Ordnungen 
resp.  (f^y  ö^y  ...  6p^x  sein  mögen.  Nach  der  früher  bewiesenen 
Formel  (8)  auf  S.  457  ist  dann 

1)  =(p-l)l>(i>-l)+l>-2(p-l) 

Ist  nun  $   ein  beliebiger  Punkt  der  Riemannschen  Fläche  und 
besitzt  er  in  den  Yerzweigungsdivisoren 

81;    82;  •  •  •  öp—i 
resp.  die  Ordnungszahlen 

«1  —  1,      Cfj  — -  1,  .  .  .  Op— 1  —  1, 

80  ist  also 

6^  =  Z(flfi  —  1),     <J,  =  I  («2  —  1),  .  .  .  6p^i  ==  I  (flfp_i  -  1), 

Wenn  die  Summen  über  sämtliche  Punkte  ^  der  Riemannschen  Fläche 
®JBtreckt  werden.  Zufolge  der  Bedeutung  des  ersten  Verzweigungs- 
divisors enthalten  nun  alle  Divisoren  der  Schar,  welche  einen  be- 
stimmten Faktor  ^  haben,  diesen  Primdivisor  in  der  Potenz  ^ß*'*;  ist 
^>Uo  P  die  Erlasse  von  $,  so  sind  die  Dimensionszahlen 

Ferner  enthalten  alle  Divisoren,  welche  den  Faktor  $ß"*"^*  haben,  diesen 
Primdivisor  in  der  Potenz  ^"*  "*""•;  also  ist 


] 
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So    fortgehend   erhalt    man   zufolge    der    Bedentcmg    des    dritteaS 
[p—iy™  VerzweigungadiviBorB 


2*1) 

I     ^     ]     i     "'1 

1        w 

)=, 

-3, 

■ 

\p..+-,+>l     lp..+..+'l 

li- +••+•■ 

1 

1             w 

1             w 

=  P- 

1 

ai'ij 

(p".+".+  -+''*-i+' 

^p'.+'',+-      +<-A 

-1+"* 

2"') 


.  0. 


w 


I 


Hiernach  besitzt  die  Klasse   — ^  dann  tmd  anr  dann  keine  f 
Divisoren,  wenn  der  Exponent 

r>  R,  +  w,  H h  up-i 

ist.     Diese  Bedingung  ist  sicher  erfüllt,  wenn  die  Ordnang  der  Klasse 

—  negativ,  also  r  >  3  (j)  —  1)  ist.  Somit  müssen  die  positiven  Zahleo 
a^,  ttf,  ■  ■  ■  ttp—i  stets  der  Ungleichung 

3)  i»-l^«,-|-%+--+*^_.^Ä(i.-l} 

genügen. 

Im  allgemeinen  sind  nnn  die  Zahlen  a*  sämtlich  ^eich  Eins, 
wenn  i^mlich  der  Punkt  $  in  keinem  der  TerzweigongsdiTisoren 
di>  Sni  •  ■  •  Sf-i  auftritt;  es  giebt  aber  eine  endliche  Anzahl  von 
Funkten,  für  welche  die  Samme  ^  a/,  grßtser  als  p  —  1  aogfällt  nnd 

welche  also  in  einem  oder  mehreren  der  YerzweigangsdiTisoren 
8i»8»>  •  ■  ■  äp— 1  auftreten.  Wir  wollen  diese  Punkte  „Weierstrsfi- 
Ptinkte"  nennen,  weil  sie  in  der  Weierstrafsschen  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  eine  besondere  wichtige  Rolle  spielen;  dann 
gehört  aUo  zu  jedem  derartigen  Funkte  !ß  eine  bestimmte  Kombination 
Tonj>— 1  positiven  ganzen  Zahlen  a,,ff,,...ap_x,  die  nicht  alle  gleich  eins 
sind  und  durch  welche  die  Besonderheit  dw  Punktes  Sß  charakterisiert 
wird;  da  aber  die  Ungleichung  (3)  nar  eine  endliche  AngjAl  von 
Lösungen  in  positiven  ganzen  Zahlen  hat,  so  giebt  es  fOr  jedes  p  auch 
nur  eine    endliche  Anzahl  solcher  Kombinationen  von    p—1  Zahhn 

-  c„...oi,_,. 
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W 
Die  in  der  Tabelle  (2)  auftretenden  Erlassen  —  sind  die  Erganzungs- 

Uassen  der  Potenzen  von  P;  nach  dem  Riemann-Rochschen  Satze 
kann  man  daher  auch  die  Dimension  dieser  letzteren  bestimmen  und 
findet  80 

4)  {n=r-j,+i  +  {^}. 

Betrachten  wir  nun  zwei  aufeinanderfolgende  Erlassen  P"*  und  P'^'^^ 
wobei  r  auch  den  Wert  Null  annehmen  darf;  so  ist 

Nun  sind  zwei  Falle  möglich;  der  eine^  der  nach  der  Tabelle  (2)  ftir  un- 
endlich viele  Zahlen  r  eintritt,  ist  der^  dafs  die  Dimensionszahlen  1  -jjn  \ 
und  {  — 1  einander  gleich  sind,  dann  ist 

4a)  {P'+'}  =  {P'-}  +  l. 

Wenn  hingegen  { — ;ari }  "*  |  ~  I  ""  ^  ^^^y  ^^  offenbar  nach  der 
Tabelle  (2)  dann  und  nur  dann  eintiitt;  wenn  r  eine  der  p  Zahlen 

6)         0,    »1,    a^  +  a^y    «1  +  ^2  +  «fs;  •  •  •  «1  +  «2  H H  ^P-i 

ist^  so  ist 

4b)  {P''+')-{P'}. 

Die  Bedeutung  dieser  beiden  Eventualitäten  ist  jetzt  leicht  zu  er- 
kennen: Bezeichnen  wir  für  einen  Augenblick  die  Dimensionszahl  [P^] 
mit  Q,  so  giebt  es  im  ganzen  q  linear  unabhängige  ganze  Divisoren 

®i,     ®2,  . . .  ®^, 

welche  dem  Divisor  ^'^  äquivalent  sind.  Multiplizieren  wir  diese  Reihe 
mit  dem  Faktor  ^,  so  sind 

6)  5P®i,    5ß®„...5ß®^ 

Q  linear  unabhängige  Divisoren  der  folgenden  Klasse  P'^"^^  Tritt  nun 
der  Fall  (4b)  ein^  so  bilden  diese  auch  ein  Fundamentalsystem  der 
Klasse  P'^'^^;  die  Klasse  ist  also  eine  uneigentliche,  und  jede  Funktion 
des  Koipers  mit  dem  Nenner  ^''"^^  ist  von  der  Form 


d.  h.  es  giebt  keine  Funktion  des  Körpers,  welche  nur  in  $  unendlich 
irird  und  die  Ordnung  r  +  1  besitzt.  Im  Falle  (4a)  hingegen  ist  die 
fteihe    (6)   kein   vollständiges    Fundamentalsystem    der    Klasse   P*"^^, 
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sondem  um  ein  solches  zn  erhalten,  hat  man  noch  einen  weiteren 
Divisor  ®^4-i  hinzuzufügen,  und  dieser  kann  kein  Vielfaches  Ton  $ 

sein,  weil  sonst  —^  ein  ganzer  Divisor  der  Elasse  P^  wäre,  also  die 

Q  +  1  Divisoren  kein  unabhängiges  System  bilden  würden  Bild^ 
man  daher  die  p  Zahlen,  welche  aus  der  Beihe  (5)  durch  Yermehrang 
um  eine  Einheit  hervorgehen: 


7) 


1,    «1  +  1,    «1 +  «fs  +  1,  .  ■ .  «1  +  ffi  H t-Op-i  +  l, 


SO   sind   das   diejenigen   Ordnungszahlen,    welche    eine    Funktion 
Körpers  mit  dem   einzigen  Pole  $  niemals  erhalten  kann;  dieselben 
mögen  in  dieser  Reihenfolge  mit 

bezeichnet  sein,  so  daCs  (>i  =  l  und 

«fi  =  Ps  —  Qi>    ^s  =  P8  —  Qif    «8  =  P4  —  P8^  •    •  ^p-i  ^Qp"  Pi»-i 

ist  und  die  Zahlen  a  also   die  Differenzenreihe  der  Ordnungszahlen  p 
bilden. 

Die  Gesamtheit  der  Funktionen  des  Körpers  mit  dem  einzigen 
Pole  ^  bildet  ein  Ideal;  ist  nämlich  0  eine  dieser  Funktionen,  so  ist 
jede  andere  eine  ganze  Funktion  von  0  und  gehört  also  dem  Ideal /(l) 
an  (S.  220).  Aber  die  Funktionen  dieses  Ideals  besitzen  nicht  alle 
möglichen  Ordnungszahlen,  sondern  das  System  der  Zahlen  0,  1,  2, 3, . . . 
zerfällt  in  Bezug  auf  obiges  Ideal  in  zwei  Klassen  9i  und  3R,  von 
denen  die  erste  91  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Individuen, 
nämlich  den  p  positiven  Zahlen  9i,  ()2,  -  -  -  Qp  besteht,  wahrend 
die  zweite  unendlich  viele,  nämlich  alle  übrigen  positiven  ganzen 
Zahlen  und  die  Null  enthält,  und  man  kann  die  erste  als  die  Klasse 
der  fehlenden,  die  zweite  als  die  Klasse  der  vorhandenen 
Ordnungszahlen  bezeichnen.  Da  die  erste  Klasse  stets  aus  p  Ele- 
menten besteht,  so  kann  man  hieraus  auch  eine  neue  Definition  der 
Geschlechtszahl  p  entnehmen  und  folgenden  Satz  aussprechen,  der  als 
„Weierstrafsscher  Lückensatz''  bezeichnet  wird: 

Betrachtet  man  das  System  derjenigen  Funktionen  des 
Körpers,  welche  nur  in  einem  beliebigen  Punkte  ^  der  Ke- 
mannschen  Fläche  unendlich  werden,  so  treten  nicht  alle 
positiven  oder  verschwindenden  Zahlen  als  Ordnungszahlen 
auf,  sondern  es  fehlen  stets  so  viele,  als  die  Geschlechts- 
zahl  p  des  Körpers  angiebt;  die  Anzahl  der  fehlenden  Ordnmigs- 
zahlen  ist  also  von  der  Auswahl  des  Punktes  ^  unabhängig* 
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§3. 

Wir  wollen  jetzt  die  Zahlen  Qi,  Q^f '  -  -  Qp  selbst^  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt;  die  Elemente  ihrer  Differenzenreihe  a^,  a^^ . . .  ccp^i 
einer  näheren  Untersuchung  unterziehen.  Die  positiven  Zahlen  a 
dürfen  nämlich  nicht  beliebig  gewählt  werden,  sondern  sie  müssen 
überdies  gewissen  Bedingungen  genügen,  und  es  giebt  bei  gegebenem  p 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  möglichen  Kombinationen  für  sie.  Es 
geht  dies  schon  aus  der  früher  aufgestellten  Ungleichung 

hervor,  welcher  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Kombinationen  positiver 
Zahlen  genügen  können.  Zu  dieser  Bedingung  tritt  aber  noch  eine 
andere  und  wichtigere,  und  wir  gelangen  zu  ihr,  wenn  wir  statt  des 
Systems  9t  die  Klasse  SJt  der  vorhandenen  Ordnungszahlen  ins  Auge 
fassen.  Sind  nämlich  ga  und  g^  zwei  Funktionen  des  Ideals  J(l)  mit  den 
Ordnungszahlen  a  und  ß,  so  ist  das  Produkt  gag^  ebenfalls  eine 
Funktion  des  Ideals  mit  der  Ordnungszahl  a  +  ß.  Wenn  also  a  und  ß 
in  der  Klasse  fOl  vorkommen,  so  tritt  auch  die  Summe  a  +  ß  in  der 
Klasse  SJt  auf,  während  die  Differenz  a  —  ß  nicht  in  SJt  enthalten  zu 

sein  braucht,  da  der  Quotient  —  im  allgemeinen  auGser  ^  noch  andere 

Pole  besitzt  und  alsdann  nicht  dem  Ideale  angehört.  Ein  System  von 
ganzen  Zahlen,  welches  mit  irgend  zwei  Zahlen  auch  deren  Summe 
enthält,  wollen  wir  einen  „additiven  Modul"  nennen,  wobei  der 
ZuBatz  „additiv"  darauf  hinweisen  soll,  dafs  nur  die  Addition,  nicht 
aber  auch  die  Subtraktion  erzeugende  Operation  des  Moduls  ist.  Dann 
gilt  also  der  Satz: 

Das  System  SJt   der  vorhandenen   Ordnungszahlen  bildet 
einen  additiven  Modul. 

Im  allgemeinen  ist  ein  Punkt  $  der  Riemannschen  Fläche  in  keinem 
der  Divisoren  3i;  82^  •  •  •  3/>— i  enthalten;  dann  haben  die  Zahlen 
a^,  a^y . . .  Op^i  alle  den  Wert  eins,  und  es  ist  also  das  System  der 
fehlenden  Ordnungszahlen 

Pi  =  1;     (>«  ==  2,    93  =  3,  . . .  9p  =  p; 

das  System  der  vorhandenen  Ordnungszahlen  ist  also 

0,    P  +  1,    i>  +  2,  ..., 

und  es  giebt  somit  für  einen  gewöhnlichen  Punkt  der  Fläche  keine 
Funktionen  erster,  zweiter,  . . .  |)*®'  Ordnung,  während  alle  höheren 
Ordnungszahlen  auftreten. 
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Es  giebt  aber  eine  endliche  Anzahl  von  Pnnkten,  eben  die  Yorher 
erwähnten  Weierstraüs- Punkte,  welche  von  diesem  Schema  abweichen 
und  für  welche  also  die  in  der  Gleichnng  (1)  auftretende  Summe 

1)  «-(|,_l)(cr,-l)  +  (i>-.2)(ir,-.l)+...+  2(a,-,-l)  +  (a,-i-l) 

positiv  ausfallt.     Wir  wollen  diese  Zahl  das  Gewicht  des  Punktei 

nennen;  dann  gilt  zufolge  der  Gleichung  (1)  des  vorigen  Paragraphen 

der  Satz: 

Die  Summe  der  Gewichte  sämtlicher  Punkte  der  Riemann- 

schen  Fläche  ist  gleich  (i>  — l)l>(p+ 1);  nur  die  Weierstraft- 

Punkte  haben  positives  Gewicht. 

Daher  giebt  es  in  jedem  Körper  WeierstraGs- Punkte,  falls  p>l 

ist,   und  diese  werden  nach  der  Gleichung  (7)  auf  S.  456  durch  die 

Primteiler  des  zur  Klasse  W^  gehörigen  Divisors 

—  öl      ö%      •  •  •  ijp—i  öp— 1 

geliefert.  Im  allgemeinen  tritt  aber  ein  derartiger  Primfeiktor  eben 
nur  in  der  ersten  Potenz  in  3  ^^f  nnd  es  kann  als  eine  Besonderheit 
betrachtet  werden,  wenn  der  Divisor  3  einen  mehr&chen  Primteiler 
enthält.     Für  einen  solchen  einfachen  Teiler  ist  aber  notwendigerweiee 

also  ist 

(>i  =  l^     P»'=2,  ...  9p-.j=i)- 2,    pp-i-i>--l,     pp«p  +  l, 

und  die  Klasse  iDl  besteht  aus  den  Zahlen 

0,    P,    1>  +  2,    p  +  3,    p  +  4:,  .,. 

Wir  wollen  solche  Körper,  welche  nur  die  gewöhnlichen  durch 
den  Wert  des  Geschlechtes  p  bedingten  Besonderheiten  darbieten,  ordi- 
näre Körper  nennen.  Es  erweist  sich  dann  im  Verlaufe  der  späteren 
Betrachtungen  oftmals  als  notwendig,  die  ordinären  Körper  von  den- 
jenigen zu  trennen,  welche  eine  besondere  Eigenart  besitzen  und  sieb 
hierdurch  von  den  anderen  ihres  Geschlechtes  unterscheiden.  In  einem 
ordinären  Körper  besitzt  daher  jeder  Weierstrafs- Punkt  ^  das  Gewicht 
eins,  die  Anzahl  dieser  Punkte  ist  somit  (i>  — l)i>(l>  + 1),  und  flr 
jeden  von  ihnen  giebt  es  in  dem  Körper  eine  Funktion  mit  dem 
p- fachen  Pole  $,  während  es  keine  Funktionen  niedrigerer  Ordnung 
mit  einer  einzigen  ünendlichkeitssteUe  giebt. 

Wenn  aber  ein  Körper  vom  Geschlechte  p  nicht  ordinär  W» 
so  ist  es  von  Interesse,  die  hier  möglichen  Kombinationen  der  2iahlen  ^ 
des  näheren  zu  untersuchen.  Wir  gelangen  hierzu  am  einfiichBteD} 
wenn  wir  das  System  ÜR  der  vorhandenen  Ordnungszahlen  nach  der 
kleinsten  in  ihr  auftretenden  positiven  Zahl  in  Kongruenzklassen  S0^ 
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legen.    Es  sei  n  die  kleinste  positive  Zahl  von  902,  so  enthält  3R  zu- 

▼orderst  die  Zahlen 

2a)  0,    n;    2n,    Sn^    4^n^  . . .; 

ist  ferner  A  eine  der  Zahlen  1,  2, ...  n  —  1,  nnd  fehlen  in  der  Reihe 
der  Zahlen  i^n  +  A  die  ersten  fi^  Elemente,  so  ist  nach  dem  Satze 
des  letzten  Abschnittes 

Das  System  SR  besteht  alsdann  aufser  aas  den  Zahlen  (2  a)  noch  aus 
den  folgenden  n  —  1  Reihen 

{^w  +  1,  (^^  +  l)n+l,  (^,  +  2)n+l,  ... 

fi,  n  +  2,  (^,  +  1)  n  +  2,  (fi,  +  2)  n  +  2,  . . . 

H^  +  3,  (f'»  +  1)  w  +  3,  (^3  +  2)  n  +  3,  . . . 

fi«-in  +  n  — 1,  (fi„-.i  +  l)n  +  n  — 1,   (/x„-.i  +  2)n  +  n--l, . . . 


2b) 


Addieren  wir  nnn  die  Elemente  zweier  Reihen,  welche  durch  die 
Indices  h  und  %  bezeichnet  sind,  so  müssen  wir  ein  Element  der  Reihe 
A  +  »  erhalten,  wobei  die  Indices  nur  (mod.  n)  in  Betracht  kommen. 
Führen  wir  dies  insbesondere  für  die  Anfangselemente  aus,  so  ergeben 
sich  zwei  verschiedene  Ungleichungen,  je  nachdem  'h-\-%<n  oder  >  n  ist. 

1)  Ist  Ä  +  i  <  n,  so  ist 

(f*An  +  Ä)  +  (fi<w  +  i)  -=  (/XA  +  /x,.)n  +  (ä  +  Oj 
also  muüs 

4a)  H-^  y^i^H^i  (Ä  +  »<n) 

sein. 

2)  Wenn  h  -^-i^  n  ist,  so  ist 

(^An  +  Ä)  +  (/x..n  +  »)  =  (/XA  +  firf  +  l)n  +  (/*  +  t-n), 

also  muls  akdann 

4b)  ^A  +  ^.- +  1  ^  ^A+<-«  (Ä  +  »>n) 

sein,  während  für  %  -f  i  =»  n  keine  Bedingung  auftritt. 

Die  Zahlen  fi^,  fig, . . .  /x«~i;  durch  welche  der  Modul  SR  bei  ge- 
gebenem j)  und  n  charakterisiert  ist,  müssen  also  aulser  der  61ei- 
chnng  (3)  noch  den  üngleichimgen  (4a)  und  (4b)  genügen;  diese 
Bedingungen  sind  aber,  wie  man  sofort  sieht,  auch  ein  ausreichendes 
System,  denn  wenn  sie  erfüUt  sind,  so  bilden  die  Reihen  (2a)  und  (2b) 
einen   additiven   Modul.     Hierdurch   wird   die   Anzahl    der    überhaupt 
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möglichen  Zahlenkombinationen  bei   gegebenem   n   und  p    sehr   ein- 
geschränkt.  Ist  z.  B.  n  »  3  und  p  beliebig,  so  hat  man  die  Bedingangen 

also 

2i>  +  1  ^  3fii  ^p. 
Setzen  wir  also 

p=:Sjt  +  s, 

wo   6  eine  der  Zahlen  0^  1,  2  bedeutet,  so  hat  man  die  ;r  +  1  Mög- 
lichkeiten 


für  6  =  0 
fOr  6  =  1 
för  6  =  2 


fi,  =  2Ä,         2ä  — 1, ...» 
fij=»23r  +  l,  2ä,        ...ff-fl. 


(ii^n,        Ä-f  1, ...  2;r 

(ii  =  3r  +  l,  Ä-f  2, ...  2ä  +  1 
(ii  =  Ä  +  l,  3r  +  2, ...  23r  +  l 

Das  Gewicht  eines  Weierstrals -Punktes 

«  =  (i>-l)K-l)  +  (l>-2)(ir,-l)+...+  2(«p-2-'l)  +  (a^-i-l) 
ist,  wie  nun  gezeigt  werden  soll,  für  einen  hyperelliptischen  Körper 
gleich  ^^^ — -'  Legt  man  nämlich,  wie  auf  S.  485,  die  zweiblattrige 
Kiemannsche  Fläche  mit  den  2  ( j>  -f  1)  Yerzweigungspunkten 

ZU  Grunde,  so  ist  jeder  von  diesen  ein  Weierstrafs- Punkt.  Denn  die 
Funktion wird  nur  in  $ß/,  und   zwar  von  zweiter   Ordnung,  im- 

endlich;  daher  ist  die  Zahl  w  in  (2a)  gleich  zwei,  also  nach  (3)  /*i=i>, 
und  das  System  9J{  erhält  die  Gestalt 

0,  2,  4,  6,  .  . . 

2i)+l,    2i>  +  3,    2i>  +  6,    2i)  +  7,  ... 

Es  fehlen  also  die  Ordnungszahlen 

1,     3,     5,  ...22)-l, 

und  es  ist  für  jeden  dieser  Punkte  aj  =  cf2=- •=  orp_i  =  2,  also  ist 
sein  Gewicht 

Da  ferner  die  Zahl^er  Verzweigungspunkte  gleich  2  (jp  -f  1)  ist,  so  ist 
die  Summe  ihrer  Gewichte  bereits  {p—  l)i>(i?+  1);  und  es  giebt  somit 
aufser  den  Verzweigungspunkten  5ß,  keine  anderen  Weierstrals -Punkte. 
In  allen  anderen  Fällen  aber  ist,  wie  Herr  Hurwitz*)  gezeigt  und 
für  den  Beweis  des  Satzes  des  nächsten  Paragraphen  in  Anwendung  ge- 

*)  Über   algebraische   Gebilde  mit  eindeutigen    Transformationen    in  d^- 
Math.  Annalen,  Bd.  41,  S.  408—442  (1892). 
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bracht  hat,  das  Gewicht  a  eines  WeierstraCs- Punktes  kleiner  als 
YP{P  "  !-)•  IHihrt  man  nämlich  an  Stelle  der  Zahlen  €c^,  a^, . . .  Op^i 
die  Zahlen  q^,  9ai  •  •  •  ?p  ui  die  Gleichung  (1)  ein,  so  hat  man, 
weil  Pi  »  1  ist: 

geht  man  nnn  auf  die  Tabelle  (2b)  zurück,  so  findet  man  als  Summe 
der  in  dem  Modul  iDt  fehlenden  Ordnungszahlen 

rs-l 

also,  wenn  man  zur  Abkürzung 

r  +  (f*r— l)n  =  Är 
und  somit 

«"     ^l*" +  (♦•+»») +"+M--i-p(j>+i) 

r— 1 

Da  aber  zufolge  der  Gleichung  (3) 

2;Är  =  |n(2j>+l-n) 
iat,  so  ist  auch 

oder 

«-4-i'(l'-l)-^^Ä,(2j,-l-Ä,)-i-(n-l)(n-2). 

Ist  nun  n  B  2,  so  werden  die  beiden  Subtrahenden  gleich  Null,  da 
ilscLann  A». »  2|)  —  1  ist,  und  es  ist  also  a  =»  yjp  (|>  —  1).    Wenn  aber 

Bf  nitl  IL  Landiberg,  Algvbratioh«  Fnnktionea  eto.  82 


oder 
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n  >  2  ist,  80  ist  der  erste  Subtrahend  jedenfidls  nicht  negativ,  weil 
zufolge  der  nach  (3);  (7)  und  (8)  des  vorigen  Abschnittes  bestehenden 

Ungleichung      ^^_  i  =„^  +  ^ +...+ „^_,^2i,  -  2 

die  grolste  der  fehlenden  Ordnungszahlen,  also  auch  jede  der  Zahlen 
hr^2p~-l  ist;  der  zweite  Subtrahend  aber  ist  positiv,  und  folf^ch 
ist,  wie  behauptet  wurde, 

«  <  Yi>(i>-1)- 

Da  aber  die  Gewichte  samtlicher  Weierstrals -Punkte  zusammen 
p{p  —  i){p+l)  betragen,  so  folgt  jetzt  in  der  That: 

Wenn  p  >  1  ist,  so  ist  die  Anzahl  der  Weierstrab-Pnnkte 
für  ein  hyperelliptisches  Gebilde  gleich  2{p  +  l),  fOr  jedes 
andere  algebraische  Gebilde  aber  stets  grolser  als  2{p  +  1). 
Elliptische  und  rationale  Gebilde  haben  keine  Weierstrafs-Ponkte. 

§4. 

Wir  wollen  jetzt  auf  die  letzte  Ungleichung  den  Beweis  eines 
Satzes  über  algebraische  Gebilde  stützen,  welcher  in  einer  Kette  spater 
anzustellender  Untersuchungen  ein  notwendiges  Glied  bildet 

Unterwirft  man  ein  algebraisches  Gebilde 

F(js,  u)  «  0 
durch  die  umkehrbaren  Gleichungen 

j2f'  —  g?  {JS,  u),      iJ  =  ^  {z,  U) 

einer  Abbildung,  so  kann  es  eintreten,  dafs  das  transformierte  Gebilde 

mit  dem  ursprünglichen  übereinstimmt;  alsdann  bezeichnet  man  jene 
Abbildung  als  eine  Transformation  des  Gebildes  in  sich.  Über 
diese  besonderen  Arten  von  birationalen  Transformationen  läfst  sich 
sogleich  einiges  feststellen. 

Zunächst  ist  es  klar,  dafs  die  Punkte  der  Riemannschen  Fläche 
durch  eine  solche  Transformation  des  Gebildes  einander  umkehrbar 
eindeutig  zugeordnet  werden.  Konstruiert  man  nämlich  die  Riemami- 
schen  Flächen  9t^  und  9fi,',  so  fallen  diese  kongruent  aus,  weil  sie  zu 
derselben  Gleichung  J'  =  0  gehören,  und  wir  können  also  die  beiden 
Flächen,  wenn  wir  wollen,  auch  miteinander  zur  Deckung  bringen. 
Andererseits  wird  aber  durch  jede  birationale  Transformation  eine  ein- 
deutige Beziehung  der  Punkte  von  91,  und  9t,'  vermittelt  (S.  243);  in 
unserem  besonderen  Falle  wird  also  9i,  auf  sich  selbst  eindeutig  ab- 
gebildet. 
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IJmgekelirt  aber  gehört  auch  zn  jeder  analTtischen  Beziehung^ 
durch  welche  die  Punkte  einer  Riemannschen  Flache  St«  einander 
omkehrbar  eindeutig  zugeordnet  werden^  eine  Transformation  eines 
algebraischen  Gebildes  in  sich.  Werden  nämlich  die  Punkte  irgend 
zweier  Riemannschen  Flachen  9tj  und  9t/,  die  zu  den  Gleichungen 
F{z^  u)  ==  0  und  F{b\  ni)  »  0  gehören  mögen,  umkehrbar  eindeutig 
aufeinander  bezogen,  so  wird  hierdurch  stets  eine  birationale  Trans- 
formation zwischen  den  Körpern  K{ej  u)  und  K{z\  vi)  vermittelt;  denn 
jede  Ghrölse  z.  B.  des  zweiten  Körpers  ist  nicht  blofs  auf  9t«',  sondern 
auch  auf  9t«  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  mit  nur  polaren  ün- 
stetigkeiten  und  gehört  somit  auch  dem  ersten  Körper  an  (S.  113). 
In  unserem  besonderen  Falle  aber,  in  welchem  die  Riemannschen 
Flachen  9t«  und  9t«'  kongruent  sind,  können  auch  die  zugehörigen 
Gleichungen  F{ey  u)  «  0  und  F{z\  u')  «0  als  identisch  angenommen 
werden,  das  Gebilde  wird  also  eindeutig  in  sich  transformiert. 

Hieraus  ergiebt  sich  jetzt  sofort,  daTs  die  Gesamtheit  &  der  Trans- 
formationen eines  algebraischen  Gebildes  in  sich  in  dem  auf  S.  106 
auseinandergesetzten  Sinne  eine  Ghuppe  bildet;  denn  zwei  derartige  Trans- 
formationen 8  und  Tf  hintereinander  ausgeführt,  ordnen  wiederum  die 
Punkte  der  Riemannschen  Flache  einander  umkehrbar  eindeutig  zu. 
Wir  wollen  daher  auch  hier  die  aus  8  und  T  zusammengesetzte  Ab- 
bildung durch  das  symbolische  Produkt  ST  bezeichnen.  Die  Einheit  E 
der  Ghruppe  ist  dann  diejenige  Abbildung,  durch  welche  alle  Punkte 
der  Flache  sich  selbst  zugeordnet  werden,  und  wenn  8  irgend  eine 
Transformation  des  Gebildes  in  sich  ist,  so  ist  8^^  diejenige  Trans- 
formation, durch  welche  die  Wirkung  von  8  wieder  rückg^gig  ge- 
macht wird. 

In  der  GhruppeDtheorie  unterscheidet  man  nun  zwei  wesentlich 
yerschiedene  Arten,  nämlich  endliche  und  unendliche  Ghuppen,  je  nach- 
dem die  Anzahl  der  in  ihnen  enthaltenen  Elemente  endlich  oder  un- 
endlich ist.  Es  entsteht  daher  hier  die  wichtige  Aufgabe,  zu  entscheiden, 
ob  das  Gebilde  eine  endliche  Anzahl  von  Transformationen  in  sich 
besitzt  oder  nicht.  Diese  Frage  ist  aber  leicht  zu  entscheiden,  wenn 
das  Gebilde  WeierstraTs- Punkte  besitzt,  wenn  also  jp  >  1  ist.  In  diesem 
Falle  ist  nämlich,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll,  jene  Ghuppe  & 
stets  endlich. 

Eine  Transformation  des  Gebildes  in  sich  verwandelt  jeden 
Weierstrafs- Punkt  notwendig  wieder  in  einen  solchen.  Denn  ein  der- 
artiger Punkt  ^  ist  vollständig  dadurch  charakterisiert,  daÜB  es 
Funktionen  |  des  Körpers  mit  dem  Nenner  n«  —  $^  giebt,  deren 
Ordnung  q  ^p  ist.     Geht  nun  durch   die  Abbildung   $  in  ^'   und 

S2* 
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I   in  I'    über,   so   ist  n^'  —  $'^,   und    folglich   ist    $'    eben£EJ]B  ein 
WeierstraJjs  -  Punkt. 

Eine  Transformation  des  Gebildes  in  sich  Hbt  daher  entweder  cÜe 
Weierstrais- Punkte  fest  oder  vertauscht  sie  miteinander.  Es  seien  nun 
$19  ^f  •  •  •  $v  ^^  samtlichen  WeierstraiSs-Punkte;  betrachten  wir  dann 
nur  diejenigen  Transformationen^  welche  diese  Punkte  in  Buhe  lassen, 
so  ist  es  klar,  daGs  diese  ebenfEJIs  eine  Ghruppe  und  zwar  eine  in  der 
Yorigen  enthaltene  Untergruppe  U  bilden.  Ist  aber  V  eine  Tny»- 
formatiou;  welche  eine  Yertauschung  der  Weierstrab-Pnnkte  zur  Folge 
hat;  und  U  ein  Element  der  Untergruppe  U,  so  bringt  das  Produkt 
F'=»  Z7F  dieselbe  Permutation  der  WeierstraiSs-Punkte  hervor,  wie  V 
allein.  Sind  umgekehrt  V  und  V  zwei  Abbildungen,  welche  dieselbe 
Permutation  der  WeierstraiSs-Punkte  bewirken,  so  bleiben  diese  bei  der 
Operation  VV^  fest,  und  folglich  ist  VV'^  ein  Element  ü  von  11, 
also  F'—  {7F.  Giebt  es  also  zu  einer  bestimmten  Permutation  der  Weier 
straCs- Punkte  überhaupt  eine  Transformation  F  des  Gebildes  in  sich,  lo 
erhalt  man  alle  von  der  gleichen  Beschaffenheit,  indem  man  F  mit  allen 
Elementen  der  Untergruppe  U  zusammensetzt,  und  zwar  ergiebt  sich  lo 
jede  Transformation  nur  einmal  Da  es  aber  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Permutationen  der  WeierstraiSs-Punkte  giebt,  so  folgt  jetzt,  dafs  die 
Gruppe  &  gleichzeitig  mit  der  Untergruppe  U  endlich  oder  unendlidi 
ist.  Wir  können  aber  leicht  zeigen,  dals  U  überhaupt  nur  ans  eiam 
einzigen  Elemente,  nämlich  der  identischen  Abbildung  E,  oder  alleft- 
falls  aus  zweien  besteht,  und  damit  ist  der  angekündigte  Satz  bewieees. 

Ist  nämlich  das  Gebilde  nicht  hyperelliptisch  und  S  eine  Tranf- 
formation  desselben  in  sich,  welche  die  Weierstrais -Punkte  fest  UM, 
so  sei  ^  ein  von  den  Weierstrais -Punkten  verschiedener  Punkt,  $'  eeia 
Bildpunkt.  Konstruieren  wir  nun  eine  Funktion  0  von  mof^dtft 
niedriger  Ordnungszahl  mit  dem  einzigen  Pole  ^,  so  ist  diese  Ordmog 
nach  S.  493  gleich  jp  +  1,  also 

und  diese  Funktion  geht  bei  der  Abbildung  über  in 

gl  h 

Nun  verschwindet  die  Differenz 


z—Z' 


in  allen  Weierstrafs-Punkten,  weil  0  und  z^  in  ihnen  den  gleich® 
Wert  annimmt,  und  da  die  Zahl  dieser  Punkte  nach  S.  498  gröfo 
als  2(p  +  1)  ist,  so  würde  jene  Funktion,  wenn  ^  und  ^'  verschied* 
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waren,   mehr  Null-    als  ünendlichkeitsstellen    besitzen.     Folglich    ist 

^  — >  $',  nnd  da  ^  beliebig  ist,  so  ist  die  Abbildung  die  identische. 

Wenn  das  Gebilde  hyperelliptisch  nnd  somit  durch  eine  Qleichnng 

der  Form 

u«  -  c(sf-e^)(0-e^)  . . .  Qf-eip^t) 

bestimmt  ist,  so  giebt  es  eine  von  der  identischen  E  verschiedene  Ab- 
bildung, bei  der  die  Weierstrais-Pankte  fest  bleiben,  nämlich  diejenige, 
durch  welche  die  übereinanderliegenden  Punkte  der  zweiblattrigen 
Flache  8t«  zugeordnet  werden  und  für  die  somit 

ist.  Diese  ist  aber  auch  aulser  E  die  einzige;  denn  sind  ^|  und  ^^ 
irgend  zwei  übereinanderliegende  Punkte  von  9t«  und 

eine  Funktion  zweiter  Ordnung  mit  den  Polen  ^|  und  ^,,  so  geht 
dieselbe  bei  der  Abbildung  über  in 

Differenz 


▼erschwindet  in  den  2p  +  2  WeierstraJs-Punkten,  welche  hier  die 
Yerzweigungspunkte  sind,  und  da  für  p>  1  stets  2(p+i)  >  4  ist,  so 
müssen  |  und  |',  also  auch  e  und  sf*,  gleich  sein,  und  es  ist  also  auch 

Dann  ist  entweder  $i  -=  $i,  $2 ""  $29  ^^  ^^®  Abbildung  die  identische, 
oder  ${  —  $8>  $8  ^  $1;  ^^  ^^  Abbildung  durch  die  Zuordnung  je 
zweier  übereinanderliegender  Punkte  beider  Blatter  gegeben,  was  eben 
der  Inhalt  unserer  Behauptung  war. 

Somit  haben  wir  jetzt  den  folgenden  Satz  bewiesen,  auf  den  wir 
später  in  anderem  Zusammenhange  zurückkommen: 

Ein  algebraisches  Gebilde  vom  Geschlechte  jp  >  1   besitzt 
stets  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Transformationen  in  sich. 

Der  Satz  findet  seine  Ergänzung  in  dem  später  zu  führenden  Nachweise, 
dafe  für  JP  —  0  und  |)  =  1  die  Ghuppe  der  Transformationen  des  Ge- 
l>ildes  in  sich  kontinuierlich,  also  auch  unendlich  ist 
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Projektionen  einer  Kurre  in  niedere  B&mne.  —  Einfach  und  mehrfach  übep 
deckte  Projektionskurven.  —  Die  Potenzen  der  DifTerentialklaBse  und  die  Jht- 
Stellung  ihrer  ganzen  Divisoren.  —  Satz  von  Noether.  —  Nicht- hyperelliptiBdie 
Körper  Tom  Geschlechte  drei  und  vier.  —  Die  beiden  verschiedenen  Arten  Ton 
Körpern  des  Geschlechtes  vier.  —  Normalgleichungen  und  Moduln. 

§  1- 

Da  die  Hauptkorve  JET  jedes  EörperS;  der  nicht  hyperelliptisch  ist^ 
frei  Ton  Doppelpunkten  ist,  so  ergiebt  die  Übertragung  der  in  §  2  der 
siebenundzwanzigsten  Vorlesung  angewendeten  Methoden  auf  Eurven  im 
Räume  von  jp  —  1  Dimensionen,  dafs  för  ein  hinreichend  grolses  r  jeder 
ganze  Divisor  der  Klasse  W^  als  ganze  homogene  Funktion  r^^  Ghndes  der 
Fundamentaldivisoren  SB^,  SB^; . . .  SB,  der  Klasse  W  dargestellt  werden 
kann.  Es  ist  nun  aber  sehr  bemerkenswert,  daGs  in  diesem  Falle  die 
untere  \}renze  für  den  Exponenten  r  die  kleinstmSgliche  wird;  es  gQt 
also  der  folgende  Satz: 

Ist  der  Körper  K  nicht  hyperelliptisch,  so  kann  jeder 
ganze  Divisor  der  Klasse  W  als  ganze  homogene  Funktion 
r^^  Gh-ades  der  p  Fundamentaldivisoren  der  Klasse  W  wob- 
gedrückt  werden;  d.  h.  die  ganzen  Divisoren  einer  beliebigen 
Potenz  der  Klasse  TF' können  durch  Multiplikation  und  Addition 
der  ganzen  Divisoren  der  Klasse  W  selbst  erzeugt  werden. 

Den  Beweis  dieses  von  Herrn  Noether*)  herrührenden  wichtigen 
Theorems  erbringen  wir  im  nächsten  Paragraphen.  In  diesem  wofleo 
wir  ihn  dadurch  vorbereiten  und  er^Lnzen,  dals  wir  einige  allgemeine 
Bemerkungen  über  die  Projektionen  der  Kurven  im  Räume  von  dw 
oder  mehr  Dimensionen  voraufschicken  und  einen  hierauf  bezüglichen 
Satz  feststellen. 

Wenn  eine  Kurve  im  Räume  von  s  Dimensionen  (s  ^  3),  die  »uch 
beliebige  Singularitäten  besitzen  kann,  durch  die  Gleichungen  ge- 
geben ist: 

1)  a^ix^  '."'ix^.Xs^i  —  Äi:Ä,  :-:Ä,  :Ä,4-i, 

*)  Über  die  inyariante  Darstellung  algebraischer  Fanktionen.  Math.  An&i 
Bd.  17,  S.  268—284  (1880). 
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80  sind  9[|| . . .  9«9  9[«4.i  ganze  teilerfremde  Divisoren  einer  Klasse  Ä 
des  Körpers 

\*C|  X^        X^     / 

Projizieren  wir  die  Kurve  von  einem  Punkte  P  mit  den  Koordinaten 
(Oiy . . .  a«;  a«4.i)  in  einen  Raum  von  nur  s  —  1  Dimensionen,  so 
wollen  wir  die  Gleichungen  der  Projektion  aufstellen  und  untersuchen. 
Wenn  nun  a^^i  von  Null  verschieden  ist  und  darum  =  1  gesetzt  werden 
kann,  so  sind 

s  linear  unabhängige  Gleichungen  ebener  Mannigfaltigkeiten,  welche 
durch  P  hindurchgehen,  und  wir  haben  somit,  um  die  Projektionskurve 
zu  erhalten,  die  zwischen  den  s  Funktionen 

bestehenden  homogenen  Gleichungen  zu  diskutieren,  also  das  algebraische 
GebUde 

zu  untersuchen;  wenn  das  Projektionscentrum  speziell  der  Koordinaten- 
eckpimkt  P^  =  (0,  0, . . .  0, 1)  ist,  so  lauten  die  Gleichungen  der  Kurve 

3)  aii  :  a;^  :  •  •  • :  rc,  =  ?li :  St, :  •  •  • :  Ä^ 

Die  Untersuchung  irgend  einer  Projektion  der  Kurve  (1)  ist  daher 
völlig  äquivalent  derjenigen  einer  in  der  Schar  (%i, . . .  9[«,  ^«+i)  ^^^ 
haltenen  IJnterschar,  f£Lr  welche  die  Dimension  um  Eins  kleiner  ge- 
worden ist. 

Jedem  Punkte  der  Kurve  (1)  entspricht  ein  und  nur  ein  Punkt 
der  Projektionskurve  (2);  es  kann  aber  bei  besonderer  Auswahl  des 
Gentrums  P  eintreten,  dafs  die  umgekehrte  Beziehung  durchweg 
mehrdeutig  ist  und  daher  jeder  Punkt  der  Projektionskurve  die 
diarakteristische  Eigenschaft  der  singulären  Stellen  besitzt,  einem  ganzen 
Divisor  zweiter  oder  höherer  Ordnung  des  Körpers  K  zu  entsprechen. 
In  der  That  werden  wir  z.  B.  im  Fdle  p^=4  finden,  dafs  die  Haupt- 
knrve,  welche  eine  Raumkurve  sechster  Ordnung  ist,  unter  gewissen 
Bedingungen  von  einem  bestimmten  Punkte  aus  als  dreifach  überdeckter 
Kegelschnitt  projiziert  werden  kann,  und  somit  jedem  Punkte  der 
Projektion  drei  der  Hauptkurve  entsprechen.  Solche  mehrfache 
Überdeckungen  durch  Projektion  können  natürlich  auch  in  höheren 
Bäumen  eintreten;  wir  wollen  aber  den  für  unsere  Zwecke  notwendigen 
Nachweis  führen,  daüsi  es  stets  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Pro- 
jektionsoentren  dieser  besonderen  Eigenschaft  giebt. 
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Nehmen  wir  jetzt  die  Gleichungen  der  Projektionflknrve  in  der 
spezielleren  Form  (3)  an  nnd  betrachten  den  zugehörigen  Körper 

k  =  k\-~^f  •  •  •  —  )i 
so  ist  Je  entweder  mit  K  identisch  oder  ein  Unterkörper  Yon  K.    Im 

Od   _1.  1 

ersteren  Falle  ist  -^^  eine  rationale  Funktion  der  Quotienten 

*1  X^ 

und  die  Beziehung  zwischen  der  ursprünglichen  und  der  Projektions- 

X   I  « 
kurve  daher  umkehrbar  eindeutig;  im  anderen  ist  -^^^  nur  eine  alge- 
braische Funktion  jener  Quotienten  und  genügt  also  einer  irreduktibeln 
Gleichung  i;**''  Gh*ades: 

«-V-^j  +  ^-^V-^j      +•••+  «i-^  +  «0  =  0, 

deren  Koeffizienten  dem  Körper  h  angehören;  dann  ist  jene  Beziehimg 
i'-deutig,  und  die  Projektion  der  Kurve  (1)  liefert  eine  v-fache  Über- 
deckung der  Kurve  (3).  Wir  wollen  den  letzteren,  allgemeineren  Fall 
voraussetzen  und  die  Kurven  untersuchen,  deren  Projektionscentren  die 
Punkte  der  Umgebung  von  Pq  sind.  Hierbei  nehmen  wir  zunächst 
0,=.  0^  =  0  an  und  beschranken  also  das  Projektionscentrum  auf  eine 
durch  Pq  gelegte  ebene  MannigMtigkeit  ^t—t  von  5 --2  Dimensionen, 
also  z.  B.  im  Falle  5  =  3  auf  eine  Gerade  (vgl  S.  478). 

Wählen   wir  als   die   unabhängige   Variable   des   Körpers  K  die 
Funktion 

deren  Ordnung  r  sein  möge,  und  bilden  mit  8  —  1  Parametern 
^sf  ^49  •  *  •  ^tf  ^«+1  ^^  Linearform 

. .  „  ^»^+^^^*+ — H^^j^^+^+i^j  +  i 

so  folgt  aus  den  Betrachtungen  des  §  1  der  sechzehnten  Vorlesung,  dab 
y  bei  unbestimmten  v  einer  irreduktibeln  Gleichung  r*^  Grades  genügt: 

deren  Koeffizienten  rational  von  x  und  ganz  und  homogen  von  den 
Parametern  v  abhangen.  Setzen  wir  aber  t?,^i  =  0,  so  wird  jFreduk* 
tibel  und  die  v^  Potenz  einer  unzerlegbaren  Funktion 

^dff  ^;  <^8;  •  •  •  V*;  0)  =  (G(y,  a?;  r,, . . .  r,))"; 

denn  die  r  konjugierten  Werte  der  Funktion  y  zer&Uen  zufolge  nnaewr 
Voraussetzung  in  Gruppen  von  v  Elementen  in  der  Art,  dals  inneriulb 


1 1.  EinfiMdi  und  mehrfach  überdeckte  ProjektionBlnirven.  506 

einer   Gnippe   die   Koeffizienten    Ton   v^, . . ,  t;«  einander    gleich  und 
nur  die  Koeffizienten  von  Vg^i  yerschieden  sind,  und  fOr  t;«^.!  — 0 
werden  also  je  v  solche  Elemente  einander  gleich. 
Setzen  wir  in  die  Qleichnng 

F(ff,  X]  vi)  -  0 

ffir  y  seinen  Wert  (4)  ein  nnd  entwickeln  nach  Potenzprodokten  von 
1^,  • . .  Vt,  VtJ^i,  so  mols  jeder  Koeffizient  zufolge  der  bestehenden 
algebraischen  Beziehungen  verschwinden;  diese  Identität  muGs  also  auch 
bestehen  bleiben,  wenn  wir  sie  nach  einer  der  unbestimmten  Vk 
differenzieren,  und  durch  dieses  schon  auf  S.  241  bei  einer  ähnlichen 

üntersachung  benutzte  YerfiEdiren  können  wir  die  Ghrölsen  —  selbst  als 
rationale  Funktionen  Ton  x  und  y  bestimmen.    Wir  erhalten  so 

hierbei  bedeutet  F'  (y,  X'^  Vi)  die  Ableitung  von  F  nach  y,  die  GhroiDsen 

F'iVifi^]  ^t)  -  (yi-y«)  •  •  •  (yi-yr-i)(yi-yr) 

und 


NF'(ji,,x',v.)^-n(if,-y,')      ('''7i;-') 


sind  also  als  Differenzenprodukte  von  y^y^^yr  darstellbar,  und  das 
zweite  yon  ihnen  ist  in  o;  und  den  Parametern  v^,  v^, , . ,  v«,  Vg^i  rational. 
Nehmen  wir  jetzt   zwischen   den  Greisen  t;  eine   lineare   homo- 
gene Beziehung  an: 

(h^z  +  a4t?4  H \ra,v,  +  r,+i  =»  0, 

durch  welche  wir  den  letzten  Parameter  v^^i  eliminieren  können,  und 
setzen  wir 


6)  r,+i  =  — ^öc 


in  y  und  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  ein,  so  erhalten  wir  y^y^^\ 
wobei 

Xi 

ist,  und. 

^4  +  1   ^  ^^9  +  1 

«1     ""      F'(f^^\x',v,) 
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In  diesem  Ausdruck  treten  aber  auJjsier  x=^—  nur    noch   die  s  —  2 
Funktionen 


*<r-«<r«#4-l  fii 


(<r  B  8,  4, . . .  i) 


und  die  s  Parameter  v^,  v^^ . . ,  v,  auf;  wenn  also  bei  dieser  Substitution 
der  Nenner  oder  auch  das  Differenzenprodukt 

fQr  unbestimmt  bleibende  t;,, . . .  v^  nicht  verschwindet,  so  können  wir 
nachtraglich  diese  Ghrolsen  auch  so  spezialisieren,  daGs  jener  Quotient 

nicht   illusorisch  wird,    und   somit  -^^^  als   rationale    Funktion  der 

Grölsen  —  und  —  ausdrücken.     In   diesem  Falle  ist  also  zufolge  der 

obigen  Auseinandersetzungen  die  Beziehung  zwischen  der  gegebenen 
Kurve  (1)  und  der  Projektion  (2)  vom  Gentrum  P=(0,  0,  o,,  04, . . .  o»,  1) 
aus  eine  umkehrbar  eindeutige. 

Für  alle  diejenigen  Projektionscentren  P,  für  welche  mehrfache 
Überdeckung  einbritt,  verschwindet  daher  die  Diskriminante 

identisch  durch  die  Substitution  (6),  sie  enthalt  also  dann  einen  linearen 
Faktor  mit  konstanten  Koeffizienten: 

Die  Diskriminante  D  besitzt  aber  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Linear- 
faktoren mit  konstanten  Koeffizienten,  und  folglich  kann  man  stets  in 
der  Mannigfaltigkeit  9R«.8  um  Pq  ein  endliches  Gebiet  so  abgr^izen, 
dafs  in  ihm  kein  weiteres  Projektionscentrum  gelegen  ist,  für  welches 
sich  mehrfache  Überdeckung  ergiebt.  Da  aber  2R,-.j  eine  beliebige 
durch  Pq  hindurchgelegte  ebene  Mannigfaltigkeit  war,  so  folgt  in  der 
That,  dafs  Projektionscentren  mit  mehrfacher  Überdeckung  überliaupt 
nur  vereinzelt  auftreten  und  darum  nur  in  endlicher  Anzahl  vorhanden 
sein  können. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  eine  Folge  von  Projektionen  unserer 
Kurve  (1)  zu  betrachten,  wobei  das  Centrum  P  immer  auf  die  proji- 
zierte Kurve  selbst  fallen  soll.  In  diesem  Falle  besitzen  die  s  Divisoren 
der  ersten  Unterschar  (2) 

einen  groisten  gemeinsamen  Teiler,  und  zwar  ist  derselbe  Ton 
¥^'  Ordnung,  wenn  P  ein  Ä-facher  Punkt  der  ursprünglichen  Kurte 
ist  (vgl.  S.  467).  Wir  können  aber,  da  die  Kurve  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Singularitäten  besitzt,  stets  auf  unendlich  viele  Arten  er- 
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sielen,  cLab  l » 1  wird;  ferner  können  wir  nach  dem  eben  bewiesenen 
Satze  auch  bewirken,  dab  die  Projektion  eine  einfache  ist  und  darum 
ebenfidls  wieder  nur  eine  endliche  Anzahl  von  singularen  Stellen  besitzt. 
Daher  lalst  sich  auch  stets  ein  zweites  Projektionscentmm  auf  der 
Eurye  (2)  so  bestimmen,  dals  die  zweite  ünterschar  nur  einen  grölsten 
gemeinsamen  Teiler  zweiter  Ordnung  und  nur  eine  endliche  Anzahl 
Yon  Singularitäten  erhält,  und  durch  Fortsetzung  des  Verfahrens  er- 
halten wir  schUeiDslich  eine  (s—1)**  Unterschar  (Ä',  Ä")  mit  nur  zwei  Ele- 
menten, deren  grolster  gemeinsamer  Teiler  genau  von  der  Ordnung 
«  —  1  ist.  Es  gilt  also  folgender  Hilfssatz,  der  im  nächsten  Abschnitte 
zur  Anwendung  kommt: 

In  jeder  primitiyen  Schar  ganzer  Divisoren  von  der 
Dimension  s  +  1  kann  man  stets  zwei  Elemente  9[',  9["  finden, 
so  dab  ihr  grolster  gemeinsamer  Teiler  S)  genau  von  der  Ordnung 
8  —  1  und  jedes  durch  S)  teilbare  Element  der  Schar  eine 
Linearform  von  W,^"  ist. 

Spricht  man  den  Satz   in  dieser   Form   aus,   so  ist  die  frühere   Ein- 
schränkung (^^3)  der  positiven  Zahl  s  nicht  mehr  erforderlich. 

§2. 

Um  jetzt  das  Theorem  auf  S.  502  zu  beweisen,  ermittehi  wir  vor 
allem  die  Dimension  der  Klasse  W"^.  Da  die  Ergänzungsklasse  von  TT'*» 
d.  i.  W^^^  ^^,  eine  negative  Ordnung  hat,  falls  r  >  1  ist,  so  liefert  der 
Biemann-Bochsche  Satz  einfach 

1)  [W']  -  2r  Cp-  1)  -p  -f  1  =  (2r-  l)(i>-  1)        (r  >  l). 

Bilden  wir  andererseits  die  sämtlichen  verschiedenen  Produkte,  welche 
aus  je  r  der  Fundamentaldivisoren  SB^,  SB,, . . .  SE8p zusammengesetzt  sind: 

2)  aas;»  ©;•...  aB>        (^+Ä,+  -+^,=r), 

so  ist  deren  Anzahl  bekanntlich 

Man  sieht  nun  zunächst  leicht,  dafs  die  zweite  Anzahl  nie  kleiner 
als  die  erste  ist.    Denn  es  ist  zuimchst  f[lr  r=^2: 

-ij>(i,+  l)-3(i)-l)  =  -i-(i,-2)(i>-3); 

femer  ist  für  r  >  2  und  p  =  3: 

Ll*l^lll^_2(2r-l)  =  |(r  +  l)(r  +  2)-2(2r-l) 

=  |(r-2)(r-3), 
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und  wenn  man  schlielslicli  von  p  zu  jp  +  1  fortBchreitet;  so  wächst  die 
Binomialzalil  (2a)  um 

(p+l)(l>  +  2)...(p  +  r-l)       r(r  +  l) 
1« r-1  ^        2       ^ 

die  Dimensionszahl  (1)  aber  nur  am  2r  —  1,  so  daGs  sogar  der  Unter- 
schied zwischen  beiden  Zahlen  sehr  bald  eine  grolse  Zahl  wird.  Eaim 
man  daher  in  der  Schar  (2)  (2r  —  1)  (p  —  1)  Divisoren  ausflndig 
machen,  zwischen  denen  keine  lineare  homogene  Relation  besteht,  so 
ist  damit  unser  Satz  bewiesen ,  und  es  kommt  also  nnr  darauf  an 
nachzuweisen,  dais  eine  derartige  Auswahl  stets  möglich  ist  Wir 
werden  nun  in  dieser  Weise  zuerst  die  Fundamentalsysteme  fftr  die 
beiden  Klassen  W^  und  TT',  und  sodann,  nachdem  dies  geschehen  isi^ 
in  sehr  einfacher  Weise  durch  vollständige  Induktion  ein  Fundamental- 
system fOr  eine  beliebige  Potenz  W^  aufstellen. 

Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  in  der  Schar  der  ganzen  Differential- 
teiler auf  Grund  des  Satzes  des  vorigen  Abschnittes  zwei  Divisoren 
SBjy  SB,  so  aus,  dals  ihr  grolster  gemeinschaftlicher  Teiler  %  genaa 
von  der  Ordnung  jp  —  2  ist.     Setzen  wir  also 

3)  aBi  =  a»i,    835,  =  «»,, 

so  sind  SB,  und  SB^  zwei  ganze  teilerfremde  Divisoren  einer  Klasse  JB, 
deren  Er^mzungsklasse  die  Klasse  A  von  %  ist,  so  dais 

W^AB 

ist.    Femer  ist  die  Dimensionszahl 

denn  nach  jenem  Satze  sind  alle  durch  9  teilbaren  ganzen  Divisoren 
der  Erlasse  W  Linearformen  von  SB,  und  Sßj*     ^^  ist  also 

eine  primitive  Klasse  der  Dimension  zwei  und  der  Ordnung  p,  nnd 
es  ergiebt  sich  beiläufig  der  Satz: 

In  jedem  Körper  K  vom  Geschlechte  jp,  der  nicht  hyper- 

elliptisch  ist,  giebt  es  unendlich  viele  Funktionen  ^  =  m^  ^^n 

genau  p**'  Ordnung. 
Für    die    Dimension    von   A    erhalten   wir   hingegen   auf  Grund 
Riemann-Rochschen  Satzes 

also 

6)  {4}  =  1, 
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66  giebt  also  in  der  Klasse  Ä^  abgesehen  von  Proportionaliifitsfaktoren, 
nnr  den  einzigen  ganzen  Divisor  % 

Wir  waMen  jetzt  noch  in  der  Erlasse  W  einen  dritten  ganzen  und 
zu  %  teilerfremden  Divisor  äBg,  was  stets  auf  mannigfaltige  Art  ge- 
schehen kann,  und  bilden  nunmehr  folgendes  System  von 

Divisoren 

mi    SBiaBg,  SBiSBa,  aBiSB^,  . . .  SBiaBp 

6)  aB|,    aaSjaBs,  sb^sb^,  . . .  aBgSBp 

l  ffij,    aB,aB„ . . .  aB,aB^. 

Wir  behaupten,  dafs  dieses  System  linear  unabhängig  und  also 
ein  Fundamentalsystem  für  die  ganzen  Divisoren  der  Klasse  W^  ist. 
Würde  nämlich  eine  Relation  der  Form 

bestehen,  so  wäre  die  letzte  der  drei  Summen  durch  9[  teilbar,  da 
9B|  und  SBj  den  gemeinsamen  Teiler  9[  besitzen,  und  da  9  und  SB^  zu 
einander  teiler&emd  sind,  so  müfste  auch  die  Summe 

den  Faktor  9  enthalten.  Da  aber  die  Gesamtheit  der  in  der  Klasse  W 
enthaltenen  und  durch  %  teilbaren  Divisoren  durch  die  Schar  (SB^SB,) 
gegeben  ist,  so  muls  notwendig 

Cj  =  (?4  =»•••  =  Cp  ■=-  0 

sein.  Hiemach  könnte  die  zwischen  den  Divisoren  (6)  angenommene 
lineare  Relation  nur  von  der  Form  sein: 


und  es  wäre  also 


^ 


«»»» 


*=i      —  _  %  _  _  ^ 


I 
I 
I 
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Da   aber  SSi  und  SB,   keinen   gememBamen  Teiler  haben,   bo   kann 
e  derartige  Gleichung  nur  in  der  Weise  erfüllt  sein,  dalä 


+  aiö, 


ist,  wo  fl  einen  ganzen  Divisor  von  A  bedeutet  und  daher  zufolge  der 
Gleichung  (6)  dem  Teiler  5t  proportional  ist.    Man  erhält  also 


folglich  nach  (3): 


=  0 
!B,=0, 


und  hier  müssen  zufolge  der  ersten  Gleichung  &,,...  bp,  c,  zufolge  der 
zweiten  alBdann  a,,  a^, . . .  Up  Null  aein.  Damit  ist  in  der  That  be- 
wiesen, dafs  die  DiTisoren  (6)  ein  Fundamentale jstem  für  die  Klasse  W 
bilden. 

Fm  jetzt  in  analoger  Art  ein  Fundameutalsystem  für  die  Klasse 
TF'  aufzustellen,  verfahren  wir  folgend enaaTaen.  Bezeichnen  wir  kurz 
das  Fnndamentalsystem  (6)  für  die  Klasse  W^  mit  ^@j)  und  bilden 
wir  die  beiden  Systeme 

7)  «S,-C®i)     «fid     «B,  ■(©,), 

BO  gflhSren  diese  Divisoren  sämtlich  der  Klasse  W*  an,  und  es  stellt 
der  erste  Komplex  ein  Fundamentalsystem  ftlr  diejenigen  ganzen  Divi- 
soren der  Klasse  W  dar,  welche  Multipla  von  SB,  sind,  während  der 
zweite  Komplex  dieselbe  Beziehung  zn  dem  Divisor  3Sj  hat.  Denn 
die  Dimension  jeder  dieser  beiden  ünterscharen  der  Klasse  W^  ist  gleich 

{^l-IH^'l- 3(1-1), 

und  es  wird  also  jede  der  beiden  ünterscharen  durch  die  linearen  Verbind- 
ungen der  Divisoren  (7)  erschöpft.  Der  grölste  gemeinsame  Teiler  beider 
ünterscharen,  d.  i.  die  Gesamtheit  der  in  beiden  enthaltenen  Elemente, 
wird  somit  von  denjenigen  ganzen  Divisoren  der  Klasse  W*  gebildet, 
welche  sowohl  durch  38,  als  auch  dorch  39},,  also  auch  durch  ihr 
kleinstes  gemeinsames  Vielfaches 


»,». 


■  a»,  ffl, 
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teilbar  sind.    Die  DimenBion  dieser  neuen  ünterschar  ist,  wenn  Jlf »  -^ 
die  Klasse  des  Divisors  iDt  bedeutet: 


(^)  =  {TT^}  =  2|,  -  3. 


Daher  kann  man  die  beiden  Scharen  (7)  auch  so  transformieren^  dafs 
jedes  der  beiden  Fundamentalsysteme  die  2p  —  3  durch  SR  teilbaren 
Divisoren  enthalt: 

und  wenn  man  nunmehr  diese  beiden  Fundamentalsysteme  zu  dem 
neuen  Systeme  Ton  4p  —  3  Elementen: 

8)     (m&„ . . .  a»®,p-„  sBi^i, . . .  8Bi$p,  aßgSi, . . .  m,%), 

vereinigt;  so  kann  zwischen  diesen  keine  lineare  homogene  Relation 
stattfinden.    Denn  bestünde  eine  Gleichung  der  Form 

+iiaB,3i  +  ---+*paB,3p=o, 

so  würde  der  Divisor 

♦i3Bs3i+--+tpaB,3^ 

sowohl  durch  893^  ^  als  auch  durch  SEßg,  ako  auch  durch  9J{  teilbar  sein, 
und  da  alle  Multipla  von  3Jl  in  der  Klasse  TT'  als  lineare  Funktionen 
von  SK®!, . . .  ^Qiip^s  darstellbar  sind,  so  muls 

sein;  dann  aber  müssen  auch  die  Koeffizienten  g  und  h  verschwinden. 
Die  samtlichen  Divisoren  der  Reihe  (8)  haben  den  Teiler  ^^  und  sie 
bUden  auch  ein  Fundamentalsystem  für  die  ganzen  Divisoren  der 
Klasse  W^,  welche  Multipla  von  Sl  sind,  denn  die  Dimension  dieser 
Schar  ist 

\^]  =  Q(p-l)-{p-2)-{p-i)  =  4p-S. 
Fügen  wir  nun  zu  den  Divisoren  (8)  noch  die  jp  —  2  Divisoren 

9)  8331  SB,,   aBjas,, . .  SBiaSäp 

hinzu,  so  bilden  (8)  und  (9)  zusammengenommen  ein  System  von 

(4j>-3)  +  (i>-2)  =  5(i>-l) 

linear  unabhängigen  Divisoren  der  Klasse  W^,  also  ein  Fundamental- 
System   dieser  fflasse.    Würde  nämlich  zwischen  ihnen   eine    lineare 
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homogene  Relation  bestehen,  so  wäre  eine  lineare  Verbindung  der 
Divisoren  (9): 

c^aBjaB,  +  c.aBjsB^  +  . . + cp»!», 

durch   91   teilbar,    und   da   9Bs   und   91   teilerfiremd    sind,    so    mübte 

auch  CsSBsH h  Cpfßp  den  Teiler  91  haben,  was  nicht  möglich  ist^ 

wenn  nicht  alle  Koeffizienten  c  yerschwinden.  Hiemach  sind  jetzt 
auch  die  Fundamentaldivisoren  der  Klasse  W^  als  ganze  homogene 
Funktionen  dritten  Gh^es  Yon  SB^,  SB^»  •  •  •  ^p  dargestellt. 

um  jetzt  schlieislich  in  derselben  Weise  auch  ein  Fundamental- 
System  f&r  die  Klasse  W''  au£zustellen,  nehmen  wir  unseren  Satz  bereits 
fftr  die  Klassen  TT*,  TF', . . .  W^,  wo  r  ^  3  ist,  als  bewiesen  an  nnd 
zeigen  sodann  seine  Richtigkeit  für  TF'"^^.  Es  seien  SB«  nnd  ffi^ 
ii^end  zwei  ganze  teilerfremde  Divisoren  der  Klasse  W  und  es  sei 
(@r)  das  System  der  (2r  —  1)  (p  —  1)  Fundamentaldivisoren  der 
Klasse  TT^    Bilden  wir  dann  die  beiden  Reihen 

10)  »«-(©r)    und    SB^-(@r), 

so  gehören  die  Elemente  dieser  Systeme  zur  Klasse  W*^"^^  und  sind 
ganze  homogene  Funktionen  (r+l)^  Ordnung  yon  SB^,  XB|, .  ..Sp. 
Soll  nun  ein  Divisor  zu  jeder  der  beiden  Scharen  (10)  gehören,  so 
muJs  er  sowohl  durch  SB»  als  auch  durch  9B^,  also  da  SBa  und  tt; 
teilerfiremd  sind,  auch  durch  .  ihr  Produkt  teilbar  und  somit  in 
der  Schar 

11)  äB«  SB^ .  (@.-0 

enthalten  sein;  die  Dimension  dieser  ünterschar  ist,  da  r  —  1  >  1  ist, 
(2r  — 3)(j>— 1).  Vereinigt  man  jetzt  die  beiden  Scharen  (10)  in  der 
Art,  dafs  ihr  gröister  gemeinschaftlicher  Teiler  (11)  nur  einmal  auf- 
tritt, so  erhält  man  im  ganzen 

2(2r~l)(j>-l)-(2r-3)(p-l)  =  (2r+l)(l>-l) 

linear  unabhängige  Elemente,  und  diese  bilden  also  ein  Fundamental- 
system der  Klasse  W^"^^.  Damit  ist  der  am  An&nge  des  Torigen 
Paragraphen  aufgestellte  Satz  in  allen  seinen  Teilen  bewiesen. 

§3. 

Wir  wollen  jetzt  die  gewonnenen  Resultate  f&r  die  niedrigsten 
hier  in  Betracht  kommenden  Geschlechtszahlen  j>  =  3  und  p  ^  ^ 
spezialisieren  und  hieran  einige  Folgerungen  knüpfen,  welche  eine 
spätere  allgemeine  Untersuchung  yorbereiten. 
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Die  HaapÜknrye  S  eines  Körpers  yom  Geschlechte  drei  ist  nach 
den  Ergebnissen  des  yorigen  Kapitels  eine  singnlaritatenfreie  ebene 
Knrve  vierter  Ordnung 

1)  F^{^,x^,x^)^0, 

und  diese  Gleichung  wird  also  durch  die  Substitution 

2)  x^:Xs^:x^  =  ^^:flS^:flS^ 

identisch  befriedigt.  Dieses  Resultat  wird  aber  in  anderer  Weise 
durch     den     Satz     yon    Noether    bestätigt;    denn    bildet    man    die 

—  (r+l)(r  +  2)  Potenzprodukte  der  Dimension  r: 

so  giebt  es  unter  ihnen  nach  S.  512  2(2r— 1)  linear  unabhängige^ 
während  die  übrigen 

r,  =  |(r  +  l)(r  +  2)-2(2r-l)  =  4(r-2)(r-3) 

lineare  Funktionen  yon  jenen  sind;  ebenso  grofs  ist  also  auch  die 
Anzahl  der  linear  unabhängigen  homogenen  Gleichungen  r^'  Ordnung 
zwischen  den  Divisoren  SBi^äEBj^^s*  ^^  ^^^^  t^  =  l  ist,  so  existiert 
eine  Gleichung  vierter  Ordnung  jP^^O  zwischen  ihnen,  und  um  die 
sämtlichen  Gleichungen  r^'  Ordnung  zu  erhalten,  hat  man  F^  mit  den 
Potenzprodukten  der  Dimension  (r  —  4)  zu  multiplizieren,  deren  Zahl  ja 

gerade  Y(r  — 2)(r  — 3)  ist. 

Umgekehrt  hat  eine  doppelpunktfreie  Kurve  yierter  Ordnung 

nach  der  Gleichung  (3  a)  auf  S. 427  das  Geschlecht  drei,  und  die  adjungierten 
Kurven  (n  —  3)**'  Ordnung,  deren  Schnittpunktsysteme  den  Differential- 
teilem  erster  Gattung  entsprechen,  sind  die  Geraden  der  Ebene.  Geht 
man  also  von  einer  beUebigen  derartigen  Gleichung  aus,  so  hat  man 
auch  umgekehrt 

Die  Untersuchung  der  projektiven  Eigenschaften  der  ebenen  Kurven 
vierter  Ordnung  ist  hiemach  vöUig  äquivalent  der  Analyse  beliebiger 
nicht  hypereUiptischer  Körper  vom  Geschlechte  drei,  weil  alle  derartigen 
Körper   auf  eine   Gleichung   der  Form   (1)   bezogen   werden   können. 

Nun  enthält  aber  jene  Gleichung  -—  =  15  Konstanten,  und   da  man 

die  Yariabeln  noch  einer  beliebigen  linearen  Transformation  unter- 
werfen kann,  so  sind  yon  jenen  Konstanten  nur  15  —  9  =  6  wesentlich. 
Diese   sechs   wesentlichen  Konstanten,   welche  je   nach   der   Auswahl 

Heniel  n.  Lsndiberg,  Algel)raifohe  Funktionen  eto.  33 
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jener  Transformation  in  yerschiedener  Form  in  die  Eoefifizienten  der 
Gleichung  (1)  eintreten  können,  charakterisieren  aber  die  Elasse  des 
algebraischen  Gebildes  nnd  heüüsen  nach  Biemann  die  Modnln  der 
Elasse.  Zwei  Gebilde  mit  yerschiedenen  Moduln  sind  nämlich  im  all- 
gemeinen nicht  ineinander  birational  transformierbar,  weil  einer  solchoi 
Transformation  nach  S.  484  eine  lineare  Substitution  der  Variabehi 
^f^)^  entspricht,  die  zugehörigen  Hauptkurven  aLso  durch  EoUinea- 
tion  auseinander  hervorgehen  mülsten. 

Ein  derartiger  Körper  enthalt  keine  Funktionen  zweiter,  woU 
aber  unendlich  viele  von  der  dritten  Ordnung.  Legt  man  nämlich  durch 
einen  beliebigen  Punkt  $  der  Hauptkurve  zwei  Geraden,  so  entsprechen 
ihren  Schnittpunkts  jstemen  zwei  ganze  Divisoren  SB^  und  SB,  der  Elasse  Wj 
deren  gröister  gemeinschaftlicher  Teiler  der  Primdivisor  ^  ist;  folglich  ist 

wo  ^  und  fl^  teilerfremd  sind,  und 

«  =  ^  —  ^ 

ist  eine  Funktion  dritter  Ordnung,  umgekehrt  aber  erhalt  man  aach 
alle  derartigen  Funktionen  0  des  Eörpers  auf  diesem  Wege.    Nimmt 

man  nämlich  0  in   der  reduzierten  Form  g-  an  und   bezeichnet  die 

Elasse  des  Zählers  und  Nenners  mit  Ä,  so  hat  Ä  die  Ordnung  drei^  imd 
ihre  Dimension  ist  gleich  zweL  Denn  g^be  es  in  ^  aulser  8(j  und  9} 
noch  einen  dritten  linear  unabhängigen  ganzen  Divisor  «3,  so  könnte 
man  in  Ä  noch  zwei  verschiedene  ganze  Divisoren  finden,  welche 
einen  beliebigen  Primteiler  O  haben,  und  deren  Quotient  wäre  eine 
Funktion  zweiter  Ordnung;  der  Eörper  wäre  also  entgegen  unserer 
Annahme  hyperelliptisch.    Ist  nun  P  die  Ergänzimgsklasse  von  Äi 

so  hat  diese  die  Ordnung  eins,  und  fär  ihre  Dimension  ergiebt  sich  nach 
dem  Riemann-Bochschen  Satze 

also 

{P}=i. 

Es  giebt  also,  abgesehen  von  Proportionalitätsfaktoren,  je  einen  und 
nur  einen  ganzen  Divisor  der  Elasse  W,  welcher  durch  ^  resp.  % 
teilbar  ist,  und  wenn  man  nunmehr 

S3i  =  ^ai;     3388  =  $«j 
setzt,  so   entsprechen  den  Teilern  äSj  und  SB^  zwei  Gieraden,  wdche 
sich  auf  der  Kurve  in  ^  schneiden. 
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Diese  Besnltate  fassen  wir  in  dem  Satze  zusammen: 

In  jedem  nicht  hyperelliptischen  Körper  yom  Geschlechte 
drei  giebt  es  unendlich  viele  Divisorenklassen  von  der  Ordnung 
drei  und  der  Dimension  zwei,  nämlich  die  Erganzungsklassen 
aller  derjenigen,  welche  durch  einen  Primdivisor  bestimmt 
sind;  es  giebt  also  auch  unendlich  viele  Funktionen  dritter 
Ordnung.  Die  Anzahl  der  Moduln  derartiger  Körper  ist  gleich 
sechs,  und  es  giebt  auGser  den  hyperelliptischen  keine  weiteren 
Abarten  algebraischer  Gebilde  vom  Geschlechte  drei. 

§4. 

> 

Die  Hauptkurve  H  eines  Körpers   vom  Geschlechte  vier  ist  eine 
doppelpunktfreie  Baumkurve  sechster  Ordnung: 

1)  iTj :  ai  :  a?8  :  a:^  -  »1 :  SB, :  SB,  :  SB^. 

Büdet  man  die  ^''  +  ^^^[+y^  +  ^^  =  f  3  ^)  Po^i^Produkte  der  Dimen- 
sion r: 

so  sind  nach  dem  Satze  des  §  2  3  (2r  —  1)  unter  ihnen  linear  un- 
abhängig; es  bestehen  also 

T.=  (»"  +  3)_3(2r-l) 

unabhängige  Belationen  r^'  Ordnung  zwischen  den  Fundamentaldivisoren 
der  Klasse  TT,  und  ebenso  grofs  ist  (vgl.  S.  475)  die  Dimension  der 
Schar  von  Flachen  r^'  Ordnung,  welche  die  Hauptkurve  enthalten. 
Da  nun  t,  =  1,  r, « 5  ist,  so  geht  durch  die  Kurve  eine  einzige 
PlSche  zweiter  Ordnung: 

2)  ^>(^,ai,a^;a?4)  =  0, 

und  zu  den  zerfallenden  Flachen  dritter  Ordnung,  welche  aus  jener 
hervorgehen: 

tritt  noch  eine  weitere,  die  Kurve  enthaltende  Fläche;  ihre  Gleichung  sei 

3)  F^(x^,x^,x^,x^^O. 

Da  der  Schnitt  der  Flächen  jP,  »  0  und  jP,  =  0  von  sechster  Ordnung 
ist,  so  ist  er  mit  der  Hauptkurve  identisch  und  diese  also  stets  als 
ToUstSndiger  Schnitt  Von  nur  zwei  Flächen  darstellbar. 
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Dieses  letzte  Besnltat  kann  noch  anf  anderem  Wege  bestätigt 
werden.  Bedeuten  nämlich  Ur^%  tmd  Ur-^s  irgend  zwei  Formen 
(r  —  2)**'  und  (r  —  3)*^  Ordnung  von  x^,  x^,  x^,  a?^  und  bildet  man  die 
Flache  r*«'  Ordnung 

4)  Ur^^F.  +  Ur^^F^^O, 

80  geht  dieselbe  offenbar  durch  die  Kurve  hindurcL  Sind  aber  zwei 
derartige  Flachen  identisch,  ist  also 

so  folgt  aus  der  Gleichung 

(u;^,^Ur^,)F, «  -  {u;^,-^Ur^,)F,, 

daCs  die  erste  Differenz  durch  ^3,  die  zweite  durch  F^  teilbar,  dab  also 

m^Z-Ur^Z Gr^^Ft 

ist,  wo  ffr— 6  öiiiö  quatemare  Form  der  (r  —  6)**°  Ordnung  bedeutet 
um  daher  die  Dimension  der  Flachenschar  (4)  zu  erhalten,  hat  man 
von  der  Gesamtzahl  der  in  Vr^%  und  Ur^z  auftretenden  Konstanten 
die  Zahl  der  Koeffizienten  von  Gr^^  in  Abzug  zu  bringen  und  erhalt  so 

Diese  Zahl  ist  aber  gleich  rr,  weil,  wie  eine  leichte  Rechnung  ergiebt: 

(-t'^-Ct')-0  +  ('i')-»(2'-« 

ist.  Hieraus  folgt,  dafs  in  der  Schar  (4)  alle  die  Hauptkurve  E  ent- 
haltenden Flächen  r*®'  Ordnung  auftreten  und  dafs  die  Kurve  also  auch 
der  vollständige  Schnitt  der  Flächen  F^^O  und  F^=0  ist. 

Andererseits  hatten  wir  auf  S.  466  für  das  Geschlecht  der  Sduutt- 
kurve  einer  Fläche  fi*®'  und  1;*®'  Ordnung  die  Formel 

2Cp-l)-fiv(fi  +  i/-4) 

gefunden,  und  es  ist  also,  wenn  /*  =  2,  v  =  3  ist,  j)  ==  4.  Die  Unter- 
suchung derjenigen  Körper  vom  Geschlechte  vier,  welche  nicht  hyper* 
elliptisch  sind,  ist  also  völlig  äquivalent  der  Ergründung  der  projek- 
tiven Eigenschaften  der  Raumkurven  sechster  Ordnung,  welche  der 
Schnitt  zweier  Flächen  von  zweiter  und  dritter  Ordnung  ohne  besondere 
Lagenbeziehungen  sind. 

um  hierdurch  einen  tieferen  Einblick  in  den  Aufbau  der  Körper 
des  Geschlechtes  vier  zu  erhalten,  betrachten  wir  zuvorderst  die  ein- 
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dentig  bestimmte  Flache  zweiter  Ordnimg  gemtner,  welche  die  Haupt- 
kurve enthalt.  Diese  kann  entweder  eine  ordinäre  Flache  oder  ein 
Kegel  sein.  Diesen  beiden  Möglichkeiten  entsprechend^  erhalten  wir 
zwei  verschiedene  Arten  von  Körpern,  die  beide  nicht  hyperelliptisch 
sind  nnd  in  ihren  Eigenschaften  erhebliche  Unterschiede  aufweisen. 

In  dem  ersten  Falle  können  wir  die  Gleichung  der  Flache  durch 
Transformation  auf  die  Form  bringen 

fl/j  (Ca  ^^  SCa  tZTa  ~~~  \J 

und  sie,  da  es  auf  Bealitätsuntersuchungen  hier  nicht  ankommt,  als 
Hyperboloid  interpretieren.  Ein  solches  besitzt  bekanntlich  zwei 
Scharen  @j  und  S,  von  Geraden,  von  denen  die  erste  durch  die 
Gleichungen 

die  zweite  durch 

x^  —  IkX^  =  0,    a^  —  ikx^  =»  0 

gegeben  sind.  Zwei  Geraden  einer  Schar  liegen  nie  in  einer  Ebene; 
wenn  aber  die  beiden  Geraden  (A)  und  (ft)  yerschiedenen  Scharen  an- 
gehören, so  liegen  sie  in  der  Tangentialebene 

und  ihr  Schnittpunkt  ist  durch  die  Gleichungen  gegeben: 

durch  jeden  Punkt  der  Fläche  geht  also  je  eine  Gerade  beider  Scharen. 

In  diesem  Falle  können  wir  also  die  quadratische  Relation  zwischen 

den  vier  Fundamentaldivisoren  der  Klasse  W  durch  Transformation  auf 

die  Form  bringen: 

SB^SB^  =  835,835,. 

Bezeichnen  wir  nun  den  grölsten  gemeinsamen  Teiler  von  SSS^  und  SB^ 
mit  91  und  setzen  wir 

also 

??i  =  ^  ==  -® 
SB,        SB^        »'' 

so  sind  95  und  85'  relativ  prim,  und  folglich  ist 

803  =  «'»,    8B,  =  «'a5', 

wo  auch  21'  einen  ganzen  Divisor  bedeutet,  der  zu  Ä  teiler&emd  sein 
muls,  weil  W  sonst  keine  primitive  Klasse  wäre. 
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Die  Klassen  A  nnd  B  yon  (91,  91^  und  (SB,  S3^  sind  Erganzongs- 

Uassen: 

W^ÄB, 

und  da  ihre  Ordnungen  zusammen  gleich  sechs  sind,  so  maÜB  jede 
gleich  drei  sein;  denn  wäre  das  nicht  der  Fall,  so  wäre  die  Ordnuiig 

einer  der  beiden  Klassen,  z.  B.  von  J.,  kleiner  als  drei,  der  Quotient  -^ 

also  eine  Funktion  zweiter  oder  erster  Ordnung,  was  nicht  sein 
kann.  Die  Dimension  jeder  der  beiden  Klassen  ist  gleich  zwei;  denn 
würde  z.  B.  die  blasse  A  =  (91, 91')  noch  einen  dritten  linear  un- 
abhängigen Divisor  91"  enthalten,  so  konnte  man  in  ihr  noch  zwei  ver 
schiedene  Divisoren  bestimmen,  welche  einen  Primteiler  O  enthalten, 
und  ihr  Quotient  wäre  also  eme  Funktion  zweiter  Ordnung. 

Die  beiden  Klassen  A  und  J5,  die  beide  die  Ordnung  drei  and 
die  Dimension  zwei  haben,  sind  aber  stets  voneinander  verschieden. 
Denn  wäre  A  =  B,  also 

so  würden  Gleichungen  der  Form  bestehen: 

J8  =  a9l  +  /J9l',    »'  =  y9l  +  d9l'       («^-^y+o). 
Dann  aber  wäre 

und  es  wären  also  die  Divisoren  SB^,  SBj»  ^s;  ^4  iiicht  voneinander 
linear  unabhängig. 

Die  so  bestimmten  ausgezeichneten  Divisorenklassen  A  und  Bf 
welche  für  den  Aufbau  des  Körpers  von  entscheidender  Bedentung 
sind,  stehen  in  engstem  Zusammenhange  mit  den  Geraden  des  Hyper- 
boloides.   Betrachtet  man  nämlich  den  Schnitt  einer  Tangentialebene 

Xi  —  Xx^  —  yLX^  +  X^ix^  =  0 
mit  der  Kurve,  so  lautet  der  zugeordnete  Divisor 

SB,  -  ASB,  -  fiäBj  +  A^aB,  =  («[-fi9l')(»~AÖ'); 
derselbe  zerfällt  also  in  zwei  Faktoren,  von  denen  der  erste  der  Klasse  i 
angehört  und  nur  von  dem  Parameter  ^l  abhängt,  während  der  zweite 
in  B  enthalten  und  nur  von  X  abhängig  ist.     Legt   man   also  durch 
eine  Gerade  (X)  der  ersten  Schar: 

X\  "^  AXa  ^—  \J f      Xn  ^~  AXa  ^'^  V 

das  Ebenenbüschel,  so  bleibt  der  Divisor  dritter  Ordnung  83  —  üSB' 
fest;  die  Gerade  mufs  also  eine  Trisekante  der  Raumkurve  sein,  deren 
Schnitt  durch  83  —  A  85'  gegeben  ist,  und  jeder  ganze  Divisor  von  B 
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entspricht  einer  und  nur  einer  Geraden  der  Schar  @j.    Ebenso  gehört 
zn  jeder  Geraden  der  Schar  @2* 

^  —  iix^  ==0,    x^  —  (ix^  =  0, 

ein  und  nnr  ein  ganzer  Diyisor  der  Klasse  Ä,  nämlich  H^  ^H'. 

Durch  jeden  Pnnkt  $  der  Hauptkurve  gehen  somit  zwei  yer- 
Bchiedene,  niemals  zusammenfallende  Trisekanten,  welche  den  beiden 
Gteradenscharen  des  Hyperboloides  zugehoren;  projiziert  man  also  die 
Kurve  von  $  aus  auf  eine  Ebene,  so  ist  die  Projektion  eine  Kurre 
f&nfter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten.  Umgekehrt  muTs  eine  Tri- 
sekaute  der  Baumkurve  ganz  auf  dem  Hyperboloide  gelegen  sein,  weil 
sie  mit  ihm  drei  Punkte  gemein  hat.  Auiser  den  Geraden  der  beiden 
Scharen  @j  und  S,  giebt  es  also  keine  weiteren  Trisekanten  der  Raumkurre. 

Hieraus  folgt  auch,  daCs  es  auiser  den  Klassen  Ä  und  B  keine 
anderen  giebt,  welche  die  Ordnung  drei  und  die  Dimension  zwei 
haben.  Ist  nämlich  Q  eine  solche  Klasse,  und  O  =  ^^^^s  einer  ihrer 
ganzen  Divisoren,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Riemann-Bochschen  Satze 
als  Dimension  der  Ergänzungskksse  von  D: 


folglich  giebt  es  zwei  verschiedene  ganze  Differentialteiler  SS  und  SS', 
welche  durch  D  teilbar  sind.  Die  drei  Punkte  $i^  $2^  $8  ^^^  Haupt- 
kurve liegen  somit  in  den  beiden  Ebenen,  welche  den  Divisoren  SEB  und 
SB'  entsprechen,  also  auch  in  ihrer  Schnittgeraden,  d.  L  sie  sind  die 
drei  Schnittpunkte  einer  Trisekante  der  Kurve;  folglich  ist  in  der  That 
Q^Ä  oder  Q^B, 

Wir  gehen  nunmehr  dazu  über,  auf  Grund  des  gewonnenen  Ein- 
blicks in  die  Struktur  des  Körpers  eine  Normalgleichung  von  möglichst 
einfacher  Gestalt,  ähnlich  wie  im  Falle  j>  ="  3,  zu  bestimmen.  Bilden 
wir  die  beiden  Funktionen  dritter  Ordnung 

fr=  -^  =  ^  =  f^ 

—   ®.        ^  —  ^ 
^  ""  »'  "^  a:^  ""  «/ 

80  ist  der  Körper  ^(a;,  y)  mit  dem  gegebenen  Körper  KQs,u)  identisch. 
Denn  aus  dem  Fundamentalsatze  auf  S.  237  folgt  zunächst,  dafs  wir  x 
als  unablumgige  Variable  wählen  können  und  dafs  jede  zweite  Variable  y 
einer  bestimmten  Gleichung  dritten  Grades  genügt: 

F{x,  y)  =^a^(x)y^  +  (h{x)y^  +  ai(x)y  +  a^ix)  =  0, 

deren  linke  Seite  entweder  irreduktibel  oder  eine  Potenz  einer  irreduk- 
tibeln  Funktionalst    Tiäte  nun  die  zweite  Möglichkeit  für  y^y  ein 


520  Nennimdzwaiizigste  Yorleeang. 

und  wäre  also  der  Körper  K(x,y)  nur  ein  Unterkörper  yon  K{B,u)f 
so  würde  F(x,y)  die  dritte  Potenz  einer  Linearfanktion  yon  y: 

p(p)y  -  i(^)f 

also  y  =»  ^^  eine  rationale  Funktion  von  x  sein  müssen.     Da  aber  y 

ebenfalls  von  dritter  Ordnung  ist,  so  müDste  jene  rationale  Funktion 
linear  sein: 

also  wäre  fär  Zähler  und  Nenner  von  y: 

dies  aber  ist  unmöglich,  weil  die  Klassen  Ä  und  B  yerschieden  sind. 

Es  besteht  also  in  der  That  zwischen  x  und  y  eine  irredoktible 
Gleichung 

6)  F{x,  y)  =  (h(x)y^  +  (h{^)y^  +  (hip^)y  +  »oC^)  =  0, 

welche  in  jeder  der  beiden  Yariabeln  yom  dritten  Grade  ist,  so  dab 

a^{x)  =  czyix?  +  c%v^  +  Cx^x  +  Co»  («^  =  i, «,  8) 

ist.  Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Gleichung  ist  nunmehr  leicht 
festzustellen.     Erteilt  man  nämlich  der  Yariabeln  x  den  Wert  fi;  so  üt 

und  es  wird  also  hierdurch  eine  bestimmte  Gerade  (ft)  der  Schar  Sj 
ausgewählt.  Diese  schneidet  die  Kurve  in  drei  Punkten,  durch  welche 
drei  bestimmte  Geraden  (>l^),  (^j)^  (^s)  ^^^  Schar  ©^  gehen,  und  f3r 
diese  ist 


y  =  «7  =  ^<  (»  =  1,2,3). 


Die  Kurve  vermittelt  also  auf  dem  Hyperboloid  eine  (3, 3)-deütige 
Beziehung  zwischen  den  Geraden  der  beiden  Scharen,  und  diese  wird 
durch  die  Gleichung  (6)  gegeben.  Diese  Zuordnung  ist  von  ganz  ähn- 
licher Beschaffenheit  wie  die  allgemeine,  welche  wir  auf  S.  368  be- 
sprochen haben,  nur  dafs  die  zugeordneten  Geraden  hier  nicht  die 
Strahlen  zweier  Büschel  der  Ebene,  sondern  der  beiden  Geradenschaien 
des  Hyperboloides  sind. 

Gehen  wir  jetzt  umgekehrt  von  einer  Gleichung  der  Form  (5)  aus, 
80  stellt  dieselbe  zufolge  der  Formel  (6)  auf  S.  386,  wenn   die  Koeffi- 
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zienten  c^^  keiner   besonderen    Bedingung    unterworfen    werden,    ein 
algebraisches  Gebilde  yom  äeschlechte  vier  dar,  weil  m  =  n  =s  3,  also 

i)  =  (m-l)(n-l)  =  4 

ist.    Die  zu  einem  solchen  Gebilde  gehörigen  yier  linear  unabhängigen 
Di£ferentiale  erster  Ghtttung  haben  nach  S.  415  die  Form 

dx  dx  dx  dx 

^y~dW^     ^~dF~'     y~W'^     "dF'^ 
dy  dy  ~^  ~Sy^ 

und  die  entsprechenden  Differentialteiler  sind,  da  S)  =  1,  also  nach  S.  384 

ist,  der  Reihe  nach 

a»,    «95',    «'83,    «'83', 
also 

SBi :  SB,  :  3B3  :  3B4  =  «95  :  «95' :  «'95  :  «'95' 
oder 

1   *  *^  *  ^8  *       4  ~'~'  •^2r**^*2r*    ■^  t 

wodurch  wir  genau  wieder  zu  den  Formeln  zurückgelangen,  yon  denen 
wir  ausgegangen  sind. 

Daher  werden  durch  die  Gleichung  (6)  bei  allgemeinster  Auswahl 
der  Koeffizienten  Cf^v  auch  alle  algebraischen  Gebilde  des  Geschlechtes 
vier  gegeben,  deren  Hauptkurre  auf  einer  ordinären  Fläche  zweiter 
Ordnung  liegt,  und  sie  kann  somit  als  Normalgleichung  zu  Grunde 
gelegt  werden.  Die  Anzahl  der  in  ihr  auftretenden  willkürlichen  Eon- 
stanten kann  dadurch  noch  verringert  werden,  dafs  jede  der  beiden 
Yariabeln  x  und  y  einer  beliebigen  linearen  gebrochenen  Substitution 
unterworfen  wird,  da  z.  B.  die  Transformation 

^""  yx  +  d 
nur  einer  Transformation  der  Grunddivisoren  «  und  «'  der  Klasse  Ä  in 

«=a«  +  /S«' 

g'=y«  +  Ä«' 

entspricht  Daher  können  von  den  15  Koeffizienten  2  •  3  =  6  gleich 
eins  angenommen  werden;  die  übrigen  9  Koeffizienten  aber  sind  wesent- 
licher Natur,  weil  für  einen  Körper  der  hier  untersuchten  Art  die 
Klassen  Ä  und  By  und  bei  geeigneter  Normierung  auch  die  Funk- 
tionen X  und  y  eindeutig  bestimmt  sind,  und  können  daher  als  die 
Moduln  der  Klasse  des  algebraischen  Gebildes  betrachtet  werden. 
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Es  ist  nunmehr  anch  leicht,  die  Oleichnng  einer  irrednktibdii 
flache  dritter  Ordnnng,  welche  die  Kurve  enthalt,  in  Tetned«r 
koordinaten  aii£zustellen.  Dieselbe  geht  sofort  ans  der  Nonnal- 
{^eichung  (6)  hervor,  wenn  man  von  den  Oleichnngen  (5)  Oebrancli 
macht,  nnd  ein  Potenzprodokt  o?^^  .durch 

^     oder    ^ ;» 

ersetzt,  je  nachdem  (i  +  v  ^S  oder  >  3  ist.    Man  erhalt  so,  wenn  num 
mit  0^2  heraufmultipliziert,  die  Gleichung 

es  ist  also 

§5. 

Wenn  die  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche  die  Hauptknne 
H  enthalt,  ein  Eegel  ist,  so  können  wir  ihre  Gleichung  in  der  Form 
annehmen: 

1)  ^^-^2^0, 

indem  wir  die  Spitze  des  Kegels  als  Eckpunkt,  zwei  Tangential- 
ebenen (^  =  0  und  x^  s=  0)  und  die  Polarebene  ihrer  Schnittgeraden 
(o^  S3  0)  als  Seitenebenen  des  Koordinatentetraeders  wählen.  Die  zwischen 
den  Fundamentaldivisoren  der  Klasse  W  bestehende  quadratische  Relation 
lautet  alsdauTi 

la)  SBiaBs-aBj-O 

und  enthalt  hiemach  den  Teiler  9934  überhaupt  nicht. 

Aus  dieser  äleichungsform  folgt  aber  leicht,  dals  die  drei  Divisoren 
SBi,  SBg,  SB,  sich  in  die  folgende  Gestalt  setzen  lassen  müssen: 

wenn  fOl  ihren  grofsten  gemeinsamen  Teiler  und  91  und  9'  zwei  ganx^ 
teilerfiremde  Divisoren  bedeuten.    Bildet  man  nämlich  die  Funktion 

»QU  or 
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wo  der  letzte  Brach  redaziert  sein  soll,  so  folgt;  dals  der  Divisor  Vi^, 
weil  er  aLs  Zahler  und  als  Nenner  auftritt;  sowohl  durch  91  aLs 
auch  durch  9';  also  auch  durch  das  Produkt  8(91'  teilbar  sein  muls. 
Setzt  man  aber  Vi^^3k%V,  so  ergiebt  sich  in  der  That  Sß^«aK9l^ 

Für  die  Ordnung  fi  und  a  der  Divisoren  fOl  und  8(  hat  man  die 
Gleichung 

f*  +  2a  =  6, 

und  da  a  der  Grad  der  Funktion  x  und  somit  gröfser  als  zwei  sein 
muIs;  so  ist  notwendig  a  »  3  und  fi »  0.  Folglich  ist  notwendiger- 
weise 9K  »  1,  die  Divisoren 

3)  sBi«««,  aB,  =  «a',  aB,  =  «'» 

haben  also  feinen  gemeinsamen  Teiler^  und  es  ist,  wenn  Ä  die  Klasse 
von  fi  und  91'  bedeutet: 

Die  Dimension  von  Ä  iat,  wie  ganz  ebenso  wie  im  vorigen  Abschnitt 
(S.  618)  bewiesen  wird,  gleich  zwei. 

Die  Divisoren  der  Klasse  Ä  entsprechen  genau  den  Schnittpunkt- 
Systemen  der  Kegelbmten/  welche  zugleich  Trisekanten  der  Raum- 
Inirve  sind.  Legt  man  nämlich  durch  die  Kegelspitze  eine  beliebige 
Sbene 

CiX^  +  CiX^  +  (^X^'=^0, 

so  wird  der  Schnitt  mit  der  Kurve  durch  den  Divisor  sechster  Ordnung 

bestimmt,  und  dieser  kann  als  binare  quadratische  Form   von  91, 91' 

stets  aLs  ein  Produkt 

(A9l  +  A'9l')0i9l  +  fi'«[') 

dargestellt  werden,  dessen  Faktoren  den  beiden  in  jener  Ebene 
li^^den  Kegelbmten  entsprechen.  Daher  trifft  in  der  That  jede 
Kante  die  Kurve  in  drei  Punkten,  und  der  hierdurch  bestimmte  Divisor 
gehört  der  Klasse  Ä  an. 

Wahrend  wir  also  im  vorigen  Abschnitte  zwei  verschiedene 
Klassen  Ä  und  B  von  der  Ordnung  drei  und  der  Dimension  zwei 
erhielten,  so  ergiebt  sich  hier  nur  eine  und  diese  ist  ihre  eigene  Er- 
ganzungsklasse.  Die  hier  untersuchten  Körper  können  daher  als  eine  Aus- 
artung der  vorher  behandelten  ordinären  Körper  betrachtet  werden, 
bei  welcher  die  beiden  ausgezeichneten  Klassen  Ä  und  B  in  eine  zu- 
sammengefallen sind.  Dem  entspricht  es,  dab  der  Kegel  als  eine  Aus- 
artung des  Hyperboloides  aufgefaCst  werden  kann,  bei  welcher  die 
beiden  Geradenscharen  in  eine  einzige  übergegangen  sind.    Daher  giebt 


.  •  -  « 

524  Nexmimdzwanzigste  Yorlesung. 

es  in  diesem  Falle  überhaupt  keine  zweite  Klasse  Q  mit  der  Ordnimg 
drei  und  der  Dimension  zwei;  denn  man  beweist  ^enan  wie  auf  S.  519, 
dals  jeder  ihrer  Divisoren  O  einer  Trisekante  der  Baamkarye  zu- 
geordnet und  folgUch  Q  =  Ä  sem  mufe. 

Aus  diesem  Grunde  haben  wir  hier  auch  nur  eine  Klasse  T(m 
Funktionen  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  Gleichung 

, :_  ccx+ß 

^    ^  yX  +  9 

gegeben  sind,  während  vorher  noch  eine  zweite  derartige  Funktionen- 
klasse  auftrat.  Dieser  umstand  hat  aber  die  wichtige  Folge,  dals  hier 
eine  ganz  andere  Form  der  Normalgleichung  aufgestellt  werden  mab 
und  die  hier  betrachteten  algebraischen  Gebilde  sich  somit  der  fBr 
ordinäre  Körper  geltenden  Normalgleichung  entziehen. 

Es  liegt  nahe,  zur  Bildung  jener  Gleichung  den  yierten  ganzen 
Diyisor  ^^  der  Klasse  TT,  der  bisher  noch  nicht  in  Rechnung  gezog^ 
wurde,  hinzus^unehmen  und  zur  Konstruktion  einer  Funktion  sechster 
Ordnung 

ZU  verwenden.  Hierbei  ist  %S^  nicht  völlig  bestimmt  und  durch  den 
drei  willkürliche  Konstanten  enthaltenden  Divisor 

^i  =  3B,  +  X,%S^  +  AjSBj  +  A3  SB. 
ersetzbar,  wodurch  y  in 

übergeht. 

Da  die  Funktion  y  nur  für  die  drei  Primfaktoren  ^1,  ^jlfs 
von  W  von  zweiter  Ordnung  imendlich  wird,  so  ist  sie  eine  ganze  Funktion 
von  X  und  besitzt  für  (x  »=  00)  drei  Reihenentwickelungen  der  Form 

welche  nach   ganzen  Potenzen  von  —  fortschreiten.     Hierin  sind  die 

sc 

Anfangskoeffizienten  6^,6^,63  voneinander  verschieden,  denn  wäre  z.B. 
e,  =  Äj,  so  würde  die  Funktion 

y  —  e^x  =       ^,, 

in  ^1  und  ?ßj  nur  von  erster  Ordnung  unendlich  werden,  und  es  wäre 
also  ihr  Zähler  durch  ^ß^^ßj  teilbar.  Dann  aber  würden  in  dem  Fnn- 
damentalsjstem  der  Klasse  W: 

alle  Elemente  aufser  dem  ersten  den  Divisor  zweiter  Ordnung  ^1^ 
besitzen,  was  nach  dem  auf  S.  487  bewiesenen  Satze  nur  bei  hyper- 
elliptischen Körpern  eintreten  könnte. 
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Bilden  wir  hiernach  die  symmetrischen  Elementarfonktionen  von 

ff^yi  +  Vi  +  y^y  (^ ^ ViVi  +  ViVi  +  y%yz,  -^^yiV^y^, 

so  sind  dies  ganze  Funktionen  von  x,  deren  Grade  resp.  gleich  2,  4 
und  6  sind.  Da  wir  femer  zu  y  eine  ganze  Funktion  zweiten  Gh^es 
beliebig  hinzufögen  können^  so  wird  die  erste  Funktion^  wenn  wir  y 

durch  y  —  Y  ^^^^^^^f  gleich  Null,  während  die  anderen  beiden  die 
Form  erhalten: 

a  =  «0  +  «iä;  +  •  •  •  +  «4^;    6  =  Ä  +  /^i^  +  •  •  •  +  ße^^' 
Die  so  erhaltene  Normalgleichung 

6)  y'  +  ay  +  b^O 

besitzt  die  Diskriminante 

eine  ganze  Funktion  zwölften  Grades,  deren  höchster  Koeffizient  nach 
der  Bemerkung  des  vorigen  Absatzes  von  Null  verschieden  ist. 

Die  Normalgleichung  (6)  enthält  5  +  7  =  12  Eonstanten;  wenn 
man  aber  in  der  Klasse  Ä  an  Stelle  von  H  und  31'  ein  anderes  Fun- 
damentalsystem einführt  und  sodann  den  Divisor  W^  wieder  so  be- 
stimmt, dals  der  Koeffizient  von  y^  fortfällt,  so  werden  die  Yariabeln 
einer  birationalen  Transformation  der  Form 

fc  _  ax  +  ß  my 

9        ../..j_a'      'I 


■ 

unterworfen,  und  da  wir  hier  vier  willkürliche  Konstanten  zur  Ver- 
fügung haben,  so  behalten  wir  in  der  Normalgleichung  bei  solcher 
Formänderung  nur  12  —  4  =  8  wesentliche  Konstanten  übrig,  welche 
die  Moduln  der  Klasse  des  algebraischen  Gebildes  sind. 

Gehen  wir  jetzt  umgekehrt  von  einer  Gleichung  der  Form  (6) 
mit  beliebig  gewählten  Koeffizienten  aus,  so  kann  man  leicht  zeigen^ 
dals  das  Gebilde  das  Geschlecht  vier  und  alle  hier  vorausgesetzten 
Eigenschaften  besitzt;  die  Koeffizienten  der  Gleichung  brauchen  also 
keinen  weiteren  Bedingungen  unterworfen  zu  werden.  In  der  That^ 
wendet  man  die  auf  S.  19.9  flg.  für  Gleichungen  dritten  Grades  ge* 
gebenen  Regeln  an,  so  ergiebt  sich,  dafs  die  Riemannsche  Fläche  in 
den  zwölf  Nullpunkten  der  Diskriminante  A  eine  einfache,  für  (x^oo) 
aber  keine  Verzweigung  besitzt;  hierbei  ist  es  wesentlich,  dafs  A  lauter 
einfache  Wurzeln  hat  und  wirklich  vom  zwölften  Grade  ist,  eine 
Voraussetzung,  welche  bei  nicht  speziell  ausgewählten  Koeffizienten 
stets  erfüllt  ist.    Daher  ist  w  =»  12,  also 


w 


i)  =  ^--n-fl  =  4. 
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Da   femer   die   Derivirte  -^  in  den   Verzweigongspankten  in  enter 
Ordnung  yerschwindet,  fOr  die  drei  ünendlichkeitsstellen  von 

aber  einen  Pol  vierter  Ordnung  besitzt;  so  hat  sie  die  Diyisorendantolliuig: 

dF        8, 

also  ist  das  Differential 

dx        Qf,« 

und  somit  von  der  ersten  Gattung.    Vergleicht  man  diese  Formel  mit 
der  allgemeinen 

dx  ^x        S 

-^f"^ — % — ' 

welche   auf  S.  384   zur  Definition  des  Diyisors  %  der  Doppelpunkte 
aufgestellt  wurde,  so  ergiebt  sich,  da  n«  »  91';  it,  =  %"  ist,  dab 

ist;  die  Kurve  besitzt  also  bei  {x  =  oo)  eine  Singularii&t,  die  sich  bei 

näherer  Untersuchung  als  ein  drei&cher  Selbstberührungspunkt  erweist^ 

d.  i.  ein  Punkt;   in  welchem   drei  Zweige  mit  gemeinsamer  Tangente 

zusammenlaufen. 

Bilden  wir  schlieislich  die  yier  linear  unabhängigen  Differentiale 

erster  Gh&ttung 

_2    dx  dx  dx  dx 

dy  dy  dy  dy 

so  sind  die  zugehörigen  Divisoren 

wodurch  wir  auch  hier  genau  auf  die  Ausgangsgleichungen  (3)  und  (^) 
zurückkommen.    Kehren  wir  also  jetzt  zur  Hauptkurve 

zurück;  so  erkennen  wir;  dafs  sie  aufser  auf  dem  Kegel 

3BiaBj-aBJ  =  0 

auch    noch   auf  einer    Oberfläche    dritter    Ordnung    liegt;    ab   deren 
Gleichung  sich  vermöge  (6)  ergiebt: 

7)  aB2  +  ß3B,  +  aÄ  =  0; 


§  6.    Zasammenfassimg.  527 

in 

s  =  «-«(«) 

aclist  als  binare  Formen  vierter  und  sechster  Ordnung  von  91  and  W 
keinen;  diese  aber  können  leicht  in  tenuure  Formen  zweiter  resp. 
ter  Ordnnng  von  Sß^,  Sß,»  ^s  umgeformt  werden;  es  ist  nämlich 

Das   Hauptresnltat   dieses   nnd   des  vorigen  Paragraphen  fassen 
in  folgendem  Satze  zusammen: 

Es  giebt  zwei  wesentlich  verschiedene  Arten  von  Körpern 
des  Geschlechtes  vier,  welche  nicht  hyperelliptisch  sind.  In  den 
Körpern  erster  Art  siebt  es  zwei,  in  den  anderen  eine  einzige 
DiXmüdaBse  von  der  Ordnnng  drei  nnd  der  Dimension^ 
und  daher  in  jenen  zwei  verschiedene,  in  diesen  nur  eine 
Klasse  von  Funktionen  dritter  Ordnung.  Diesen  beiden  I^en 
entsprechend  erhalt  das  algebraische  Gebilde  verschiedene 
Normalformen,  von  denen  die  erste  neun,  die  zweite  nur  acht 
wesentliche  Konstanten  oder  Moduln  besitzt. 


Dreifsigste  Vorlesung. 

Klassen  algebraischer  Gleichungen;  ihre  Moduln.  —  Nbrmalgleichnngen.  —  Ratio- 
nale, elliptische,  hyperelliptische  Gebilde. —  Zahl  ihrer  Moduln. —  Die  rationalen 
und  elliptischen  Gebilde  besitzen  unendlich  viele  Transformationen  in  sich. —  Die 
Zahl  der  Moduln  eines  allgemeinen  Körpers  vom  Geschlechte  p  ist  gleich  8|)-S. 

§1. 

Wir  kehren  jetzt  noch  einmal  zum  Begriff  der  mnkehrbttr  ein- 
deutigen Transformation  znrück,  der  in  der  sechzehnten  Yorlesung 
eingeführt  und  erklart  wurde,  nm  ihn  mit  Hilfe  des  jetzt  erlangten 
Einblicks  in  die  Natnr  der  algebraischen  Gebilde  noch  weiter  zu 
entwickeln  und  für  einige  neue  Problemstellungen  zu  yerwenden. 
Wenn  wir,  wie  auf  S.  237,  den  Körper  K(z,  u)  durch  zwei  in  flun 
enthaltene  Funktionen  x  und  y  in  den  mit  ihm  identischen  Korper 
K(x,  y)  transformieren,  so  bestehen  zwischen  den  Gröfsen  e  und  u 
einerseits  und  x  und  y  andererseits  die  beiden  Gleichungen 

f  {z^  m)  =  0    und    F{Xy  y)  =  0, 

und  die  beiden  hierdurch  definierten  algebraischen  Gebilde  sind  um- 
kehrbar eindeutig  aufeinander  bezogen.  Da  zwei  derartige  algebraische 
Gebilde  für  viele  Fragen  als  völlig  gleichwertig  zu  betrachten  sind,  so 
rechnen  wir  alle  ineinander  transformierbaren  Gleichungen  mit  Riemann 
in  eine  Klasse  und  charakterisieren  die  Klasse  durch  eine  der  in  ihr 
enthaltenen  Gleichungen  (vgl.  S.  484). 

Da  aber  die  Auswald  der  Gröfsen  x  und  y  eine  auüserordentlich 
grofse  Willkür  enthält,  so  wird  es  darauf  ankommen,  so  zu  verfahren, 
dafs  die  Funktionen  x  und  y  innerhalb  des  Körpers  K  invariante  Be- 
deutung haben  und  also  durch  bestimmte  von  der  Wahl  der  Ausgangs- 
gleichung imabhängige  Bedingungen  charakterisiert  werden  können. 
Eine  solche  Gleichung  der  Klasse  F{x,  y)  =  0  nennen  wir  eine  Normal- 
gleichung; sie  enthält,  wenn  das  Geschlecht  p  und  die  etwaigen 
Besonderheiten  des  Körpers  K  gegeben  sind,  eine  bestimmte  Anzahl 
stetig  veränderlicher  und  voneinander  unabhängiger  Parameter,  welche 
die  Moduln  der  Klasse  genannt  werden;  diese  Moduln  sind 
Invarianten  in  dem  Sinne,  dafe  algebraische  Gebilde  derselben  Klasse 
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in  Nonnalgleichiingen  mit  gleichen  Moduln  transfonniert  werden  können 
und  dafs  Normalgleichungen  mit  yerschiedenen  Moduln  im  allgemeinen 
nicht  ineinander  übergefulirt  werden  können.  Eine  der  Hauptaufgaben 
besteht  ftladuTiTi  darin,  bei  gegebenem  Geschlecht  die  Anzahl  der  Moduln 
zu  bestimmen;  die  Lösung  dieser  Aufgabe  fällt  aber,  wie  wir  sehen 
werden,  yerschieden  aus,  je  nachdem  wir  den  Körper  K  als  den  all- 
gemeinsten seines  Geschlechtes  voraussetzen  oder  ihm  spezielle  Eigen- 
schaften aufprägen,  die  er  im  allgemeinen  nicht  zu  haben  braucht, 
aber  in  besonderen  Fällen  erhalten  kann. 

Das  soeben  gekennzeichnete  Problem  ist  seiner  Natur  nach  nicht 
ToUständig  bestimmt,  weil  es  der  Untersuchung  spezieller  Körper  einen 
gewissen  Spielraum  lälst;  seine  vollständigste  Lösung  erhalten  wir, 
wenn  es,  ebenso  wie  bei  der  in  §§  3  und  4  der  vorigen  Vorlesung  durch- 
geführten Untersuchung,  gelingt,  ein  System  von  Normalgleichungen 
wirklich  herzustellen  und  durch  ihre  charakteristischen  Eigenschaften 
eindeutig  zu  definieren.  Während  wir  also  früher  aus  einer  gegebenen 
Gleichung  die  Eigenschaften  des  durch  sie  bestimmten  Körpers  er- 
schlossen haben,  so  handelt  es  sich  hier  um  die  umgekehrte  Aufgabe, 
einen  Körper,  von  dem  das  Geschlecht  und  zuweilen  auch  eine  spezielle 
Eigenschaft  gegeben  ist,  durch  eine  Gleichung  zu  konstruieren. 

Wir  wollen  zunächst  die  Fälle  erledigen,  in  denen  der  Körper 
rational,  elliptisch  oder  hyperelliptisch  ist,  weil  das  Resultat  hier  ein 
besonders  einfaches  und  vollständiges  imd  daher  für  alle  komplizierteren 
Verhältnisse  vorbildlich  ist.  Wenn  das  algebraische  Gebilde  f{Zy  m)  =  0 
das  Geschlecht  Null  hat,  so  lassen  sich  die  Gröfsen  z  und  u  nach  den 
Ausführungen  auf  S.  323  mit  Hilfe  einer  Funktion  t  des  Körpers  K  (z,  w), 
deren  Ordnung  gleich  eins  ist,  als  rationale  Funktionen  von  t  darstellen, 
und  es  ist  also: 

Ebenso  ist  für  ein  zweites  Gebilde  F{xy  y)  =  0  vom  Geschlechte  Null 

wo  T  ebenfalls  eine  Funktion  erster  Ordnung  des  Körpers  K  (x,  y)  be- 
deutet Da  somit  t  und  r  beide  Funktionen  erster  Ordnung  sind,  so  mufs 
notwendig,  wenn  die  Gebilde  in  dieselbe  Klasse  gehören  und  also 
K  (xr,  tt)  =  JBT  {x,  y)  ist, 

sein;  umgekehrt  können  aber  auch  offenbar  irgend  zwei  rationale  Ge- 
bUde  durch  eine  derartige  Substitution  stets  ineinander  transformiert 
werden.  Da  nun  hierbei  drei  Gröfsen,  nämlich  die  Verhältnisse  a :  /J :  y :  d, 
willkürlich  bleiben,  so  folgt  nicht  blofs,  dafs  irgend  zwei  Gleichungen 

Haniel  n.  Land ib arg,  Algebraische  Funktionen  etc.  84 


530  DreifiBngfiie  Yorlesnng. 

Tom  OescUeclite  Null  in  dieselbe  Klasse  fidlen,  sondern  anch,  dab 
die  Überffihrung  beider  Gleichungen  durch  eine  dreüEach  nnendUche 
Schar  von  Transformationen  möglich  isi  Die  Zahl  der  Moduln  ist  also 
gleich  Null;  femer  erhalten  wir  für  den  Fall,  daüs  die  beiden  Gleichungen 
f(js^  tt)  «  0  und  F{Xy  J/)  »=  0  identisch  sind,  den  Satz: 

Jedes  algebraische  Gebilde  Tom  Geschlechte  Null  kann 
durch  unendlich  viele  Transformationen,  welche  von  drei  will- 
kürlichen Parametern  abhangen,  in  sich,  also  auch  durch  oo' 
Transformationen  in  jedes  andere  übei^efBhrt  werden. 

Anstatt  jetzt  die  nächsten  Falle  p  »  1  und  jp  »  2  zu  untersuchen, 
können  wir,  ohne  die  Betrachtung  zu  komplizieren,  gleich  allgemeiner 
den  Fall  eines  hyperelliptischen  Gebildes  von  beliebigem  G^chlechte 
erörtern,  unter  welchen  sich,  wie  wir  wissen,  die  vorher  erwähnten 
Spezialfälle  subsumieren  lassen.  Ein  hyperelliptischer  Körper  vom 
Geschlechte  p  ist  dadurch  charakterisiert,  daüs  es  in  ihm  eine  Funk- 
tion e  von  der  zweiten  Ordnung  giebi  Wahlen  wir  diese  zur  un- 
abhängigen Yariabeln,  so  können  wir,  wie  früher  bewiesen  wurde,  die 
andere  Variable  u  so  wählen,  daüs  die  Gleichung  zwischen  u  und  t 
rein  quadratisch  und  u  eine  ganze  Funktion  von  e  wird: 

1)  w*  =  C(jer  — 6i)(£f-^)  . . .  (js-e^p^t). 

Für  die  Variable  u  gilt  dann  nach  S.  486  die  Divisorendarstellung 

und  hierdurch  ist  offenbar  nach  Auswahl  von  e  die  Variable  ii,  ab- 
gesehen von  einem  konstanten  Faktor,  völlig  bestimmt;  dieser  Faktor 
kann  dann  z.  B.  durch  die  Forderung  festgelegt  werden,  dais  in  der 
Gleichung  (1)  die  Eonstante  C  gleich  eins  werden  soll. 

Aufser  der  Variabein  e  giebt  es  in  dem  Körper  K{iSj  u)  noch 
unendlich  viele  andere  Funktionen  zweiter  Ordnung,  nämlich  alle 
Funktionen  der  Form 

wenn  a,  /J,  y,  S  irgendwelche   Eonstanten   mit  nicht   verschwindender 

Determinante  sind.    Führen  wir  eine  solche  Funktion  z^  und  an  Stelle 

von  u  die  Funktion 

f u 8y 

in  die  Gleichung  (1)  ein,  so  geht  dieselbe  über  in 
la)  „'t  =  c'(;.'-eO(^'-ci)  . .  .(*'-«4,+,), 
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wobei  die  Verzweignngswerte  el  mit  den  entsprechenden  eh  durch  die 
Gleichung 

znsammenhängen.  Zwei  derartige  Gleichungen  (1)  und  (la)  gehören 
in  eine  Elasse,  und  da  hierbei  die  Verzweigungswerte  e^  einer  linearen 
Transformation  unterworfen  werden^  so  sind  die  Doppelverhältnisse 

und  (Ä  =  4,  6,  ...  2i)  +  2) 


einander  gleich.  Wir  werden  nun  aber  umgekehrt  nachweisen^  dafs 
zwei  hyperelliptische  Gebilde  (1)  und  (la)  nur  dann  in  dieselbe  Klasse 
gehören,  wenn  die  Verzweigungswerte  so  angeordnet  werden  können, 
dafs  die  2p— 1  Doppelverhältnisse  {e^e^e^e^^  und  {^[e[e'^e[)  einander 
gleich  sind  und  die  beiden  Gleichungen  also  durch  die  Substitution  (3) 
ineinander  übergehen. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  den  Zähler  und  den  Nenner 
von  0': 

und  die  zugehörige  Divisorenklasse  A,  Irgend  zwei  ganze  Divisoren  % 
und   9'    dieser   Klasse,   welche   voneinander    linear    unabhängig   sind, 

z.  B.  %,   und  n,  oder  j,'  und  n,',   liefern   durch   ihren   Quotienten  -^ 

eine  Funktion  zweiter  Ordnung  des  Körpers.  Die  Klasse  A  hat  die 
Ordnung  zwei,  und  fQr  ihre  Dimension  hat  man  zunächst,  da  }, 
und  ft«  linear  unabhängig  sind: 

Man  sieht  aber  leicht,  dafs  hier  notwendig  das  Gleichheitszeichen 
stehen  muls.  Es^  gilt  nämlich  allgemein  der  in  einzelnen  Fällen 
schon  früher  angewendete  Satz: 

Ist  j»  «=  -g7  eine    Funktion    des    Körpers    von    möglichst 

niedriger  Ordnung  und  A  die  Elasse  ihres  Zählers  und  Nenners, 
so  ist  die  Dimension  { J.}  «  2. 

Denn  ^be  es  in  der  Klasse  A  drei  ganze  linear  unabhängige  Divisoren, 
80  könnte  man  in  ihr  noch  zwei  Elemente  %.  und  St»  mit  einem  gemein- 

Samen   Primteiler   ^   finden,    und    deren    Quotient    £  =  ^  "^bjcq    von 

84* 
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niedrigerer  Ordnung  als  e,  weil  der  Faktor  ^  gehoben  werden  kami 
Es  ist  klar,  dafe  in  unserem  Falle  e  wirklich  eine  Funktion  Ton 
möglichst  niedriger  Ordnung  ist,  weil  der  Körper  keine  Fnnktionen 
erster  Ordnung  enthalt  (S.  323),  und  folglich  ist  in  der  That 

[A]  =  2. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  alle  in  einem  hyperelliptiscken 
Körper  K{Zj  u)  enthaltenen  Funktionen  zweiter  Ordnung  zu  finden. 
Diese  Aufgabe  ist  nach  dem  eben  Bewiesenen  identisch  mit  der  anderen, 
alle  Diyisorenklassen  aufzustellen,  für  welche  Ordnung  und  Dimension 
beide  gleich  zwei  sind.  Die  Antwort  auf  diese  Fn^e  fallt  aber  ver- 
schieden  aus,  je  nachdem  jp  =  1  oder  jp  >  1  ist,  und  zwar  werden 
wir  zunächst  für  den  Fall  jp  >  1  nachweisen,  dals  es  aulser  der 
Elasse  Aj  welcher  Zähler  und  Nenner  von  e  angehören,  keine  zweite 
von  der  geforderten  Eigenschaft  giebt.    Bilden  wir  nämlich  zur  Klasse  i 

die  Erganzungsklasse  -j-}  so  ergiebt  sich  nach  dem  Biemann-Bocfaschen 
Satze  fttr  ihre  Dimension  die  Gleichung 

{^}-(l>-2)  =  U}-l 
oder 

(fl-i>-i>o. 

Jeder  ganze  Divisor  der  Klasse  A  besteht  also  aus  zwei  Prim- 
faktoren  ^^  und  ^^  von  der  Beschaffenheit,  dab  diejenigen  Divisoren  der 
Klasse  W,  welche  den  Primdivisor  5ßj  haben,  auch  durch  ^,  teilbar 
sind;  denn  da  die  Klasse  W  primitiv  ist,  so  giebt  es  in  ihr  |)  - 1 
linear  unabhängige  Divisoren,  welche  Multipla  von  ^^  sind,  und  diese 
haben  zufolge  der  letzten  Gleichung  auch  den  Faktor  ^j.  Nun  wurde 
aber  auf  S.  486  bewiesen,  dafs  die  ganzen  Divisoren  der  Differentialklasse 

die  Form 

besitzen  und  dafs  hierdurch  zu  einem  beliebig  gegebenen  Primteiler  $i 
stets  ein  und  nur  ein  zweiter  ^^  bestimmt  wird,  der  gleichzeitig  mit 
^^    in    393    enthalten    ist;    in    diesem    nimmt   nämlich    die   Variable 

z  =>—  denselben  Wert  wie  in  ?Pi  an;  d.  h.  es  ist  ^ß^  der  über  5ßi  gelegene 

Punkt  des  anderen  Blattes  der  Riemannschen  Fläche  9fi...  Für  p  >  1 
mufs  nach  dem  eben  Bewiesenen  jede  Divisorenklasse  von  der  Ordnung 
und   der  Dimension   zwei   diese   Eigenschafk  der    Klasse   A  besitzen; 
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irgend  zwei  derartige  Klassen  enthalten  also  genau  die  gleichen  ganzen 

Diyisoren  $i^|  und  sind  daher  identisch,  und  aniser  den  Funktionen 

y^  ae  +  ß 
yz  +  d 

giebt   es    keine    anderen   Funktionen    zweiter    Ordnung    des    Körpers 
K{g,  ti),  was  zu  beweisen  war. 

Nach  diesen  Feststellungen  können  wir  flir  p>  1  unmittelbar  die 
im  Anfange  gestellte  Frage  entscheiden.  Wenn  ein  zweites  hyper- 
elliptisches  Gebilde  vom  Oeschlechte  p  durch  die  Gleichung 

la)  w'*  =  O'(;^'-e;)(0'-6i)...(^'-ei^+2) 

gegeben  ist^  so  ist  g'  eine  Funktion  zweiter  Ordnung  des  Körpers  £*(£?'  u'), 

und  es  ist  analog  wie  in  Formel  (2): 

2a)  w'  =  -^. 


tii. 


Soll  nun  die  Gleichung  (la)  in  (1)  birational  transformierbar,  also 
K  (jSy  u)^K  (z\  u')  sein,  so  muls  nach  dem  zuletzt  bewiesenen  Satze 
notwendig 

3)  '  =  7^' 

also 

sein.    Dann  aber  gUt  für  die  Yerzweigungsdivisoren  nach  S.  249  die 
Gleichung  ^         ^ 


abo  ist: 


u       \nj 


n,\P+i 


oder,  da  y^  +  *  =  /  ist: 

5  ,  u 


Damit  ist  die  am  Anfange  aufgestellte  Behauptung  für  p  >  1  vollständig 
bewiesen,  und  es  ergiebt  sich  somit  der  Satz: 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Trans- 
formierbarkeit  zweier  hyperelliptischer  Gebilde  (1)  und  (la) 
ineinander  besteht  darin,  dals  die  beiden  binären  Formen 

(h  -  «1  «^)  (h  -  ^2  «0  •  •  •  (ä»  -  ^P+« «')  =  ö^  (hf  n,) 
und 

(8.'  -  e[  n.')  (},'  -  ei n,')  . . .  ($,'  -  eip^^  n^)  =  G'  (y,  m) 

durch  die  Substitution  (4)  ineinander  übergehen. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  kommt  hiemach  auf  ein  bekanntes 
Problem  der  binären  Inyariantentheorie  zurück:  es  müssen  nämlich  die 
beiden  Formen  O  und  G^  äquivalent  sein.    Bringt  man,    was   durch 
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lineare  Transformation  stets  erreicht  werden  kanh^  drei  der  2p +  2 
Verzweigongswerte  an  die  Stellen  0,  1^  oo,  so  werden  die  übrigen 
2jp  —  1  gleich  den  Doppelverhaltnissen 

ik  =  (eieiCtek)  (ä  =  i,  6, . . .  2j)+2). 

Diese  Doppelverhältnisse  sind  also  di&  Moduln  des  hyperelliptischen 
Gebildes^  nnd  es  gilt  somit  der  Satz^  der^  wie  wir  sehen  werden,  ebenso 
wie  der  vorige,  auch  im  Falle  jp  =  1  richtig  bleibt: 

Die  Anzahl  der  Moduln  eines  hyperelliptischen  Gebildes 
vom  Geschlechte  p  ist  gleich  2p  —  1. 

Wenn  zwei  hyperelliptische  Gebilde  in  dieselbe  Klasse  gehSren, 
so  können  durch  geeignete  Transformation  die  2p— 1  Moduln  h  gleiche 
Werte  erhalten;  aber  es  ist  zu  beachten,  daGs  aus  der  Ungleichheit  der 
Moduln  nicht  unbedingt  erschlossen  werden  darf,  dals  die  Gebilde  nicht 
äquivalent  sind,  weil  die  Werte  der  Moduln  auch  von  der  Anordnung 
der  Yerzweigungspunkte  abhangen;  nur  die  Anzahl  der  Moduln  bleibt 
hiervon  unberührt.  Man  kann  diesem  Übelstande,  der  auch  in  doi 
späteren  Untersuchungen  wiederkehrt,  hier  dadurch  entgehen,  dab 
man  statt  der  Invarianten  i^,  welche  algebraisch  von  den  Koeffi- 
zienten der  Formen  G  und  G'  abhängen,  rationale  Invarianten  beider 
Formen  einführt,  worauf  wir  hier  nicht  weiter  eingehen. 

§2. 

Etwas  kompUzierter  liegt  die  Sache  in  dem  Falle  jp  =  1,  weil  als- 
dann die  Deduktion  auf  S.  532  nicht  mehr  zutri£Ft.  Sind  namlicli  i 
und  0*  zwei  Funktionen  zweiter  Ordnung  des  Körpers,  so  ist  es  nicht 

notwendig,  dafs  e*  =  — x^  ^^^y  sondern  es  giebt  in  der  That,  da  man 

in  diesem  Falle  die  beiden  Pole  einer  Funktion  zweiter  Ordnung  nach 
Belieben  wählen  kann  (8.488),  unendlich  viele  Divisorenklassen,  deren 
Ordnung  und  Dimension  gleich  zwei  ist. 

Die  Mannigfaltigkeit  dieser  Divisorenklassen  ist  von  der  gleichen 
Mächtigkeit,  wie  die  der  Punkte  der  Riemannschen  Flache.  Denn 
man  kann  innerhalb  jeder  Divisorenklasse  einen  bestimmten  Divisor 
so  auswählen,  dafs  er  einen  willkürlich,  aber  fest  angenommenen 
Punkt  ^  enthält;  wenn  man  diesen  mit  allen  möglichen  Punkten 
^i>  ^2^  •  •  •  d^r  Riemannschen  Fläche  zu  den  Divisoren  5ß^i,  ^^,  •• 
vereinigt,  so  gehören  alle  diese  zu  verschiedenen  Klassen,  weil 
es    anderenfalls,    wenn    z.  B.  ^5ßi  '^  ^ß^ßs    wäre,    Funktionen    erster 

an 

Ordnung  ^  ^be,  was  nicht  angeht.    Man  kann  also  innerhalb  jeder 
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DivisorenklaBse  ein  und  nur  ein  durch  den  festen  Primdivisor  ^  teil- 
bares Element  ausfindig  machen. 

Wahlen  wir  demgemäfs  zwei  Funktionen  zweiter  Ordnung  s  und  s/ 
des  Körpers  Ky  deren  Nenner  zu  verschiedenen  Klassen  A  und  Ä  ge- 
hören, so  besteht  zwischen  ihnen  eine  Gleichung,  welche  in  jeder  der 
beiden  Yariabeln  vom  zweiten  Ghrade  ist: 

^^  -f  (a"^«  +  2Wz  +  c")  =»  0, 

und  es  ist  notwendig  K{zy  u)  =  K{0j  ^er');  anderen£EJls  würde  nämlich  der 
zweite  Körper  ein  Unterkörper  des  ersten  sein,  dann  aber  wäre  die 
Gleichung  1)  reduktibel  und  somit  z^  eine  rationale,  also  auch  eine 
lineare  Funktion  Yon  Zy  und  dies  hatten  wir  gerade  ausgeschlossen. 

In  der  Gleichung  (1)  kann  man,  ohne  an  ihr  etwas  Wesent- 
liches zu  verandem,  jede  der  beiden  Yariabela  z  und  z^  einer  be- 
liebigen linearen  gebrochenen  Transformation  unterwerfen,  denn  eine 
derartige  Transformation  ist  nur  einer  Veränderung  der  Fundamental- 
diyisoren  der  Klassen  A  und  Ä  äquivalent.  Wir  wollen  diese  Be- 
merkung dazu  benutzen,  die  Gleichung  (1)  zu  einer  symmetrischen  zu 
machen,  so  dals  also 

<t>  {Zy   Z^)    =    <t>  {Z\   Z) 

ist.  Da  nämlich  die  Verzweigungsteiler  3*  i^id  3«'  von  vierter  Ordnung 
sind  und  somit  jede  der  beiden  Klassen  A  und  Ä  vier  Divisoren 
^u  ^L  ^L  ?!.  resp.  ^{«,  ^i^  ^;»,  ^;«  enthalten,  welche  Quadrate  sind, 
so  kann  man 

annehmen.  Die  Gleichung  ^{ZyZ^)=^0  erhält  dann  für  (-8^5=0)  und 
{z  «  oo)  je  eine  Doppelwurzel,  und  das  Gleiche  ist  für  (js^  =  0)  und 
(js^  SS  oo)  der  Fall;  die  vier  Funktionen 

az^  -f  2lz  -f  c,         a"£f«  +  2Wz  -f  c" 

az'^  +  2a'z'  +  a!\    cz'*  +  2c'z'  +  c" 

sind  also  Quadrate.  Die  Gleichung  (1)  erhält  daher  bei  Einführung 
dieser  Bedingungen  folgende  Form: 

/*(;LV-f  2k(iz  +  p«)  4-  2z'{X]iz^+  2Vz  +  ^v) 
^^^  -f  (fiV-f  2'ßvz  +  V«)  =  0. 

Die  Gröfsen  ^  und  ft  können  hier  nicht  verschwinden,  denn  wenn 
z.  B.  fi  =  0  wäre,  so  würde  zu  {z^  ===  oo)  zweimal  die  Wurzel  {z  »  0) 
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gehören;  es  wären  also  der  Nenner  Yon  j?'  und  der  Zähler  von  g  und 
folglich  auch  ihre  Klassen  Ä  und  A^  identisch,  was  der  Voranssetamg 

widerspricht.    Führen  wir  daher  in  (la)  statt  z'  die  Variable  ~jf'  ein, 

so  erhalten  wir  schliefslich,  wie  behauptet  wurde,  eine   symmetrisdie 
Form  der  Gleichung  zwischen  .  und  .',  nämUch: 

^'»(ilV  +  2Xii0  +  fi«)  +  2z'(kfi0^  +  2V0  +  iiv) 
^^^  +  {ji}z^  +  2^vz  +  1;»)  =  0, 

wobei  für  -^  6'  und  -^  v  wieder  l!  und  v  substituiert  sind. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  jetzt  leicht  zeigen,  dals 
für  zwei  Gleichungen  vom  Geschlechte  |>  =  1 : 

2)  u*  =  C{z-e,){z-e,){e-e,){e-e,) 

und 

2a)  «' » =  C  (^'  -  e[)  {z'  -  c^)  {z'  -  e',)  {z'  -  e[), 

welche  in  dieselbe  Elasse  gehören,  die  Doppelyerhältnisse  {e^e^e^e^  und 
(^i^s^sO  oii^ander  gleich  sind,  auch  dann,  wenn  die  Nenner  n«  xmd  n/ 
in  yerschiedene  Diyisorenklassen  A  und  Ä  fallen.  Denn  unter  dieser 
Voraussetzung  besteht  zufolge  des  eben  Bewiesenen  nach  passender 
linearer  Transformation  von  z  und  z^  zwischen  diesen  Gbrolsen  eine 
Gleichung  der  Form  (Ib),  und  da  die  Diskriminante  dieser  Oleichmig 
in  Beziehung  auf  z^ 

(k(iz^  +  2Vz  +  yivy  -  {xz  +  ft)«  {fiz  +  vy 

die  Verzweigungswerte  von  z  angiebt,  so  ist  sie,  abgesehen  Yon  einem 
konstanten  Faktor,  mit 

{z  -  e^)  {z  -  ^2)  (^  -  ^s)  iz  -  ej 
identisch. 

Das  Analoge  gilt  aber  Yon  der  Diskriminante  in  Beziehung  auf  r, 

und  da  die  Gleichung  (Ib)  symmetrisch  ist  und  beide  Diskriminanten 

also  gleich  sind,  so  ist  nach  jener  linearen  Transformation  von  z  und  i\ 

also  vor  derselben  (^i^s^sO  —  (^i^s^s^i)?  ^^  ^^  beweisen  war. 

Wenn  also  die  beiden  Gleichungen  (2)  und  (2a)  in  dieselbe  Klasse 
gehören,  so  sind  auch  im  Falle  p  =  1  die  Doppelverhältnisse  der  Veizwri- 
gungswerte  gleich,  und  es  ist  auch  in  diesem  Falle  stets  möglich,  die  beiden 
Gleichungen  durch  dieselbe  Transformation  wie  vorher,  nämlich  durdi  die 
Substitution  (3)  des  vorigen  Abschnittes,  ineinander  überzuführen.  Der 
Unterschied  gegenüber  der  früheren  Untersuchung  besteht  nur  darin,  dafc 
es  in  diesem   Falle   aufser  dieser  noch  unendlich  viele  andere  Trans- 
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formationen  giebt,  welche  den  unendlicli  vielen  verschieden^i  Divisoren- 
klassen  Ton  der  Ordnung  und  der  Dimension  zwei  entsprechen.  Daher 
giebt  es  in  diesem  Falle  auch  unendlich  viele  Transformationen  des 
algebraischen  Gebildes  in  sich.  Wir  gelangen  zu  diesen,  wenn  wir 
die  Klasse  Ä  willkürlich  wählen  und  in  der  Gleichung  (1)  alsdann 
die  Eonstanten  passend  bestimmen.  Es  gilt  also  der  Satz,  welcher 
zusammen  mit  dem  entsprechenden  auf  S.  530  das  Theorem  des  §  4 
der  achtnndzwanzigsten  Vorlesung  yervollständigt: 

Ein  algebraisches  Gebilde  vom  Geschlechte  jp  ==  1  besitzt 
unendlich  viele  Transformationen  in  sich,  welche  von  einem 
veränderlichen  Parameter  abhängen. 

Die  Existenz  dieser  kontinuierlichen  Gruppe  von  Transformationen 
ist  g^metrisch  unmittelbar  evident,  wenn  man  von  der  Gleichungsform 

ausgeht,  auf  der  hierdurch  gegebenen  Kurve  dritter  Ordnung  einen 
beliebigen  Punkt  Q  wählt  und  jedem  Punkte  P  des  Gebildes  den- 
jenigen P'  zuordnet,  welcher  mit  Q  und  P  in  gerader  Linie  liegt;  es 
ist  klar,  dals  die  Punkte  des  Gebildes  hierdurch  umkehrbar  eindeutig 
einander  zugeordnet  werden  und  dafs  es  ebenso  viele  Transformationen 
wie  Projektionscentren  Q  giebt.  Die  Ausführung  der  hier  erforder- 
lichen Rechnung  kann  unterbleiben,  da  dieselbe  mit  einer  später  bei 
Gelegenheit  des  Abelschen  Theorems  anzustellenden  zusammenfällt. 

§3. 

Gehen  wir  jetzt  dazu  über,  allgemeine  Korper  von  beliebig  ge- 
gebenem Geschlechte  p  zu  untersuchen,  so  wollen  wir  uns  zuvorderst 
auf  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  Moduln  unter  der  Voraussetzung 
beschränken,  dafs  das  algebraische  Gebilde  keine  Besonderheiten  hat, 
der  Körper  also  ein  ordinärer  ist  (S.  494). 

Nach  den  Ergebnissen  des  vorigen  Kapitels  ist  die  Kurve  H 
der  Differentiale  erster  Gattung  stets  von  invarianter  Beschaffenheit; 
diese  Kurve  ist  aber  in  einem  Baume  von  p  —  \  Dimensionen  gelegen 
und  daher  zur  Aufstellung  von  Normalgleichungen  nicht  unmittelbar 
verwendbar.  Wir  gelangen  aber  zu  einer  solchen,  wenn  wir  nur  die- 
jenigen ganzen  Divisoren  der  Klasse  W  betrachten,  welche  durch  einen 
beUebig  gewählten  ganzen  Divisor  der  Ordnung  jp  -  3 

teilbar  sind;  denn  wenn  die  Punkte  ^^,  ^g . . .  ^^-s  keine  be» 
Lagen  besitzen,   so   ist   die  Dimension  der  E^se  -^    nach  < 
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gehören;  es  wären  also  der  Nenner  von  z'  und  der  Zähler  von  z  unij 
folglich  auch  ihre  KlasBen  A  und  Ä'  identisch,  was  der  VorauBsetzniig 
widerBpricht.  Ftthren  wir  daher  in  (la)  statt  e'  die  Variable  ■  j'  eiu, 
BO  erhalten  wir  schliefalich,  wie  behauptet  wurde,  eine  symmetrische 
Form  der  Gleichung  zwischen  s  und  e',  i^mlich: 

«"(AV  +  23iitz  +  n*)  -f  2/(if(2'  -f  2b'g  +  fiv) 

wobei  fiir  ^b'  und  ^v  wieder  b'  und  v  substituiert  sind. 

Kach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  jetzt  leicht  zeigen,  dab 
für  zwei  Gleichungen  vom  Gesehlechte  ji  =  1 : 

und 

28)  „'«  =  c'(£'-e;)(/-c;)(^'-c;)(r'-c;), 

welche  in  dieselbe  Klasse  gehören,  die  Doppelverlmltnisse  (e^  Pj  e,  r,)  und 
(eje^c^e^)  einander  gleich  sind,  auch  dann,  wenn  die  Nenner  n.  und  n,' 
in  verschiedene  DivisorenklasBeu  A  und  A'  fallen.  Denn  unter  dieser 
Yotaiusetasimg  besteht  zufolge  des  eben  Bewiesenen  nach  pasMBidar 
lineu-er  Transformatioii  von  e  und  g'  Ewischen  diesw  GTÖfsen  eine 
Gleichnug  der  Form  (Ib),  und  da  die  Diskriminante  dieser  Qleichung 
in  Bedehnng  anf  e' 

(X(ie*  +  2b'e  +  fivy  -  {Xs  +  fCf  (^z  +  v)» 
die  VerzweignngBwerte  von  e  angiebt,  so  ist  sie,  abgesehen  von  einem 
konstanten  Faktor,  mit 

identisch. 

Das  Analoge  gilt  aber  von  der  Diskriminante  in  Beziebung  auf  i, 
und  da  die  Gleichung  (Ib)  symmetrisch  ist  und  beide  Diskriminanten 
also  gleich  sind,  so  ist  nach  jener  linearen  Transformation  von  z  und  i': 

also  vor  derselben  (eifjejej)  =  (eJejCjC^),  was  zu  beweisen  war. 

Wenn  also  die  beiden  Gleichungen  (2)  und  {2a)  in  dieselbe  Klasse 
gehfiren,  so  sind  auch  im  Falle  p=\  die  Doppelverhältnisse  der  Verrwei- 
gnngswerte  gleich,  und  es  ist  auch  in  diesem  Falle  st«tB  möglich,  die  beiden 
Gleichungen  durch  dieselbe  Transformation  wie  vorher,  nämlich  durch  die 
Substitution  (3)  des  vorigen  Abschnittes,  ineinander  überzuführen.  Der 
Unterschied  gegenüber  der  früheren  Untersuchung  besteht  nur  darin,  dals 
es   in  diesem   Falle   anfser  dieser   noch  unendlich  viele  andere  Trans- 
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^(^^^)(^o^o  +  ^1^1  +  C^X^)  =  0 
stellt  eine  adjnngierte  Kurve  dar^  welche  die  GhTindkurre  in  den  p  —  3^ 
festen  Punkten  P^,  Pj, . . .  Pp— 8>  tind  überdies  in  den  p  +  1  Schnitt- 
punkten einer  Geraden  der  Ebene  tri£Ft.  Sind  also  ^^^  ^2  *  -  *  $p— >  ^^® 
PrimdiTisoren,  die  den  Punkten  P^  P^  . . .  Pp— s  entsprechen,  so  be- 
sitzen jene  drei  Differentialteiler  den  grölsten  gemeinsamen  Teiler 
£l  =  ^  $2  ...  ^p—s,  und  damit  sind  wir  auf  den  Ausgangspunkt  der 
Betrachtung  zurückgekommen. 

Bestimmen  wir  jetzt  die  Anzahl  der  in  der  Eurvengleichung  ent- 
haltenen  wesentliclien  Eonstanten,   so   haben   wir   zu  berücksichtigen, 

daXs  die  Gleichung  einer  ebenen  Kurve  (p+1)**'  Ordnung  Y(l>+l)(i>  +  4) 

nicht  homogene  Konstanten  enthalt  und  dafe  sich  die  Konstantenzahl 

durch  die  Forderung  von  Yi>(i>  — 3)  Doppelpunkten  auf 

erniedrigt  Von  diesen  Konstanten  sind  aber  nicht  alle  wesentlich;  denn 
wir  können  erstens  durch  eine  KoUineation  acht  fortschaffen,  und  zweitens 
durch  passende  Auswahl  der  p  —  3  Projektionspunkte  ^^  ^2 . . .  ^p— s 
noch  p  —  3  weitere  Konstanten,  im  ganzen  also  p  +  b  Konstanten  in 
Fortfall  bringen.    Die  Anzahl  der  wesentlichen  Konstanten  ist  also 

4i>  +  2-(p  +  5)==3i>-3. 

Denken  wir  uns  aber  eine  solche  Normalgleichung  mit  3p  —  5  Kon- 
stanten wirklich  hergestellt,  so  gehören  zu  Gebilden  einer  Elasse 
gleiche,  zu  Gebilden  verschiedener  Klassen  verschiedene  Normal- 
gleichungen, und  da  ein  algebraisches  Gebilde  vom  Geschlechte  p>  1 
nur  eine  endliche  Zahl  von  Transformationen  in  sich  besitzt,  so  giebt 
es  auch  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Transformationen  zweier  äqui- 
valenter Gebilde  ineinander.  Die  Moduln  sind  also  voneinander  un- 
abhängige  Invarianten,  und  es  gilt  der  wichtige,  von  Riemann  auf- 
gestellte Satz: 

Eine  Elasse  algebraischer  Gebilde  vom  Geschlechte  p  ohne 
jede  Besonderheit  besitzt  3|>  •—  3  Modulu. 

Bei  dieser  Untersuchung  ist  |>  ^  3  vorausgesetzt;  es  folgt  aber 
aus  dem  ersten  Paragraphen,  dafs  der  Satz  auch  für  p=^2  richtig  ist, 
während  er  für  p  =  0  und  p=  1  seine  Geltung  verliert. 
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gehören;  es  wären  also  der  Nenner  von  z'  nnd  der  Zahler  von  z  t 
folglich  auch  ihre  Khteseu  A  und  A'  identisch,  was  der  Yoraussetzoi^^ 
widerspricht.  Führen  wir  daher  in  (la)  statt  s'  die  Variable  —z'  er^^^ 
so  erhalten  wir  schliefslich,  wie  behauptet  wurde,  eine  symmetriBcr:::^ 
Form  der  Gleichung  zwischen  s  und  z',  nämlich: 

s' '  (A*Ä*  4-  2Af(2  +  (i*)  +  2s'  (ifia'  +  26'a  +  fiv) 
^^'^  +i(i'z'  +  2i,vz  +  v*)=0, 

wobei  für  -^  b'  und  —  v  wieder  b'  und  v  substituiert  sind. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  jetzt  leicht  zeigen,  dals 
fUr  zwei  Gleichungen  vom  Gescblechte  p  =  1 : 

»)  «'~C{i-eO('-',){'-',){'-'.) 

nnd 

2a)  ti' '  =  C  {z'  -  e[)  (z'  -  e'^  {z'  -  e'^)  (z'  -  e,), 

welche  in  dieselbe  Klasse  gehören,  die  Doppelverhältnisse  (e^  f,  ^  e^  nnd 

(eJejB^el)  einander  gleich  sind,  auch  dann,  wenn  die  Nenner  n,  nnd  n^ 

in  verschiedene  DiTisorenklassen  A  und  A'   fallen.     Denn  unter  dieser 

Voraussetzung   besteht   znfolge    des   eben   Bewiesenen   nach    passender 

linearer   Transformation    von  z  und  e'   zwischen   diesen    Gröfsen   eine 

Gleichong  der  Form  (Ib),  und  da  die  Diskriminante   dieser  Gleichung 

in  Beziehung  auf  z' 

iifiü'  +  2h'e  +  (Lvy  -ixz  +  p.y  ((iz  +  vY 

die  Verzwei  gonge  werte  von  z  angiebt,  so  ist  sie,  abgesehen  von  einem 
konstanten  Faktor,  mit 

(z  ~e,)(z-  r.)  {z  -  c,)  {z  -  ej 
identisch. 

Das  Analoge  gilt  aber  von  der  Diskriminante  in  Beziehung  auf  z, 
nnd  ds  die  Gleichung  (Ib)  symmetrisch  ist  nnd  beide  Disknminanten 
also  gleich  sind,  so  ist  nach  jener  linearen  Transformation  von  e  und  z': 

(•h  =  '-/!, 

also  vor  derselben  (eif'jCjej)  ^  (cJCjCjC^),  was  zu  beweisen  war. 

Wenn  also  die  beiden  Gleichungen  (2)  und  (2a)  in  dieselbe  Klasse 
gehören,  so  sind  auch  im  Falle  p  =  1  die  Doppelverhältnisse  der  Verzwei- 
gnngswerte  gleich,  und  es  ist  anch  in  diesem  Falle  Btets  möglich,  die  beiden 
Gleichungen  durch  dieselbe  Transformation  wie  vorher,  nämlich  darch  die 
Substitution  (3)  des  vorigen  Abschnittes,  ineinander  überzuführen.  Der 
Unterschied  gegenüber  der  firüberen  Untersuchung  besteht  nur  darin,  dab 
es   in   diesem    Falle   aufser   dieser  noch  unendlich  viele  andere  Trans- 
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gehören;  es  wären  also  der  Nenner  von  s'  und  der  Zähler  von  r  und 
folglich  auch  ihre  KlasBen  A  und  Ä'  identisch,  was  der  Vorausaetzung 
widerspricht.  Führen  wir  daher  in  (la)  statt  z'  die  Variable  —  3'  ein, 
80  erhalten  wir  schliefslich,  wie  behauptet  wurde,  eine  symmetriBclie 
Form  der  Gleichnng  zwischen  2  nnd  e',  nämlich: 

wobei  für  ^  b'  und  —  v  wieder  6'  und  v  Bubstituiert  sind. 

Nach  diesen  Vorbereitaugen  können  wir  jetzt  leicht  zeigen,  <lais 
för  zwei  Gleichungen  vom  Geschlechte  2'  =  1  '■ 

2)  H>  =  C{^-e,)(?-e,)(«-e,)(£-0 

und 

2»)  «"=c'(j' -»;)(»■-«;){'' -<)(«'-«;). 

weJche  in  dieselbe  Klasse  gehören,  die  Doppelverl^ltnisse  {e^  p,  Cj  c^)  und 
(ejf^e^e^)  einander  gleich  sind,  auch  dann,  wenn  die  Nenner  n,  jind  n,' 
in  verschiedene  Divisorenklassen  A  und  A'  fallen.  Denn  unter  dieser 
Voraussetzung  besteht  zufolge  des  eben  Bewiesenen  nach  passender 
linearer  Transformation  von  s  und  s'  zwischen  diesen  Gröfsen  eine 
Gleichung  der  Form  (Ib),  und  da  die  Diskriminante  dieser  Gleichnng 
in  Beziehung  auf  2' 

UlLz'  +  2b' e  +  (ivy  ~  (A«  +  (ly  iiig  ■+  vY 
die  Verzweignngswerte  von  s  angieht,  so  ist  sie,  abgeseheD  von  einem 
konstanten  Faktor,  mit 

(2 -«,)(« -«,)(.-«,)  (»-«.) 
identisch. 

Das  Analoge  gilt  aber  von  der  Diskriminante  in  Beziehung  auf  e, 
and  da  die  Gleichnng  (Ib)  symmetrisch  ist  und  beide  Diskriminanten 
also  gleich  sind,  so  ist  nach  jener  linearen  Transformation  von  e  und  z': 

also  vor  derselben  (eie^es^t)  =  iKK^'i^*)*  '"^  ^"^  beweisen  war. 

Wenn  also  die  beiden  Gleichungen  (2)  und  (2a)  in  dieselbe  Klasse 
gehören,  so  sind  auch  im  Falle  p  =  1  die  Doppelverhältnisse  der  Verzwel- 
gungswerte  gleich,  und  es  ist  auch  in  diesem  Falle  stets  möglich,  die  beiden 
Gleichungen  durch  dieselbe  Transformation  wie  vorher,  nämlich  durch  die 
Substitution  (3)  des  vorigen  Abschnittes,  ineinander  überzafQhren.  Der 
Unterschied  gegenüber  der  früheren  Untersuchong  besteht  nur  darin,  dats 
es  in  diesem  Falle  auber  dieser  noch  unendlich  viele  andere  Trans- 
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fonnationen  giebt,  welche  den  unendlicli  vielen  verschiedenen  Divisoren- 
Uassen  von  der  Ordnung  nnd  der  Dimension  zwei  entsprechen.  Daher 
giebt  es  in  diesem  Falle  anch  unendlich  viele  Transformationen  des 
algebraischen  Gebildes  in  sich.  Wir  gelangen  zu  diesen^  wenn  wir 
die  Klasse  Ä  willkürlich  wählen  und  in  der  Gleichung  (1)  ftladaTiTi 
die  Eonstanten  passend  bestimmen.  Es  gilt  also  der  Satz,  welcher 
zusammen  mit  dem  entsprechenden  auf  S.  530  das  Theorem  des  §  4 
der  achtundzwanzigsten  Vorlesung  vervollständigt: 

Ein  algebraisches  Gebilde  vom  Geschlechte  p  =»  1  besitzt 
unendlich  viele  Transformationen  in  sich,  welche  von  einem 
veränderlichen  Parameter  abMngen. 

Die  Existenz  dieser  kontinuierlichen  Gruppe  von  Transformationen 
ist  g^metrisch  unmittelbar  evident,  wenn  man  von  der  Gleichungsform 

M2  =  Cf(xr-ei)(^~ei)(^-eg) 

ausgeht,  auf  der  hierdurch  gegebenen  Kurve  dritter  Ordnung  einen 
beliebigen  Punkt  Q  wählt  und  jedem  Punkte  P  des  Gebildes  den- 
jenigen P'  zuordnet,  welcher  mit  Q  und  P  in  gerader  Linie  liegt;  es 
ist  klar,  dals  die  Punkte  des  Gebildes  hierdurch  umkehrbar  eindeutig 
einander  zugeordnet  werden  imd  dafs  es  ebenso  viele  Transformationen 
wie  Projektionscentren  Q  giebt.  Die  Ausführung  der  hier  erforder- 
lichen Rechnung  kann  unterbleiben,  da  dieselbe  mit  einer  später  bei 
Gelegenheit  des  Abelschen  Theorems  anzustellenden  zusammenfällt. 

§3. 

Gehen  wir  jetzt  dazu  über,  allgemeine  Körper  von  beliebig  ge- 
gebenem Geschlechte  p  zu  untersuchen,  so  wollen  wir  uns  zuvorderst 
auf  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  Moduln  unter  der  Voraussetzung 
beschränken,  dafs  das  algebraische  Gebilde  keine  Besonderheiten  hat, 
der  Körper  abo  ein  ordinärer  ist  (S.  494). 

Nach  den  Ergebnissen  des  vorigen  Kapitels  ist  die  Kurve  H 
der  Differentiale  erster  Gattung  stets  von  invarianter  Beschaffenheit; 
diese  Kurve  ist  aber  in  einem  Baume  von  |>  —  1  Dimensionen  gelegen 
und  daher  zur  Aufstellung  von  Normalgleichungen  nicht  unmittelbar 
verwendbar.  Wir  gelangen  aber  zu  einer  solchen,  wenn  wir  nur  die- 
jenigen ganzen  Divisoren  der  Klasse  W  betrachten,  welche  durch  einen 
beliebig  gewählten  ganzen  Divisor  der  Ordnung  p  —  3 

teilbar  sind;  denn  wenn  die  Punkte  5ßi,  ^2  •  •  •  ^p-«  keine  besonderen 

TP" 
Lagen   besitzen,   so   ist   die  Dimension  der  Klasse  -^    nach  den  Aus- 


538  Dreiffligste  Yorl^fliuig. 

fühnmgen  auf  S.  318  gleich  J>  — (p  — 3)  =  3;  folglich  giebt  es  drei 
ganze  linear  unabhängige,  durch  d  teilbare  Divisoren  der  Klasse  W,  und 
zwischen  ihnen  besteht  eine  homogene  Gleichung,  deren  Gbrad  gleich 
2(p—l)  —  (j>  —  S)=p  +  1  ist.  Geometrisch  ausgedrückt  bedeutet 
dies,  dafs  wir  auf  der  Hauptkurve  p  —  3  willkürliche,  aber  feste  Punkte 
annehmen,  und  vermöge  eines  durch  sie  hindurchgelegten  Büscheb 
ebener  Mannigfaltigkeiten  die  Kurve  aus  einem  Baume  von|i—  1  Dimen- 
sionen in  einen  solchen  von  nur  zwei  Dimensionen  projizieren. 

Die  so  erhaltene  ebene  Kurve  der  (p  + 1)^^  Ordnung,  deren  Gleichung 

F{xq,  Xi,  a^)  =  0 

sei,  besitzt  eine  Anzahl  Doppelpunkte,  denn  da  ihr  Geschlecht  p  is^ 
so  ergiebt  sich  fär  die  Ordnung  2d  des  Divisors  der  Doppelpunkte 
(im  projektiven  Sinne)  nach  der  Formel  (3)  auf  S.  427:  • 

d  =  Y^(P-1)-1>-  Y^(l>-3). 

Wenn  femer  der  Körper  ein  ordinärer  ist  und  die  Punkte  ^,  ^^ . . .  ?,-i 
nicht  speziell  ausgewählt  sind,  so  bestehen  die  Singularitäten  der  Eurre 
in  d  gewöhnlichen  Doppelpunkten;  denn  wir  werden  jetzt  umgekehlt 

zeigen,  dafs  eine  ebene  Kurve  der  (p  +  1)*^  Ordnung  mit        ""    Doppel- 

punkten  in  allgemeiner  Lage  das  Geschlecht  p  hat,  und  dab  sich 
XqI  x^ix^  wie  drei  Differentiale  erster  Gattung  mit  einem  gemeinsamen 
Teiler  (p  — 3)**'  Ordnung  verhalten;  ein  durch  eine  solche  Gleichung 
definierter  Körper  mufs  also  ein  ordinärer  sein.  Der  erste  Teil  der 
Behauptung  folgt  unmittelbar  aus  der  letzten  Formel;  um  auch  den 
zweiten  zu  beweisen,  legen  wir  durch  die  Doppelpunkte  eine  adjungierte 
Kurve  der  (p  —  3)****  Ordnung: 

Ä  {XQy  Xu  x^  =»  0; 

1      * 
diese  ist,  wenn  die  vorhandenen  -äPi^p  —  ^)  Doppelpunkte  keine  be- 
sonderen Lagen  haben,  gerade  durch  sie  eindeutig  bestimmt,  weil  zur 
Festlegung  einer  Kurve  n**'  Ordnung  ^  ♦*(♦*  + 3)  Punkte   erforderUch 
sind,   und  sie  schneidet  die  Gbrundkurve  aufser  in  den  Doppelpunkten 

"°'^^  (^+l)(p_3)-p(p-3)=i,-3 

festen  Punkten,  welche  mit  P^,  Pg, . . .  Pp— 3  bezeichnet  sein  sollen. 
Bedeutet  also  dM  dasselbe  Differential  wie  auf  S.  428,  so  sind 

-^(^oj^i;^)  -aJodJf,    A{xQjX^y(c^  '  XidM,    ä(xq,Xi,x^)  •  x^dM 

Differentiale  erster  Gattung,  weil  die  Faktoren  von  dM,  gleich  Nnll 
gesetzt,  adjungierte  Kurven  der  (p  — 2)*®°  Ordnung  darstellen.  Die  drei 
Differentiale  verhalten  sich  wie  XqIX^ix^,  und  eine  lineare  Verbindung 
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Ä(xQX^a:^)(cQXQ  +  c^x^  +  c^x^)  =  0 

stellt  eine  adjungierte  Kurve  dar,  welche  die  Grundknrve  in  den  p  —  3^ 
festen  Punkten  P^y  P^, . . .  Pp-.3,  und  überdies  in  den  p  +  1  Schnitt- 
punkten einer  Geraden  der  Ebene  trifft.  Sind  abo  $i;  $2  ...  $p-8  <^^ 
Primdivisoren^  die  den  Punkten  P^,  P^  . . .  Pp— s  entsprechen,  so  be- 
sitzen jene  drei  Differentialteiler  den  gröfsten  gemeinsamen  Teiler 
D  =»  $1  ^2  ...  ^p— 8;  tind  damit  sind  wir  auf  den  Ausgangspunkt  der 
Betrachtung  zurückgekommen. 

Bestimmen  wir  jetzt  die  Anzahl  der  in  der  Eurvengleichung  ent- 
haltenen wesentlichen  Eonstanten,   so   haben   wir   zu  berücksichtigen, 

daCs  die  Gleichung  einer  ebenen  Kurve  (p+l)**' Ordnung  y(1^+1)(1^  +  ^) 
nicht  homogene  Eonstanten  enthalt  und  dafs  sich  die  Eonstantenzahl 
durch  die  Forderung  von  yI>(i>  — 3)  Doppelpunkten  auf 

erniedrigt.  Von  diesen  Eonstanten  sind  aber  nicht  aUe  wesentlich;  denn 
wir  können  erstens  durch  eine  Eollineation  acht  fortschaffen,  und  zweitens 
durch  passende  Auswahl  der  p  —  3  Projektionspunkte  ^i,  ^ß^ . . .  5ß|,— s 
noch  p  —  3  weitere  Eonstanten,  im  ganzen  abo  p  +  b  Eonstanten  in 
Fortfidl  bringen.    Die  Anzahl  der  wesentlichen  Eonstanten  ist  abo 

4i)  +  2  -  (j)-f  5)  ==  3jp  ~  3. 

Denken  wir  uns  aber  eine  solche  Normalgleichung  mit  3j>  —  3  Eon- 
stanten wirklich  hergestellt,  so  gehören  zu  Gebilden  einer  Elasse 
gleiche,  zu  Gebilden  verschiedener  Elassen  verschiedene  Normal- 
gleichungen, und  da  ein  algebraisches  Gebilde  vom  Geschlechte  p  >  1 
nur  eine  endliche  Zahl  von  Transformationen  in  sich  besitzt,  so  g^ebt 
es  auch  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Transformationen  zweier  äqui- 
valenter Gebilde  ineinander.  Die  Moduln  sind  also  voneinander  un- 
abhängige  Invarianten,  und  es  gilt  der  wichtige,  von  Biemann  auf- 
gestellte Satz: 

Eine  Elasse  algebraischer  Gebilde  vom  Geschlechte  p  ohne 
jede  Besonderheit  besitzt  dp  —  3  Moduln. 

Bei  dieser  Untersuchung  ist  p  ^  3  vorausgesetzt;  es  folgt  aber 
ans  dem  ersten  Pari^raphen,  dafs  der  Satz  auch  fQr  p  =  2  richtig  ist, 
während  er  für  p  =  0  und  p  =  l  seine  Geltung  verliert. 


Eimmddreirsigste  Yorlesimg. 

Bestiminnng  einer  Normalgleichung  durch  die  WeierstrafB-Pimkie.  —  Zweiter 
Beweis  des  Satzes,  dafs  algebraische  Grebilde  vom  Geschlechie  p ^  1  nur  eine 
endliche  Zahl  von  Transformationen  in  sich  haben.  —  Die  Singularitäten  de« 
dnrch  die  Normalgleichung  gegebenen  (Gebildes.  —  Anzahl  der  Moduln.  —  Ordinäre 
und  spezielle  Körper.  —  Funktionen  niedrigster  Ordnung  des  Körpers.  —  KOiper, 
welche  Funktionen  dritter  Ordnung  enthalten.  —  Ihre  Normalgleichungen.  —  Die 

Zahl  ihrer  Moduln  hängt  von  zwei  Invarianten  ab. 

§  1. 

Wir  wollen  jetzt  für  höhere  Geschlechtszahlen  und  beliebige  Eoiper 
Normalgleichnngen  wirklich  herstellen  und  hierdurch  noch  einmal  nnd 
auf  anderem  Wege  die  Anzahl  der  Moduln  einer  Klasse  algebraischer 
Gebilde  bestimmen. 

Hierzu  knüpfen  wir  zunächst  an  die  Ergebnisse  der  achtimd- 
zwanzigsten  Vorlesung  über  Weierstrafs- Punkte  an.  Diese  Punkte  treten, 
wie  wir  wissen,  stets  fär  p  >  1  und  in  endlicher  Anzahl  auf,  und  sie 
sind  ausschliefslich  von  der  Beschaffenheit  des  Körpers  K(Zj  u),  nicht 
aber  von  der  besonderen  Form  der  Ausgangsgleichung  /'(^,  w)  «=  0  ab- 
^^^S^g?  der  zu  einem  Weierstrafs -Punkte  gehörige  Divisor  ist  also 
innerhalb  der  Gesamtheit  aller  Primteiler  durch  eine  bei  birationaler 
Transformation  invariante  Eigenschaft  definiert. 

Ist  nun  Sß  ein  solcher  Punkt  und  P  seine  Klasse,  und  betrachten 
wir  den  zu  5ß  gehörigen  additiven  Modul  (9R)  (S.  493),  welchen  die 
Ordnungszahlen  der  Funktionen  mit  dem  einzigen  Pole  Sß  bilden;  so 
sei  n  die  kleinste  positive  Zahl  dieses  Systems  und  r  +  n  eine  spatere^ 
welche  in  (2Sl)  an  (Ä  + 1)*®'  Stelle  stehen  möge,  und  zwar  sei  es  die 
kleinste  Zahl  des  Moduls,  welche  zu  n  teilerfremd  ist.  Die  n  Blatter 
der  Biemannschen  Fläche  91«  hängen  also  bei  (x  =  oo)  im  Cyklus  mit- 
einander zusammen,  und  wir  können  den  ausgezeichneten  Punkt  $  kun 
durch  ^^  bezeichnen.  Hiernach  giebt  es  zwei  Funktionen  x  und  )f, 
deren  Nenner  resp.  gleich  5ß^  und  ^[^"  sind,  so  dafs 

und  y  also  eine  ganze  Funktion  von  x  ist 
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Da  femer  n  die   kleinste   der   vorhandenen  Ordnungszahlen  sein 
sollte,   so   ist  die   Gesamtheit   der  Fonktioiien   des  Körpers  mit  dem 

Nenner  ^l^  durch  die  Schar 

x'  =  ax  +  ß 

gegeben,  wobei  a  und  ß  zwei  Eonstanten  bedeuten,  deren  erste  von 
Null  verschieden  ist.  Ersetzt  man  ebenso  die  Funktion  y  durch  eine 
andere  Funktion  j/'  mit  dem  Nenner  5ß[o"*""  so  stehen  die  beiden  Funk- 
tionen y  und  j/'  in  einer  Beziehung  der  Form 

2)  y'  =  Co  +  Cjä:  +  CjW  +  Cjt?  H h  Ca-i«c^  +  c^y, 

wobei  1,  x,u,v, . .  ,w  Funktionen  bedeuten,  deren  Ordnungen  den  in 
dem  Systeme  2R  der  Zahl  r  +  n  vorhergehenden  Zahlen  gleich  sind. 
Für  die  Dimension  (h  +  1)  dieser  zweiten  Schar  erg^ebt  sich  nach  dem 
Riemann-Rochschen  Satze  die  Gleichung: 

3)  h^r  +  n  —  p  +  Q, 
wo 

die  Dimension  der  Erganzungsklasse  von  P*""^"  ist. 

Entwickeln  wir  die  Funktion  y  in  der  Umgebung  von  (x  •=  oo)  in 
eine  Beihe,  so  erhalten  wir 


>>-^ü)  ■  + 


und   aus   dieser   die  konjugierten  Beihenentwickelungen  yi,  y^,  *  -  -  ynf 

indem  wir  (—\  durch  co  (—j  ersetzen,  wo  o  eine  der  n**°  Einheits- 
wurzeln bedeutet.  Da  wir  aber  r  als  zu  n  teilerfremd  angenommen 
haben,  so  fallen  diese  n  Reihenentwickelungen 

^)  yA  =  Ac        "        (^)      ^  +'"         (Ä=.l,2,...n) 

alle  voneinander  verschieden  aus,  und  die  zwischen  x  und  y  bestehende 
Gleichung  n*^  Grades 

F(^,  y)  =  (if-yi){y-ih)  •  •  •  ö/-y»)  =  o 

ist  somit  irreduktibel ;  der  Körper  K  {x,  y)  ist  abo  mit  dem 
gegebenen  K  (js,  u)  identisch,  und  alle  Funktionen  von  K  {Zj  u) 
sind  ab  rationale  Funktionen  von  x  und  y  ausdrückbar.  Ohne  die 
vorher  getroffene  Festsetzung  hingegen,  dafs  r  und  n  relativ  prim  sind. 
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könnte  es  eintreten,  dafs   der  Körper  K(x,y)    nur   ein  Unterkörper 
von  K{ZyU)  ist. 

Die  elementaren  symmetrischen  Funktionen  von  ^i^  ys;  •  •  •  y«: 

yi  +  y%-\ — h  y«  =  —  »»-iC«) 


yiy% '  -  Vn-^  {-^T  %{x), 

sind  ganze  rationale  Funktionen  von  x,  weil  sie  nnr  bei  {x »  oq) 
einen  Pol  besitzen;  und  es  ist  der  Grad  von  On-^hip^  höchstens  gleich 
der  gröJsten  in  enthaltenen  ganzen  Zahl 

Hierbei  ist  aber  zu  beachten,  dals  das  Produkt  a^f^ipo)  der  konjugierten 
Funktionen  nur  ein  Glied  höchster  Ordnung  erhält: 

und  dals  also  der  letzte  Gleichungskoeffizient  genau  Yom  Grade 

ist.  Die  Gleichung  zwischen  x  und  y  hat  hiemach  folgende  Gestalt: 
5)   F{x,y)  =  tf''\r  an-.x{x)tf"-^  +  a„_2(i»)jr"^  +  •  •  •  +  ai(a:)y  +  %{x)=^, 

worin  a^^kipo)  eine  ganze  Funktion  höchstens  vom  Grade  T-i^-i^ 
und  a^ix)  genau  vom  Grade  r  +  n  ist. 

Wir  wollen,  bevor  wir  weitergehen,  aus  der  Form  dieser  Gleichung 
noch  einmal  den  schon  früher  bewiesenen  Satz  ableiten,  dals  f3r  |)  >  1 
die  Anzahl  der  Transformationen  des  algebraischen  Gebildes  in  sich 
stets  eine  endliche  ist.  Da  wir  x  durch  ax-^-  ß  ersetzen  köimen, 
so  können  wir  über  diese  Funktion  noch  die  weitere  Verfügung  treffen, 
dafs  sie  einen  zweiten  Weierstrafs- Punkt  5ßo  ^^^  Nullstelle  hat;  hier- 
durch ist  sie  daim,  abgesehen  von  einer  multiplikativen  Konstanten, 
völlig  bestimmt.  Ebenso  können  wir  die  Funktion  y  bis  auf  einen 
konstanten  Faktor  durch  die  Festsetzimg  normieren,  dafs  der  2ähler  J, 
den  Punkt  ^q  in  einer  möglichst  hohen  Potenz  enthalten  solle.  Nach- 
dem so  X  und  y  bis  auf  konstante  Faktoren  bestimmt  sind,  können 
wir  über  diese  schliefslich  noch  so  verfügen,  dafs  der  Koeffizient  l  in 
der  Reihe  (4)  gleich  eins  wird;  dann  erhalt  die  Gleichung  (5)  die 
folgende  Form: 
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6a)  F{x,  y)  =  jr  -  a?"+"  +2^/*^^"»'  =  ^> 

wobei  in  der  Snmme  v  nur  positive  Werte,  die  <  w,   fi  nur  positive 
Werte,  die  <ir  +  n  sind,  annimmt. 

Nach  den  früheren  Ergebnissen  auf  S.  500  braucht  aber  zum  Be- 
weise unseres  Satzes  blofs  gezeigt  zu  werden,  dab  die  Untergruppe 
derjenigen  Transformationen  endlich  ist,  welche  die  Weierstrals- Punkte 
fest  lassen.    Nun  war  aber 


worin  &  und  ©^  ganze  Divisoren  bedeuten  und  der  Exponent  e  den 
grSijsten  erreichbaren  Wert  annehmen  sollte.  Da  die  Punkte  ^^  und  ^^ 
aber  bei  der  Transformation  unverändert  bleiben,  so  gehen  x  und  y  durch 
dieselbe  in  zwei  Funktionen  |  und  i^  über,  von  denen  die  erste  eben- 

üHHb  ein  Yiel&ches  von  — ;  die  zweite  ein  Vielfaches  von     ^     sein 

muls,  und  da  diese  Divisoren  die  Funktionen  bis  auf  einen  Faktor 
fesÜegen,  so  muft: 

6)  6-aa;,    ij  =  /?!/, 

sein,  worin  cc  und  ß  zwei  noch  näher  zu  untersuchende  Eonstanten 
bedeuten. 

Da  nämlich  zwischen  £  und  rj  die  Gleichung 

bestehen  soll,  so  ist  auch 

und  da  diese  Gleichung  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  mit  F{x,  J/)  —  0 
identisch  sein  mulis,  so  ist  notwendig 

und  für  jede  Kombination  (ii,v),  deren  zugehöriger  Koeffizient  c^;  von 
Null  verschieden  ist: 

Zufolge  der  ersten  Gleichung  kann  man 

•eisen,  und  da  alsdann  für  jedes  auftretende  Zahlenpaar  {fi,  v) 
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ist;  so  ist  CO,  also  auch  a  und  ß,  mit  Notwendigkeit  eine  Einlieitfl- 
wurzel;  und  die  Transformation  (6)  führt  daher  nach  einer  bertimintai 
Anzahl  Yon  Wiederholungen  zur  Identität  Da  aber  die  hier  auf- 
tretenden Gleichungen  nur  eine  endliche  Anzahl  möglicher  Losimgai 
(und  im  allgemeinen  sogar  nur  die  Lösung  cd  «  1)  haben^  so  ergiebt 
sich  in  der  That  jetzt  der  Satz: 

Ein  algebraisches  Gebilde  besitzt  nur  eine  endliche  Anzahl 
Yon  Transformationen  in  sich^  sobald  sein  Geschlecht  grober 
als  eins  ist. 

Ein  Beispiel  mag  die  zum  Schlüsse  der  Untersuchung  notwendige 

Berechnung   der   Einheitswurzel  o   erlautem.    Das  Gebilde  sei  durch 

die  Gleichung 

y^  —  a;*  +  yxy  =  0 

gegeben,  so  dafs  n  =  3,  r  +  n~4  ist.  Da  ferner  ftlr  das  einzige  auf- 
tretende Glied  der  Summe  ^'c^i.Ä'*y'  ^  =  f;  =  l  ist,  so  erhalten  wir 

die  Gleichung  ^^ 

o'  —  o^*    oder     ©*  —  1, 

es  sind  also  die  Transformationen  der  hier  betrachteten  Art  durch  die 
Gleichungen 

6nih  Sttih 


5       .  5 


|  =  ß°a;,    r^^e  "^  y  Ä  =  (0,1,2,3,4) 

gegeben,   und   jede   von   ihnen  führt    nach  fünf  Wiederholungen  zur 
Identität. 

Der  hier  gegebene  Beweis  ist  Herrn  Schwarz,  der  den  obigen 
Satz  zuerst  aufgestellt  hat,  von  Weierstrafs  im  Jahre  1875  in  einem 
Briefe  mitgeteilt  und  neuerdings  (1895)  veröffentlicht  worden*);  eben- 
daselbst findet  sich  auch  eine  Andeutung  der  Methode  zur  Herstellung 
von  Normalgleichungen,  die  wir  im  folgenden  Paragraphen  ausführen. 

§2- 
Kehren  wir  jetzt  zu  der  Gleichung  (5)  des  vorigen  Abschnittes 

1)   F{x,y)^r  +  (^n-x{x)y^'^  +  an--2(x)y'^-^+'''  +  a,(x)y  +  a^{x)^0 
zurück,  in  welcher  a„^k  eine  ganze  Funktion  des  Grades 

2) ö,  =  p-i*^^] 

*)  Mathematiflche  Werke,  Bd.  ü,  S.  235  — 244.  Die  später  erwähnte  Steile 
S.  248,  Z.  1  — 8. 
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ist^  nnd  finden  wir  nns  nmgekelirt;  wie  wir  die  in  ihr  enthaltenen 
Eonstanten  wählen  müssen^  damit  der  Körper  K(x,y)  das  Geschlecht  p 
efTÜSlt  und  fttr  (o:  -»  oo)  sich  nur  ein  Punkt  der  Bdemannschen  Flache 
ergiebt,  der  ein  WeierstraXs- Punkt  ist.  unsere  bisherigen  Betrachtungen 
hatten  blols  ergeben^  dais  das  algebraische  Gebilde  vom  Geschlechte  p 
durch  eine  Gleichung  obiger  Form  dargestellt  werden  kann;  umgekehrt 
aber  wird  sich  herausstellen^  dais  die  Koeffizienten  der  Gleichung  (1) 
im  allgemeinen  noch  weiteren  Bedingungen  zu  genügen  haben^  damit 
das  algebraische  Gebilde  die  Yorausgesetzten  Eigenschaften  besitzt 

Bestimmen  wir  zunächst  die  Zahl  6  der  in  obiger  Gleichung  Yor- 
kommenden  Konstanten,  so  erhalten  wir^  da  eine  ganze  Funktion  des 
Grades  m  Yon  m  +  1  Konstanten  abhängt: 

Die  hier  auftretende  Summe  Yon  grölsten  Ghmzen  lälst  sich  einfacher 
darstellen,  wenn  man  berücksichtigt,  dais  sich  je  zwei  Glieder  zu- 
sammenfassen lassen,  welche  Yom  Anfang  und  Yom  Ende  gleich  weit 
abstehen;  es  ist  nämlich  für  jedes  h  der  Reihe  1,  2, ...  n—  1: 

Denn  man  hat  in  der  durch  die  Gleichung  (2)  eingeführten  Bezeichnung 

n       ~  ^*  ^  ^k9 

wo  Bj^  einen  echten  Bruch  bedeutet,  der  grölser  als  Null  ist,  weil 
r  +  n  za  n  relatiY  prim,  also  der  auf  der  linken  Seite  stehende  Bruch 
niemak  eine  ganze  Zahl  ist;  folglich  ist 

(n-A:Hr  +  n)^^^_^^  ^  1  -  J,)  +  (1  -  B,)     (0<1-.,<1), 

und  es  ist  aho  die  grö&te  in  diesem  Bruche  enthaltene  ganze  Zahl  (J^_, 
wirklich  gleich  r  +  n  —  1  —  J^  oder  dj.  -f  *„_4=  r  +  w  —  1.  Hieraus 
ergiebt  sich  durch  Summation  über  h: 

3)  <y  =  r  +  2  w  +  Y  (n  - 1)  (r  +  n  - 1 ) . 

Von  diesen  Konstanten  kami  aber  ein  Teil  stets  gleich  gewissen 
indiYiduellen  Zahlwerten  angenommen  werden.  Denn  wir  dürfen,  wie 
wir  gesehen  haben,  x  durch  ax  +  ß  ersetzen  und  können  hierdurch  zwei 

HtAitl  u.  Lftndiberg,  Algebraisohe  Funktionen  eto.  86 
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Eonstanten  in  Fortfall  bringen^  und  wir  können  aniserdem  nach  (2) 
und  (3)  des  vorigen  Absclinittes  y  durch  eine  Funktion  y'  einer  Schar 
ersetzen^  deren  Dimension  gleich 

4)  Ä  +  i  =  r  +  n  +  l-i>  +  p  =  r  +  n  +  l-ii+ j^^} 

ist.  Wir  können  daher  die  Eonstantenzahl  Ton  yomherein  durch 
geeignete  Normierungen  der  Funktionen  x  und  y  um  A  +  3  yermindem 
und  behalten  alsdann  nur 

5)  (y'  =  (y-Ä-3=n+|>~p-3  +  Y(n-l)(r  +  n-l) 

Parameter  übrig. 

Betrachten  wir  nun  umgekehrt  irgend  eine  der  sich  so  ergebenden 
Gleichungen  F(x,  y)  =  0^  so  wird  durch  sie  y  ab  ganze  algebraische 

Funktion  Yon  x  definiert,  und  die  n  Blatter 
der  zugehörigen  Riemannschen  Flache  81. 
^  hangen  iu  der  That  stets  bei  (x=^co)  dnrch 
'(!j)  einen  einzigen  Yerzweigungspunkt  der  Ord- 
nung n  -  1  miteinander  zusammen.  Kon- 
struieren wir  nämlich  fCLr  (x  »=  cx>)  das  zu- 
gehörige Diagramm  (Fig.  35);  so  ergeben  sich 
für  die  Punkte  %^  und  %«,  die  Eoordinaten: 

«o  =  (0,-r-n),    a«  =  (n,0), 

weil  die  Funktionen  (Iq(x)  und  a,(a;)  =  1 
die    Ghrade  r  +  n   und  Null   haben.    Ver- 
bindet man  aber  diese  beiden  Punkte  durch 
%  eine  Gerade,  so  fisdlen  die  übrigen  Punkte 

^*«"-  Sil,  ...St»_i   sämtlich    darüber,    denn  die 

Gerade  %)%n  wird  von  der  Ordinatenlinie  a;  =  Ä  in  einem  Punkte  ge- 
trofifen,  dessen  Ordinate  gleich  —  v^~  M^-r^J  j^^^  während  die  Ordinate 

des  Punktes  Sl*  gleich  —  d;^  =  —  jv^""  )(^-r^;j  jgj.^  ^^^^  ^g  jgj.  jg^  jq 
der  That,  da  r  +  ti  zu  n  relativ  prim  ist: 

n 
Daher  erhält  man,  wie  vorher  behauptet  wurde,  für  (x  ==  od)  eine 
einzige  Reihenentwickelung  der  Form 

y=^Xx  "   +•••, 

tmd  man  hat  also,  wie  es  nach  (1)  des  vorigen  Paragraphen  sein  mufi, 
für  X  und  y  die  Divisörendarstellungen 

6)  a:-^-,    j,=    * 


00 


%        *r+" 
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Somit  enihält  der  YerzweignngsdiTisor  3«  ^^^  Funkt  ^^  in  der 
(n  —  1)^^  Potenz;  aofserdem  ist  aber  der  Punkt  ^^  auch  eine  singulare 
Stelle  des  Gebildes,  und  zwar  eine  einzweigige  Singularitilt;  für  welche 

die  reciproken  Punktionen  —  und  —  resp.  in  n**'  und  (r  +  w)**'  Ordnung 

X  y 

verschwinden ;  und  folglich  enthalt  nach  der  Formel  (2)  auf  S.  387  der 
Divisor  S>   der  Doppelpunkte   den   Punkt   ^^    genau   in   der   Potenz 

Machen  wir  jetzt  von  der  Formel  (4)  auf  S.  382  Gebrauch: 


•«  "if 


BD  ist  in  unserem  Falle  t»  =  r  +  w,  Ttx=^l;  tty  =  5ß«    ,  und  man  kann 

setzen,  wo  S>'  und  3'  ganze  Divisoren  sind,  welche  den  Primdivisor  ^^ 
nicht  mehr  enthalten.    Dann  ist 

dF  ^      ^8x      ^      V2; 

dy         ^«(n-l)(r+n)  ^(«-OCr+i.)  * 

Die  Ordnung  des  ganzen  Divisors  S)'3'  ^^t  also  (n  — l)(r4-w);  würden 
wir  nun  den  a'  Eonstanten  unserer  Gleichung  keine  weiteren  Be- 
dingungen auferlegen,  so  hatte  die  Kurve  keine  Doppelpunkte  im  End- 
lichen; es  wäre  also  S>'  =  1  imd  3'  ^i^  ganzer  Divisor  der  Ordnung 
(n  — l)(r  +  n),  und  die  Kurve  erhielte  das  Geschlecht 

4(n-l)(r  +  n  +  l)-(n-l)  =  4-(n-l)(r  +  n-l). 

Da  aber  das  Geschlecht  die  gegebene  Zahl  p  sein  soll,  so  mufs  3x  die 
Ordnung  iv  =  2p  —  2  +  2n,  also  3'  ^^^^  die  Ordnung  2p  +  n  —  l  haben. 
Folglich  muls  S>'  die  Ordnung 

(«— l)(r  +  w)-(2i)  +  n-l)  =  (n-l)(r  +  »-l)-2i) 

besitzen,  die  Kurve  also  auüser  der  Singularität  im  Unendlichen  noch 

*  =  |(n-l)(r  +  n-l)-j, 

Weitere  Doppelpunkte  im  Endlichen  erhalten. 

Erteilt  man  aber  der  Kurve  diese  d  Doppelpunkte,  so  erhält  sie 
in  der  That  das  Geschlecht  p]  die  Konstantenzahl  reduziert  sich  aber 
tiierdurch  um  d,  und  die  obige  Gleichung  enthält  also  alsdann  nur  noch 

?)  <y'-*=:2p-3  +  n-p 

wesentliche  Konstanten.     Wir  haben  so  folgenden  Satz  gewonnen: 

Es  sei  f£Lr  ein  algebraisches  Gebilde  vom  Geschlechte  p 
der  zu  einem  WeierstraÜB- Punkte  ^^  gehörige  additive  Modul  SR 

86* 
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der  Ordnungszahlen  bekannt  und  n  die  kleinste  dieser  Ordnungs- 
zahlen; r  +  n  aber  die  nächste^  welche  zu  n  relativ  prim  ist^ 
und  es  stehe  r  +  n  an  (h+  1)^'  Stelle  des  Moduls,  so  daCs 

4a)  Ä==r  +  n-p  +  (>  =  r  +  n--p  +  I^^^tr} 

ist.  Dann  lalst  sich  das  algebraische  Gebilde  in  eine  NomuJ- 
form  bringen,  in  welcher 

7)  2p-3  +  n-p=-i)-3H-2n  +  r  —  Ä 

wesentliche  Eonstanten  auftreten. 

Diese  Zahl  ist  um  q  +  2  kleiner  als  die  Zahl  der  im  Endlichen  ge- 
legenen Yerzweignngspunkte  der  zugehörigen  Riemannschen  Flache  %. 
Wir  wollen  jetzt  diesen  Satz  in  einer  Reihe  von  Fallen  zur  An- 
wendung bringen.  Besitzt  das  algebraische  Gebilde  keinerlei  Besonder- 
heit, ist  also  der  Körper  ein  ordinärer,  so  ist,  wie  wir  auf  S.  494  fest- 
gestellt haben,  fOr  jeden  Weierstralis- Punkt  der  zugehörige  additire 
Modul  das  System  der  Zahlen 

Oj    P}    P  +  2,    l>  +  3,    p  +  4,  . . . 

Also  ist  n  =p,  und  wenn  p  +  r  die  kleinste  zu  p  relatiy  prime  Zahl 
des  Systems  ist,  so  ist  die  Stellenzahl  A  =  r,  also  p  =  0.  Folglich  ist 
in  diesem  Falle  die  Zahl  der  Eonstanten  gleich  3p  —  3;  ferner  isi^ 
wenn  wir  eine  derartige  Normalgleichung  aufstellen,  der  Punkt  $« 
wirklich  ein  Weierstrafs- Punkt,  weil  das  Geschlecht  p  und  die  Ordnung 
der  Funktion  x  ebenfalls  nur  p  ist.  Das  GebUde  genügt  also  bei  un- 
bestimmten EoefQzienten  allen  vorher  gestellten  Forderungen,  und  da 
die  Funktionen  x  imd  y  durch  invariante  Eigenschafken  definiert  sind, 
so  können  Gleichungen  einer  Klasse  stets  auf  dieselbe  Normalfom 
gebracht  werden.   Wir  erhalten  somit  aufs  neue  den  Riemannschen  Satz: 

Wenn  p>  1  ist,  so  ist  fiir  einen  ordinären  algebraischen 
Körper  die  Zahl  der  Moduln  gleich  3|)  —  3. 

Anders  liegt  die  Sache,  wenn  der  Zahlenmodul  ^  besondere 
Eigenschaften  hat.  Ist  z.  B.  für  einen  Weierstrafs -Punkt,  wie  vorher, 
p  die  kleiaste  vorhandene  Ordnungszahl,  lautet  aber  der  Modul  9R: 

0,    i>,   P+1,   p  +  2,  ,..p  +  g-l,   p  +  g+1,   p  +  g  +  2,..,, 

so  daCs  die  Ordnungszahl  p  +  g>p  +  1  fehlt,  so  ist  n  =jp,  r  =  1, 
also  A  »  2,  und  p  »  1,  also  ergiebt  sich  dann  als  Zahl  der  Modoln 
nur  3p  —  4. 

Noch  anders  gestaltet  sich  diese  Anzahl,  wenn  wir  andere  singoläre 
Vorkommnisse  für  die  Weierstrals- Punkte  voraussetzen.     Ist  z.  B.  das 
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Gebilde  ein  hyperelliptisches;  so  ist  f&r  jeden  der  Weierstrals- Punkte 
der  Modnl  SR  folgender: 

0,    2,    4,    6,  ...2p,    2p +  1,    2p +  2,    2p  +  S,.,., 

also  ist  n  —  2,  n  +  r=«2p  +  l,  und  ä  —  p  +  1,  also  p  —  0.  Folglich 
ergiebt  sich  die  Zahl  der  Moduln  in  Übereinstimmung  mit  dem  Er- 
gebnis des  §  1  der  yorigen  Vorlesung  gleich  2p  — 1.  Die  Normal- 
gleichung der  hyperelliptischen  Gebilde,  die  man  so  erhalt,  wird,  wie 
man  leicht  sieht,  yon  der  Form 

8)  y»  -  Gix), 

wo  X  eine  Funktion  (2p +  1)*®^  Ghrades  ist;  sie  unterscheidet  sich  von 
der  früheren  nur  dadurch,  daCs  einer  der  2p  +  2  Yerzweigungspunkte 
ins  unendliche  yerlegt  ist. 

Betrachten  wir  jetzt  noch  ein  Gebilde,  für  welches  ein  Weierstrals- 
Punkt  mit  der  kleinsten  Ordnungszahl  drei  vorhanden  ist.  Der  Modul  3JI 
lalst  sich  dann,  wie  wir  auf  S.  495  sahen,  in  drei  Klassen  auflosen: 

0,    3,    6,    9,     12,  .  . . 

3fAi  +  1,    Sfij  +  4,    Sfij  +  7,  . . . 

3^  +  2,    Sftj  +  5,    Sfij  +  8,  . . ., 

und  es  ist  p^/t^  +  f^;  diese  beiden  Zahlen  sind  aber  nach  den  dortigen 
Gleichungen  (4  a)  und  (4b)  an  die  Bedingungen  gebunden,  da(s 

ist.    Ist  nun  erstens 

so  ist 

n  =  3,    n  +  r  =  3fii  +  l,    h  =  fii  +  l, 
also 

Die  Zahl  der  Moduln  ist  also 

2p-(fij-^)  =  3/iiH-fi,. 
Ist  aber  zweitens 

so  ist 

n  =  3,    n  +  r  =  3^3  +  2,    h  =  ii^  +  l, 

also 

p  =p  -  2fij  -  1  =  fti  - /i,  -  1. 

Die  Zahl  der  Moduln  ist  somit 

2p  +  1  -  (ft  -  ft)  =  f*i  +  3ft  +  1- 
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Wie  man  sieht,  efgiebt  die  hier  angewendete  Methode  eben&Us 
mit  ziemlicher  Einfachheit  die  Anzahl  der  Invarianten  eines  ordinären 
Körpers  yon  gegebenem  Geschlechte  py  und  sie  gestattet  überdies, 
besser  als  das  Verfahren  der  vorigen  Vorlesung;  die  Normalgleichmigen 
ohne  übermälsige  Rechnimg  herzustellen^  worauf  wir  aber  hier  im 
einzehien  nicht  weiter  eingehen.  Hingegen  scheint  es  nicht;  da(s  die 
Analyse  spezieller  Körper  auf  Gh-und  der  besonderen  Eigentümlichkeiten 
für  die  Weierstrals- Punkte  besonders  wertvolle  Resultate  ergiebi  Der 
Grrund  hierfür  dürfte  darin  liegen,  dals  die  Untersuchung  an  eine  zn 
wenig  allgemeine  und  charakteristische  Eigenschaft  des  Körpers  anknüpft. 
Wir  wollen  daher  im  folgenden  noch  ein  anderes  Verfahren  zur  Auf- 
stellung spezieller  Klassen  algebraischer  Gebilde  darlegen,  welches  f3r 
die  Erkenntnis  der  charakteristischen  Merkmale  nicht  ordinärer  Köiper 
besser  geeignet  zu  sein  scheint. 

§3. 

Da  in  einem  Körper  von  positivem  Geschlecht  keine  Funktionen 
erster  Ordnung  vorhanden  sind;  so  liegt  es  nahe,  die  Funktionen 
niedrigster  Ordnung;  welche  überhaupt  existieren;  zur  Aufstellung  der 
Normalgleichung  zu  verwenden  (vgl.  S.  247).  Ist  fi  die  Ordnung 
einer  solchen  Funktion  x  und  A  die  Klasse  des  Zahlers  und  Nenners 
von  Xy  so  besitzt  dieselbe  nach  dem  Satze  auf  S.  531  die  Dimension 
zwei.  Wir  wollen  zunächst  die  Frage  entscheiden;  wie  grofs  diese 
kleinste  Ordnungszahl  für  einen  Körper  des  Geschlechtes  p  höchstens 
werden  kann  und  für  einen  ordinären  Körper  auch  wirUich  wird. 

Da  die  Dimensionszahl 

ist;  so  können  wir  von  einem  ganzen  Divisor 

der  Klasse  A  einen  Primfaktor,  z.  B.  ^^;  von  vornherein  als  willkürLci, 
aber  fest  gegeben  annehmen;  wodurch  %  bis  auf  die  Konstante  c  be- 

stimmt  sind.     Femer  ist;  weim  B  =  -j  die   Ergänzungsklasse  von  i 

bedeutet;   nach   dem   Riemann-Bochschen  Satze 

{B}-i-(2i>-2-^)  =  M}-f 
also  ist 


{■^)={?l=i'  +  i-'*' 


und  ebenso  grofs  ist  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Differential' 
teiler;  welche  Multipla  von  %  sind;  die  Zahl  ist  also  um  Eins  grolser, 
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als  sie  bei  allgemeiner  Auswahl  des  Divisors  S  ausfallen  würde  (vgl. 
S.  318). 

Wir  bilden  nun  die  Scbar  der  Differentialteiler  erster  Gbittung 

und  nehmen  dieselbe,  was  (S.  487)  statthaft  ist,  sogleich  so  normiert  an, 
dals  die  ersten  jp  —  1  Divisoren,  nicht  aber  SB,  den  gegebenen  Faktor  ^^ 
besitzen;  die  zugehörigen  Differentiale  seien 

dWi  =  fpi dZy    div^  ==  fPi dZy  . . .  dwp^i  =  7^— i dZy    di/Op  =  fppdZy 

wobei  die  Variable  z  so  gewählt  sein  möge,  dais  der  zu  dz  gehörige 
Divisor  für  jeden  der  /t  Primfaktoren  von  %  die  Ordnungszahl  Null 
hat.  Da  nun  q^xfVjif  -  -  9V— i  bereits  im  Punkte  ^^  verschwinden,  so 
erhalten  wir  die  durch  %  teilbaren  Divisoren  der  Klasse  W  durch 
Auflösung  der  fi  — 1  linearen  Gleichungen: 

^ViC^i)      +  ^<P2(5ßi)       +  •   •  +  ^p-l  <|Pp-i(?i)  =  0 
^Vim      +^92(^2)      +•  •  +  a;p-i<|Pp-i(*2)  =  0 

^i9i(?M-i)  +  ^9?2(^M-i)  +  •  •  •  +  ^p-i  ^P-i  (^M-i)  =  0- 
Wären  diese  Gleichungen  voneinander  unabhängig,  so  gäbe  es  in  TF 
(p  —  1)  —  (fi  —  1)  — p  —  /i  Multipla  von  81;   da  aber  die  Zahl  dieser 
Differentialteiler  um  Eins  grölser  sein  soll,  so  muJs  eine  dieser  Glei- 
chungen eine  Folge  der  übrigen  sein;  es  muJGs  also  der  Bang  der  Matrix 

Vi (?/.-«)>  Vi(?/.-»)>  •  •  •  <f>ß-t(^^~i),  q>^-ii^^-,), . . .  ipp-i{^^-,) 

genaa  gleich  ft  —  2  sein.    Ist  aber  diese  Bedingung  für  ein  Pnnki- 
system   $x,  ^, . . .  $^— i   wirklich   erfällt,    so   besitzt  umgekehrt  die 
Klasse  Ä  des  Divisors  St  =  ^^  $2  ■  •  •  $/<— 1  ^m  ^®  Dimension  zwei. 
Nun  mag  in  obiger  Matrix  die  erste  Determinante  (jfi  -  2)*»  Ordnung: 

^  =  |9'»(^*)I  (<y,Ä  =  i.2,...|.-2) 

von  Null  verschieden  sein,  und  die  aus  ihr  durch  Ränderung  hervor- 
gehenden Determinanten  {(t  —  1)^'  Ordnung  mögen  der  Reihe  nach  mit 
A^—i,  £^ß, . . .  Ap— 1  bezeichnet  werden.  Dann  bilden  nach  einem  be- 
kannten Satze  der  Determinantentheorie  die  (ja  —  (i+l)  Gleichungen 

zusammen  mit  der  Ungleichung  A  4=  0  auch  ein  notwendiges  und  hin- 
reichendes System  von  Bedingungen  für  die  Punkte  ^i,  ^,  . . .  $/>— 1. 
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Es  darf  aber,  wenigstens  im  allgemeinen,  die  Anzahl  der  Bedingongs- 
gleichungen  nicht  gröijser  als  die  Zahl  der  zu  bestimmenden  Pmikte 
sein,  und  es  maus  daher 

also 

sein.    Daher  finden  wir  für  f«  die  ganze  Zahl 

/t==-|-  +  l     oder    ^=^±-, 

je  nachdem  p  gerade   oder   ungerade   ist,  und   es   ist  diesen  beiden 

Fällen  entsprechend 

p  =  2fi  — 2    oder    |)  =  2fi  — 3. 

Im  ersten  Falle  wird  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  derjenigen 
der  zu  bestimmenden  Punkte  gleich,  und  es  ergiebt  sich  alailftTiTi  nur  eine 
endliche  Ati7aVi1  yon  Klassen  A  der  Dimension  zwei;  im  zweiten  ist 
die  Zahl  der  Gleichungen  um  Eins  gröüser  als  die  der  Unbekannten, 
und  es  giebt  also  einfach  unendlich  viele  Divisorenklassen  der  ge- 
suchten Beschaffenheii 

Stellen  wir  die  Tabelle  f&r  p  und  fi  auf: 

J9  =  1,  2,  3,  4,  6,  6,  7^  8,  .  .  . 
ft  =3  2,  2,  3,  8,  4,  4,  6,  6,  .  .  . 

SO  finden  wir  das  Resultat  an  den  vollständig  behandelten  f^en|)->l 
bis  |)  »  4  bestätigt;  denn  es  ergeben  sich  f&r  p  =  \  und  p  =  2  unend- 
lich viele,  resp.  eine  einzige  Klasse  von  Funktionen  zweiter  Ordnnngj 
und  ebenso  fiir  jp  =  3  und  jp  =  4  unendlich  viele,  resp.  eine  endliche 
Anzahl  Klassen  von  Fimktionen  dritter  Ordnung. 

Aber  es  bleibt  zu  beachten,  dals  die  erhaltene  Bestimmung  der 
Zahl  fi  nur  „im  allgemeinen '',  also  bei  ordinären  Körpern  gut.  Denn 
wir  haben  gesehen,  dals  es  für  beliebig  grofses  Geschlecht  Funktionen 
zweiter  Ordnung  geben  kann,  wenn  nämlich  der  Körper  hyperelliptisch 
ist;  bei  solcher  Annahme  ändert  sich  auch  die  Zahl  der  Moduln,  and 
die  Normalgleichung  muljs  durch  eine  andere  ersetzt  werden.  Wir  wollen 
jetzt  noch  einen  Schritt  weiter  in  dieser  Untersuchung  spezieller  Körper 
gehen,  indem  wir  für  Körper  beliebigen  Geschlechtes  den  Fall  dis- 
kutieren, dals  keine  Funktionen  zweiter,  wohl  aber  solche  dritter  Ordnung 
existieren.  Hierbei  können  wir  jetzt  !>  ^  5  voraussetzen,  da  die  Falle 
|>  =  3  oder  4  in  der  neunundzwanzigsten  Vorlesung  behandelt  sind. 

§4. 

Wenn  in  einem  Körper  K  vom  Geschlechte  jp  >  4  eine  Divisoren- 
klasse A  der  Ordnung   drei   und   der  Dimension   zwei  vorhanden  ist, 
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so  ißt  sie  stets  die  einzige  Elasse  dieser  Beschaffenlieit.  Denn  giebt 
es  in  einem  Körper  zwei  yerschiedene  solche  Klassen: 

^  =  («,«')    und    J?  =(»,»'), 
und  bildet  man  die  Fimktionen 

so  besteht  zwischen  diesen  eine  Gleichung: 

J(a:,y)-0, 

welche  in  jeder  der  beiden  Yariabeln  vom  dritten  Gbade  ist.  Diese 
Gleichung  kann  nicht  reduktibel  sein^  denn  sonst  wäre  die  Funktion 
auf  der  linken  Seite  notwendig  die  dritte  Potenz  eines  in  x  und  y 
linearen  Ausdruckes;  folglich  müiste  y  eine  lineare  Funktion  von  x  sein: 

_  ax  +  ß 

und  die  Elassen  Ä  und  B  waren  also  dieselben;  das  widerspricht  aber 
der  Annahme.  Daher  ist  der  Korper  K(x,  y)  mit  dem  gegebenen 
identisch;  und  wenn  wir  durch  die  Formel  (6)  auf  S.  386 

l>  =  (wt-l)(n-l)-d 

das  G^chlecht  bestimmen^  so  erhalten  wir^  weil  d  nicht  negativ  sein 
kann  und  «n  =  n  =  3  ist,  als  Folge  unserer  Voraussetzung: 

Bei  |>  =>  4  giebt  es  nun^  wie  wir  sahen^  wirklich  im  allgemeinen  noch 
zwei  Klassen  der  Ordnung  drei  und  der  Dimension  zwei;  für  p  >  4 
kann  es  aber  in  der  That  nur  noch  eine  solche  geben. 

Bestimmen   wir   also   yermöge  der  so  eindeutig  charakterisierten 
DiyisorenMasse  A  eine  Funktion  dritter  Ordnung 

1)  a:  =  ^^ 

so  sind  alle  anderen  derselben  Ordnung  in  der  Formel  enthalten: 

f       ax  +  B 
yx-f-o 

und  eine  derartige  lineare  Transformation  entspricht  nur  einer  Ver- 
änderung der  Grunddivisoren  der  Klasse  Ä.  Die  Ordnung  des  Ver- 
zweigungsteilers 3«  ist 

M?  =  2i)  +  4, 

es  giebt  also  in  der  Klasse  Ä  im  allgemeinen  w  ganze  Diyisoren,  welche 
durch  Quadrate  teilbar  sind.  Wählt  man  zwei  solche  als  Zähler  und 
Nenner  von  x': 
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so  kann  man  hierdurch  x^  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  bestimmen. 
Wir  wollen  aber  yon  solcher  Normierung  der  Yariabeln  x  vorläufig 
absehen  und  den  Nenner  K'  als  ans  drei  verschiedenen  Primteilem 
bestehend  annehmen: 

Da  uns  für  die  Konstruktion  der  zweiten  Funktion  y  des  Körpers  JT 
keine  weitere  ausgezeichnete  Divisorenklasse  zur  Yerf&gnng  steht,  so 
bilden  wir  sie  am  besten  mit  Hilfe  der  Potenzen  von  A,  Betrachten 
wir  die  Klasse  Jlj  so  finden  sich  in  ihr  stets  die  i^  +  1  ganzen 
Divisoren 

r,  r-'a',  r^*«", ...«'^ 

und  diese  sind  voneinander  linear  unabhängig;  weil  binäre  Formen 
in  Linearfaktoren  zerlegbar  sind  und  daher  eine  homogene  Relation 
v'^^  Ghrades  zwischen  %  und  Sl'  nicht  bestehen  kann,  wenn  nicht  auch 
eine  lineare  vorhanden  ist;  das  letztere  ist  aber  ausgeschlossen.  Die 
obigen  v  -h  1  Divisoren  bilden  aber  bei  hinreichend  grolsem  v  noch  kein 
Fundamentalsystem  der  Klasse  Ä!\   denn   dann  ergiebt  sich  fBr  ihre 

Dimension  r  jn      a  ^i 

{A  }==3v— !>  +  1, 

und  diese  Zahl  ist  fOr  v  >  y  grofser  als  i/  +  1  •  Es  sei  nun  r  der 
kleinste  Exponent,  für  welchen 

ist;  dann  giebt  es  in  der  Klasse  A^  mindestens  r  +  2  linear  unabhängige 
ganze  Divisoren 

2)  r,     r "'«',...«'",    %n 

und  wenn  wir  alsdann  die  Funktion 

bilden,  so  können  wir  leicht  zeigen,  dafs  der  Körper  K{x^  y)  mit  dem 
gegebenen  identisch  ist 

In  der  That  besteht  zwischen  x  und  y  eine  bestimmte  Gleichung 
vom  dritten  Grade  in  y: 

-p'(^;y)  =  (!/-yi)(y-y2)(y-j/8) 

=  y^  +  «2  {x)y^  +  a^ip^y  +  %{x)  =  0, 

worin  die  Koeffizienten  a^,  a^,  a^  ganz  sind,  weil  y  eine  ganze  Funktion 
von  x  ist.  Diese  Gleichung  ist  irreduktibel;  denn  sonst  wäre  notwendig 
F{xj  y)  die  dritte  Potenz  eines  in  y  linearen  Ausdruckes 
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es  mülBte  also  y  eine  ganze  Funktion  r^^^  Grades  von  x  von  der  Form 

y^'CQ  +  c^x  +  CiX^'] heva?'" 

sein^  nnd  wenn  man  hier  für  x  und  y  die  Divisorendarstellungen  (1) 
und  (3)  einsetzt;  so  erhielte  man  eine  lineare  Relation  zwischen  den 
Divisoren  der  Reihe  (2),  was  der  Annahme  widerspricht. 

Um  jetzt  die  Grade  der  Koeffizienten  ct^f  ^}  %  zu  bestimmen, 
denken  wir  uns  die  Reihenentvrickelungen  der  Funktion  y  für  die  Stelle 
(x  =  oo)  aufgestellt  Da  der  Nenner  K'  aus  drei  verschiedenen  Prim- 
teilem  bestehen  sollte  und  die  drei  Blatter  der  Riemannschen  Flache 
also  im  Unendlichen  unverzweigt  sind,  so  erhalten  wir  drei  konjugierte 

Reihen,  welche  nach    ganzen    Potenzen  von  —  fortschreiten  und  von 

der  Form  sind: 

Bildet  man  mit  ihrer  Hilfe  die  Funktionen  (i^(x),  a^^x),  %(x)y  so  er- 
geben sich  ihre  Gh'adzahlen  resp.  gleich  r,  2r,  3r,  wobei  aber  die  höchsten 
Koeffizienten  nicht  unbedingt  von  Null  verschieden  sein  müssen. 

Nun  kann  man  femer,  ohne  etwas  wesentlich  zn  verändern,  zu  y 
eine  beliebige  ganze  Funktion  r^^  Grades  hinzufügen  und  hierdurch 
erreichen,  dals  der  Koeffizient 

«,(«) 8(if) 

in  Fortfall  kommt.  Die  Normalgleichung  kann  also  jetzt  in  der  Form 
angenommen  werden: 

4)  y^  +  a(x)y  +  h{x)  =  0, 

worin  a  und  h  ganze  Funktionen  von   den  Graden  2r,  resp.  3r  sind. 

Der  vorher  definierte  Exponent  r,  der  für  diese  Untersuchung  von 
wesentlichster  Bedeutung  ist,  kann  noch  auf  anderem  Wege  bestimmt 
und  erklart  werden.  Fragen  wir  nämlich  allgemein  nach  der  Dimension 
einer  Potenz  ^^,  so  ist  diese  Aufgabe  nach  §  4  der  siebzehnten  Vorlesung 
identisch  mit  der  Bestimmung  der  vollständigen  Schar  der  Funktionen 
mit  dem  Nenner  SC,  und  wenn  v  alle  Werte  durchlauft,  so  erhalten  wir 
also  die  Gesamtheit  aller  ganzen  Fimktionen  von  Xy  d.  i.  das  Ideal  J(l) 
des  Körpers  K{Xy  y),  Stellen  wir  nun  nach  den  Regeln  der  vierzehnten 
Vorlesung  ein  Fundamentalsystem  für  dieses  Ideal  auf: 

i^'\  i^'\  i^'\ 

und  nehmen  dasselbe  als  normal  für  die  Stelle  {x=^oo)  an,  so  ist 
(vgL  S.  299)  1^^)==  1,  und  die  Ordnungszahlen  von  |(*)  und  5^')  sind 
negativ  und  mögen  daher  mit  —  q^  und  —  p^  bezeichnet  und  nach 
der  Grölse  geordnet  sein. 
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Bilden  wir  nun  die  Schar  der  Funktionen  mit  dem  Nenner  8'*, 
so  haben  wir  drei  Falle  zu  nnterscheiden,  je  nachdem 

1)  V  <  p,,      2)  pg  ^  1/  <  Pj,      3)  V  ^  ?8 
ist. 

L  Ist  V  <  Q^,  so  ergiebt  sich  für  jene  Schar  ein&ch  das  Fanda- 

mentalsystem 

es  ist  also 

n.   Ist  (»8  ^  t^  <  Qs7   ^^  erhalten  wir  als  Fnndamentalsystem  der 
Schar 

folglich 

{Ä'}  =  2(V+1)-Q,. 

m.  Ist  v'^Q^,  so  wird  das  Fondamentalsystem 

l,x,x',..,  X']    |W,  a;6W, . . .  aj^-e.  JW;    J(«),  a;|W, . . .  x^-H^'\ 
also 

{^'}-3(v  + !)-(»,-(»,. 
Hieraus  folgt,  dafs  der  kleinBte  Exponent  v,  füx  den 

ist;  gleich  (>,;  also  die  Zahl  r  ==  (>,  ist;  man  kann  daher  auch  die  zweite 
Funktion  |(^)  des  Fundamentalsystems  einfach  gleich  y  annehmen.  Femer 
ergiebt  sich,  da  im  dritten  Falle  die  Dimension  gleich  Sv—p  +  l 
sein  mnJGs;  für  das  Geschlecht  p  die  Formel 

1>  =  P2  +  Ps  -  2, 

oder,  wenn  wir  jetzt  p,  durch  r  +  s  ersetzen: 

5)  p  =  2r  +  s  -  2. 

Hierbei  ist  8  nicht  negativ,  weil  q^  ^  q^  ^^^9  ^^^  ®8  ^s*  femer  s^r- 
Denn  die  Funktion  y*  hat  den  Nenner  Ä'*'^,  und  hier  würde,  falls 
s>  r  wäre,  der  Exponent  2r  kleiner  als  Q^  =  r  +  s  sein;  folglich  er- 
^be  sich  nach  11)  für  die  Funktion  y^  die  Darstellung 

worin  die  Indices  die  Ghrade  der  ganzen  Funktionen  ^(^i!;)  angeben. 
Eine  solche  Darstellung  widerspricht  aber  der  Irredoktibilitat  der 
Gleichung  F(x,  y)  -=»  0,  und  es  ist  also  in  der  That 

6)  0<s<r. 
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Hieraus  ergiebt  sich  noch  für  den  Exponenten  r  eine  obere  und  eine 
untere  (Frenze:  ,  ^  ,  ^ 

wodurch   die  Anzahl   der  möglichen  Werte   von  r  auf  ein   ziemlich 

kleines  Intervall  von  der  Gh-olse  ^^|—  eingeschränkt  wird;    fftr  p==6 

kann  z.  B.  nur  r  =  3,  für  p  =  6  oder  7  nur  r  ==  3  oder  4  sein.  Stets 
aber  ist  die  Anzahl  der  Kombinationen  (r,s),  welche  bei  gegebenem 
Geschlecht  der  Gleichung  (5)  und  der  Ungleichung  (6)  genügen^  eine 
endliche. 

§5. 

Wir  denken  uns  jetzt  zu  gegebenem  p  eine  mögliche  Zahlen- 
kombination (r,s)  berechnet  und  fragen,  welche  Bedingungen  die 
Koeffizienten  a  und  b  der  Gleichung  (4)  des  vorigen  Abschnittes 

y'  +  a(x)y  +  b(x)  =  0 

^  a(x)  =  kx^''-\ ,    6(a;)  = /Lia?*'"  H 

erfQllen  müssen,  damit  das  Geschlecht  des  Gebildes  gleich  p  wird.  Die 
Lösung  dieser  Aufgabe,  nämlich  die  Bildung  der  Normalgleichung  für 
diejenigen  Körper  des  Geschlechtes  p,  welche  auf  dreiblättrige  Flächen 
bezogen  werden  können,  wollen  wir  unter  der  Einschränkung  durch- 
führen, dafs  wir  bei  Bestimmung  der  Singnlaritöten  des  Gebildes  die 
einfachsten  unter  den  zulässigen  Annahmen  machen. 
Die  Diskriminante  der  Gleichung 

-D  —  (yx-y,)»(yi-y,)»(%-y,)'  =  4o»+  276« 

ist  vom  Qmde  6r.    Da  aber  die  Zahl  der  Yerzweigungspunkte  nur 

w=^2(p  +  2)=^2(2r  +  s) 

ist,  so  muJGs  D  nach  dem  Satze  auf  S.  395  aufser  der  Körperdiskriminante 
noch  einen  quadratischen  Faktor  X^  enthalten,  wo  X  vom  Grade 

2)  r  =  3r-y  =  r-s 

ist  Der  Divisor  der  Doppelpunkte  ist  also  nach  Ausscheidung  der 
Primdivisoren  5ß^  von  der  Ordnimg  2(r  — 5),  und  das  Gebilde  muls 
also,  wenn  wir  der  Forderung  in  einfachster  Weise  genügen  wollen, 
r  —  8  Doppelpunkte  im  Endlichen  erhalten. 

Dieses  wichtige  Resultat  kann  auch  auf  anderem  Wege  abgeleitet 
und  überdies  als  hinreichende  Bedingung  erwiesen  werden.  Die  drei 
Entwickelungen  für  (a;  =  00)  lauteten 

3)  yi  =  «i^''  +  ---,   y2  =  ^^'"  +  -";   ys  =  ^^''  +  '", 

wobei  wir  die  KoefQzienten  e^,  e^,  e^  jetzt  als  verschieden  annehmen 
können.     Umgekehrt    aber    ergiebt    die    Anwendung    des   Diagramms 
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auf  eine  Oleichmig  der  Form  (1),  daCs  das  erste  Glied  einer  Reihen- 
entwickelang  für  {x  =»  oo)  gleich  ex^  ist;  wo  e  der  kubischen  Gleichung 

e»  +  >lc  +  /i  =  0 

genügt;  deren  drei  Wurzeln  e^^e^^e^  verschieden  ausfallen^  wenn  nur 
4A»  +  27/i«4=0  ist. 

Zufolge  dieser  Gleichungen  (3)  besitzt  aber  das  Gebilde  bei 
{x  =  (x>^  y  =  oo)  eine  bestimmte  Singularitilt;  denn  bilden  wir  die 
Diyisorengleichung  (S.  382) 

dF       ^8x 


so  ist  in  unserem  Falle  n  =  3,  wt  ==  3r,  n«  =  Ä',  Hy  =  8'*^  also 

ajp^^8x 
dy       ^'*'-* 

dF 
Andererseits  wird  -j--  in  jedem  der  drei  Punkte  ^^^  in  der  (2r)*^  Ordnong 

unendlich  und  besitzt  also  in  der  reduzierten  Form  den  Nenner  S('*'; 
da  aber  alle  Yerzweigungspunkte  ins  Endliche  fiedlen;  so  mufs  S)  dorcii 
SI'^'^  teilbar  sein,  und  wir  können  daher  setzen 

wo   S)i  den  Divisor  der   endlichen  Doppelpunkte  bedeutet     Als  seine 
Ordnung  ergiebt  sich  dann  genau  wie  vorher  2t  =  6y  —  w  =  2(r-5). 
Wir  wollen  jetzt  die  r  Doppelpunkte 

iS^u  ßi\     («27  ß%)y  •  •  •  («t,  ßt) 
als  gegeben  annehmen^  so  dafs  die  vorher  eingeführte  ganze  Funktion 

X{x)  =  (ic  —  «i)  (^  —  «,)  . . .  (a?  —  Ot) 

bekannt  ist.  Um  dann  das  allgemeinste  Gebilde  dieser  Art  wirklich  zu 
konstruieren  und  damit  die  Herstellung  der  Normalgleichung  zn  voll- 
enden; haben  wir  nur  die  Bedingung  dafür  festzustellen;  daiis  jeder 
Punkt  («Ä,  ßh)  ein  Doppelpunkt  ist. 

Da  die  Summe  der  drei  konjugierten  Funktionen  y^y  y^,  y^  ver- 
schwindet; so  erhalten  wir  bei  {x  =  «*)  drei  Reihenentwickelungen 
der  Form 

2/i  =         ßh  +  Yh  {^  —  (^h)-\ 

y,=       /JA  +  yi'(a:-aÄ)  +  .-.   (yi+yJlf+yr=ö). 
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Folglich  ist,  wenn  man  nur  bis  znr  ersten  Potenz  yon  {x  —  an)  geht: 
F(x, y)  =  (y-ß,- yl (X - a,))  {y-ßk- yL' (x - a,))  (y  +  2ß,- yi" (z - «,)) 
oder  (mod.  {x-a,y) 

5)    F(x,  y)  =  (y - /J»)» (jf + 2 ß,)  +  x,(x - «*) (y - ft)  (mod.  (x - «*)»), 

worin 

i*  =  -  yi(y  +  2/JA)  -  yI'(y  +  2/JÄ)  -  yi"  (y  - /Ja)  =  3yr /J* 

eine  Eonstante  ist  Diese  kann  aber  beliebig  gewählt  werden,  denn 
nmgekehrt  zeigt  die  Anwendung  des  Diagramms  oder  auch  schon 
die  Darlegungen  anf  S.  373,  dais  das  Gebilde,  falls  eine  Kongruenz  der 
Form  (6)  besteht,  bei  (x  =^cck,  y  =  ßh)  einen  Doppelpunkt  erhält. 

Durch  die  Kongruenz  (5)  werden  nun,  wenn  die  3r  Grölsen 
a«,  ßkf  h  willkürlich  gegeben  sind,  die  ganzen  Funktionen  a(x)  und 
h(x)  bis  auf  Yielfetche  von  X^(x)  bestimmt  In  der  That  kann  man 
zunächst  die  Relation  (5)  durch  Yergleichung  der  einzelnen  Potenzen  von 
y  in  zwei  Kongruenzensysteme  für  die  Koeffizienten  a(x)  und  b(x) 
auflosen: 

a{x)  EE  -  3/Jj  +  A*  (ic  -  an)        (mod.  (x  -  a*)«) 

b(x)  =  +  2ßl-XkßH(x-aH)    (mod.  (x-a^y). 

Zufolge  der  ersten  Kongruenz  ist  nun  a(aH)  >=  —  S/Jj,  also  hat  man 
nach  der  Lagrangeschen  Interpolationsformel 

a(a;)^-^^^      (xnod.  Z(x)), 

oder  es  ist,  wenn  man  die  Sninme  kurz  durch  OgC^)  bezeichnet: 

a{x)  =  a^(x)  +  X{x)  G(x), 
wo  G(x)  eine  ganze  Funktion  bedeutet    Für  diese  ei^ebt  sich  aber 


e  w  -  (^l^),„r 


oder 


wodurch  wiederum  G{x)  bis  auf  ein  Vielfaches  von  X(x)  bestimmt  isi 
Bestimmt  man  ebenso  b{x),  so  erhalt  man  schlieiklich: 

«M  -     '  ^  '  ^(a;) Xix)  +  a,{x)  X(x)' 

X(x)  +  b,ix)  X(x)\ 
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worin  a^^  a^,  i^,  b^  bestimmte  Funktionell  des  Grades  r  —  1,  o^  ^^^  ^  ^ 
willkürliche  ganze  Funktionen  des  Ghrades  2r  —  2r,  resp.  3r  —  2t  foni 
Die  Zahl  der  in  der  Gleichung  (1)  auftretenden  Konstanten  ist  somit: 

3ir  +  (2r  -  2t  +  1)  +  (3r  -  2t  +  1)  =  4r  +  s  +  2. 

Es  bleibt  nun  noch  übrig,  zu  bestimmen,  wie  viele  dieser  Eon- 
stanten sich  durch  Normierung  der  Yariabeln  x  und  y  beseitigen  lassen. 
Da  die  Klasse  A  eindeutig  bestimmt  ist,  so  kann  die  Variable  x  nur 
noch  durch  eine  lineare  gebrochene  Funktion 

^i^ccx  +  ß 
yx-\-d 

ersetzt  werden.  Mag  man  nun  die  auf  S.  653  angegebene  Normienmg 
wählen  oder  irgend  eine  andere,  immer  kann  man  auf  diese  Weise 
drei  Konstanten  der  Normalgleichung  in  Fortfall  brii^en.  Etwas 
weniger  einfach  liegen  die  Verhältnisse  f&r  die  Funktion  j(,  da  wir 
hier  zwei  yerschiedene  Fälle  unterscheiden  müssen,  je  nachdem  die 
Zahl  s  positiv  oder  Null  ist. 

Ist  s  positiv,  so  ist  y  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  durch  die 
beiden  Eigenschafben  völlig  bestimmt,  daCs  ihr  Nenner  gleich  S'**  und 
ihre  Spur  gleich  Null  ist.  Denn  in  diesem  Falle  ist  in  der  auf  S.  556 
gewählten  Bezeichnung  Q^>  Q^,  also 

{Ä']  =  r  +  2, 

und  jede  Funktion  mit  dem  Nenner  91 ''^  ist  in  der  Form  enthalten: 

fny  +  gr{x)y 

wo  Qrix)  eine  ganze  Funktion  r^^  Grades  ist;  soll  also  ihre  Spur  ver- 
schwinden, so  mufs  gr{x)  =  0  sein.  Daher  kann  man  in  der  Normal- 
gleichung  nur  noch  y  durch  my  ersetzen  und  die  in  ihr  auftretenden 
4r  +  s  +  2  Konstanten  im  ganzen  um  vier  vermindern. 

Ist  aber  s  =  0,   so   ist  y   durch   die   obigen  beiden  Forderongai 
nicht  bis  auf  eine  Konstante  festgelegt.    Denn  in  der  auf  S.  556  doreb- 
geführten  Untersuchung  fällt,  weil  q^  =^  q^  ist,  die  zweite  Eventoalifit 
gänzlich  aus  und  es  ist 

{A']  =  r  +  ^. 

Die  sämtlichen  Funktionen  mit  dem  Nenner  St''^  sind  in   der  Foisul 

enthalten: 

ri  =  my  +  m^  y^  +  gr{x)y 

wo   y'  =  |(^)  die  dritte  Funktion  des   obigen  Fundamentalsystems  H 
für  welche   ebenfalls  S(y^)  =  0  angenommen  werden  kann.     SoD  •'•17 
die  Spur  von  r]  verschwinden,  so  mufs  |;r 
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sein,  und  man  kann  also  durch  eine  derartige  Abänderung  der  ab- 
längigen Yariabeln  noch  zwei  Eonstanten  in  Fortfall  bringen.  Hier- 
durch yerringert  sich  die  Eonstantenzahl  in  diesem  Falle  im  ganzen 
mn  f(in£  Jetzt  aber  haben  wir  offenbar  alle  möglichen  Umformungen 
der  Normalgleichung  in  Betracht  gezogen^  und  wir  erhalten  somit  den 
beiden  unterschiedenen  Möglichkeiten  entsprechend 

4r  +  s-2=i)  +  2r,    resp.    4r  -  3  =i) -f  2r  -  1 

wesentliche  Eonstanten  oder  Moduln.  Bei  geeigneter  Normierung  er- 
halten diese  Eonstanten  f&r  zwei  algebraische  Gebilde  derselben  Elasse 
gleiche  Werte. 

Wir  erhalten  somit  folgenden  Satz^  in  dem  wir  das  Hauptresultat 
der  Untersuchung  zusammenfassen: 

Wenn  in  einem  Eörper  vom  Geschlechte  i?  >  4  keine 
Funktionen  zweiter,  wohl  aber  solche  der  dritten  Ordnung 
existieren,  so  giebt  es  eine  und  nur  eine  Diyisorenklasse  A 
der  Ordnung  drei  und  der  Dimension  zwei  und  eine  bestimmte 
Potenz  von  A  mit  möglichst  niedrigem  Exponenten  r,  deren 
Dimension  gröfser  als  r  -f  1  ist.    Setzt  man  dann 

l)  =  2r-fs-2, 
so  ist 

und  die  Elasse  des  algebraischen  Gebildes  ist  durch 

p  +  2r,     resp.      |)  -f  2r  —  1 

Moduln  oder  Inyarianten  charakterisiert,  je  nachdem  s  positiv 
oder  Null  ist. 

Es  ist  bemerkenswert,  daCs  bei  den  hier  untersuchten  algebraischen 

Qebilden^  welche  die  speziellsten  nächst  den  hyperelliptischen  sind,  die 

:  Zihl  der  Moduln  nicht  mehr  blofs  vom  Geschlechte  jp,  sondern  noch 

r   tkbsl  einer  zweiten  Invariante  des  Eörpers,  eben  dem  Exponenten  r  ab- 

•    lUmgi   Körper  mit  nngleichem  r  sind  offenbar  niemaU  ineinander  tams- 

^bmiierbar.   Will  man  bei  gegebenem  Geschlechte  die  Zahl  der  Moduln 

-  XKiSglichst  grois  erhalten,  so  muls  man  innerhalb  der  zulässigen  Grenzen 

^r  möglichst  grois,  also  s  möglichst  klein  annehmen.    Zu  diesem  Zwecke 

lut  man,  da  p  =  5  (mod.  2)  ist,  s  ==  0  oder  =  1  zu  setzen,  je  nachdem  p 

.  Cprade  oder  imgerade  wird.    Dann  wird  r  =  -|-  +  1,  resp.  ==^-^'  ^uid 

,-:  die  Zahl  der  Moduln  wird   in  beiden  Fallen  gleich  2p  +  1  •     Wenn 
'  •  ^  1  ist,  wird  die  Zahl  der  Moduln  <  2p  -f-  1 . 
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Bei  dar  Ätifstellang  der  Normalgleichnng  liaben  wir  dia  beiden 
Annahmen  gemacht,  dals  die  Koeffizienten  e,,  Cj,  ^  in  (3)  vonein- 
ander Terecliieden  sind,  also  die  GleicliangsdiBkriminante  D  wirklich 
den  Qrad  6r  besitzt,  und  dals  die  Eorve  im  Endlichen  nur  gewöhn- 
liche Doppelpunkte  zu  Singularitäten  hat.  Nur  die  zweite  dieser  An- 
nahmen bedeutet  eine  wirkliche  Einschränkung  des  Probleme,  denn  die 
erste  Forderung  kann,  wenn  sie  für  eine  Gleicbnng  der  Form  (1)  nicht 
von  vornherein  erfüllt  ist,  stets  durch  Aasftlhnmg  der  birationalen 
Transformation : 

6)  «■  =  — ^^ ™^-eL^+J 


af  = 


yx  +  S 


Ibeff^ 


realisiert  werden.  Bei  einer  solchen  Transformation  tritt  nämlich  S1 

an  die  Stelle  von  St'  =  itj.  der  Divisor  S3'=  ni=  g  ^,y,  wählt  man  ako 

y  und  ä  BO,   dals    die    Gleichung  (1)    flir   3:= drei   verschiedene 

Wurzeln  hat,  so  fallen  auch  die  Anfangskoeffizienten  in  den  Reihen- 
entwickelungen  von  y'  nach  Potenzen  von  -t  verschieden  aus.  Durch 
die  Transformation  (6)  wird  in  dem  Divisor  (4)  nur  die  Potenz  W*' 
in  S'*"^  verwandelt;  der  Divisor  2),  der  endlichen  Doppelpunkte  bleibt 
bei  ihr  unverandert 


n 


A 


Zweiunddreifsigste  Vorlesimg. 

Die  PeriodizilAtseigeiiBchaften  der  Abelschen  Integrale.  —  Ziel  und  Plan  der 
folgenden  ünterBuclrnng.  —  Funktionen  mit  einer  ünendlichkeitsstelle  und  Inte- 
grale erster  und  zweiter  Gattnng.  —  Ihre  Ordnungszahlen.  —  Algebraische  Nor- 
mierung der  Fondamentalintegrale  mit  keiner  oder  einer  Unstetigkeitsstelle.  — 
Allgemeine  Integrale  zweiter  Gattnng.  —  Irreduktible  Systeme  und  Fundamental- 
systeme  für  die  allgemeinen  Integrale  zweiter  Gattnng. 

§  1. 

Wir  kehren  jetzt  zu  der  Untersuchung  der  Periodizitatseigenachaften 
der  Abelschen  Integrale  zurück^  die  wir  in  der  einundzwanzigsten  und 
zweiundzwanzigsten  Vorlesung  in  Angriff  genommen  haben^  und  woUen 
nunmehr  die  damals  erlangten  Ergebnisse  noch  einmal  vermöge  einer 
ganz  anderen  und  viel  tiefer  eindringenden  Methode  ableiten  und  sodann 
weiterfahren. 

Die  damalige  Herleitung  hatte  zum  Fundamente  die  Kenntnis  der 
Zusammenhangsverhältnisse  und  die  Zerschneidung  der  Biemannschen 
Fläche.  So  einfach  und  folgenreich  aber  auch  die  a.  a.  0.  auseinander- 
gesetzten Hilfssatze  der  Analysis  situs  sind^  so  bringen  diese  doch  ein 
dem  Gegenstande  fremdartiges  Element  in  die  Untersuchung  hinein, 
80  daXs  an  dieser  Stelle  der  systematische  Aufbau  der  Theorie  der 
Abelschen  Integrale  nicht  lückenlos  und  vollendet  erscheint  und  einige 
der  gewonnenen  Resultate  den  Charakter  des  Unvollständigen  oder 
auch  Zufälligen  erhalten.  Es  liegt  dies  daran^  dals  die  hier  wesent- 
lichen Eigenschaften  der  Biemannschen  Fläche  nur  durch  geometrische 
Theoreme  erschlossen  und  dals  der  Fundamentalbegriff  ;;  Ordnung  des 
Zusammenhanges '^  rein  logisch  durch  den  Hauptsatz  3  der  Analysis 
situs  auf  S.  327  gewonnen  worden  ist.  Hingegen  fehlt  an  dieser  SteUe 
das  analytische  Gerüst,  durch  welches  es  möglich  wird,  die  Zusammen- 
hangseigenschaften der  Biemannschen  FULche  auf  Eigenschaften  von 
Bechnungsausdrücken  zu  stützen  und  hierdurch  eine  unmittelbare  Ver- 
bindung zwischen  der  Ordnungszahl  des  Zusammenhanges  und  der 
Zahl  der  linear  unabhängigen  Integrale  erster  Gattung  herzustellen. 

Aus   dieser  ■>   entsteht   das  Bedürfiiis,  neben   dem  vorher 

nc  durch  direkte  algebraische  Methoden  Ein- 

86* 


Kacti  einem  früher  bewiesenen  Satze  bilden  aledanu  die  n  FonJ 
der  Reihe  (2)  ebenfaUs  ein  Fundamcutalsysteni  fiir  ein  Ideal,  ^ 
nach  dem  Theoreme  V  auf  S.  231  und  der  üu  ihm  gehörigen  Anm 
zn  bestimmen  iat.  Der  zur  VariabeJn  z  gehörige  Venwe 
divisor  3<  enthält  nämlich  den  Pnnkt  ^^  genau  in  der  (n  — 1) 
nting,  und  wir  können  daher  zonäGhst 

setzen,  wo  ß^  das  Produkt  aller  der  Potenzen  ^''  '  ist,  welche 
,  Endlichen  gelegenen  Yerzweignngsptmkteai  3ß  entsprechen.  D» 
Funktionen  |(*',  |(i), . . .  |("-^'  ein  Fimdamentalflyatem  Ar  das  Id( 
sind  und  man  bei  der  Bildxmg  dee  komplementären  Systems  n 
jenigen  Primteilem  abzusehen  hat,  welche  unendlich  fernen  Yerzwt 
punkten  entsprechen,  so  sind  die  Funktionen  (2)  ein  Fnnds 
System  für  das  Ideal  j(q-)- 

Bezeichnen  wir  femer  die  Ordnung  des  DlTiBors  3e  i^^ 
W(,  =  w.  -  «  +  1, 
so  ist  nach  den  Aasftlhrungen  auf  S.  214  die  Summe  aller  [x 
Ordnungszahlen  der  Determinante  |  |<*J  |  des  ersten  Fundamental! 
gleich  -^;  andererseits  ergebt  sich  aus  den  vorher  angegi 
Eolonnenteilem  für  {e  —  oo)  die  Summe  der  negatiT^i  Ordnung 
gleich 
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i-  i. 

m  ihnen  abgeleitet  werden  können^  indem  man  (— ]     durch  o  (—\ 

teMi,  wobei  m  eine  n^  Einheitswnrzel  bedeutet.  Die  n  Blatter  der 
iwmaniiflchen  Flache  St«  hangen  also  im  unendlichen  in  einem  einzigen 
fUna  miteinander  zusammen. 

Die  Oeeamiheit  derjenigen  Funktionen^  welche  nur  im  Punkte  ^^ 
lOBijdlich  werden,  ist  ein  Ideal,  nämlich  das  zu  dem  Divisor  1  ge- 
inge  Ideal  1(1)  der  ganzen  Funktionen  des  Körpers  K(j8,  u).  Stellen 
r  nun,  wie  auf  S.  220,  ein  Fundamentalsjstem  für  dieses  Ideal  auf 
A  bezeichnen  es  mit  einer  unbedeutenden,  fär  unsere  Untersuchung 
rebkmaisigen  Modifikation  durch 

I  kSiineii  alle  ganzen  Fonktionen  |  des  Körpers  auf  eine  and  nor 
tue  Weise  in  die  Form  gesetzt  werden: 

tibea.  Uq,Ui,...  Un—i  ganze  rationale  Funktionen  Ton  0  bedeuten.  Nelunen 
r  femer  das  Fnndamentalsystem  als  normal  f&r  die  Stelle  (0  •-  00)  an, 
mfissen  nach   dem  auf  S.  173   bewiesenen   Satze  die   reduzierten 
»lonnenteUer  des  Systems  der  Konjugierten 

15»,    ü»,    I?),  . . .  6i"-'' 


Besehen  von  ihrer  Reihenfolge  mit  den  Potenzen 

&  (f)"'  (-;)■•  -(ir- 

B^einstimmen.  Wir  können  und  woUen  nun  die  n  Funktionen 
p  k^^\  5^*^  •  •  •  S^"""^^  in  einer  solchen  Anordnung  annehmen,  dafs  der 
l^r  von  |(*)  für  die  Stelle  (js  =  oo)  gleich 


(I) 


-H'- 


wo  ftA  ganzzahlig  isi    unter  den  n  Zahlen 

Nf     f*U     f*27  •  •  •  f*»«-i 

dann  di  ^tets  gleich  Null,  weil 
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blick  in  die  Periodizität  der  Abelsclien  Integrale  und  die  Zasammenluings- 
verhältniBBe  der  Riemannsclien  FUU^he  zu  gewinnen^   oder  —  was  auf 
ganz  dasselbe  hinanskommt  —  es  erwächst  nns  die  An^abe^  diejenigen 
algebraiscben  Tbatsacben  festzustellen^  welche  den  früher  bewiesenen 
Sätzen  der  Analysis  sitns  entsprechen  und  sie  Yöllig  zu  ersetzen  imstande 
sind.    Wir  werden  zeigen^  dafs  das   in  der  That  möglich  ist.     Wir 
werden  nämlich  nach   einigen  in    dieser   Yorlesnng    gegebenen  Vor- 
bereitungen in  den  folgenden  zuerst  den  Satz  von  der  Yertanschong 
von  Parameter  nnd  Argoment  bei  Integralen  dritter  Gattung  als  rein 
algebraischen  Satz  erweisen^  ans  ihm  sodann  alle  Periodeneigenschaften 
der  Abelschen  Integrale  ableiten  nnd  hierdurch  nun  umgekehrt  ein  Ver- 
ständnis der  der  Biemannschen  Fläche  eigentümlichen  Zusammenhangs- 
yerhältnisse    gewinnen.      Bei    dieser    Anordnung    des    systematischen 
Auf  bans  fallen  die  vorher  grundlegenden  geometrischen  Sätze  des  §  2 
der  einundzwanzigsten  Vorlesung  ganz  aus  der  Betrachtung  aus. 

Diesen  Zielen  entsprechend  woUen  wir^  während  wir  früher  die 
Integrale  von  vornherein  durch  ihre  Periodeneigenschaften  normiert 
haben^  jetzt  zuvorderst  eine  andere^  algebraische  Normierung  der 
Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  zu  Grunde  legen  und  im  Zu- 
sammenhange hiermit  einige  Vorbereitungssätze  entwickeln,  welche 
auch  an  und  für  sich  von  Interesse  sind. 


§2. 

Zur  Vereinfachung  der  folgenden  Untersuchung  gehen  wir  bei  der 
Aufstellung  der  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  sogleich  von  den- 
jenigen Funktionen  des  Körpers  aus,  welche  nur  in  einem  übrigens 
beliebigen  Punkte  der  Biemannschen  Fläche  unendlich  werden.    Es  sei 

K 

eine  derartige  Funktion  und  ihr  Pol  ?ß^  von  der  n**^  Ordnung,  so 
können  wir  nach  den  Darlegungen  der  sechzehnten  Vorlesung  e  als 
unabhängige  Variable  für  eine  den  Körper  bestimmende  Gleichung 
F(u,  ;2r)  =  0  wählen  und  alle  weiteren  Betrachtungen  auf  diese  Glei- 
chung beziehen.  Der  Körper  K(z,  u)  ist  alsdann,  wie  schon  auf 
S.  640  flg.  ausgeführt  wurde,  in  Beziehung  auf  u  vom  n^^  Ghrsde,  und 
an  der  Stelle  (js  =  oo)  ergeben  sich  n  konjugierte  Beihenentwickelungen, 

welche  nach  ganzen  Potenzen  von  (--j     fortschreiten  und  alle  aus  einer 
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}_  i_ 

Ton  ümen  abgeleitet  werden  können^  indem  man  (— j     durch  cd  i—\ 

eraetsEt,  wobei  m  eine  n^  Einheitswnrzel  bedeutet.  Die  n  Blatter  der 
Biemannschen  FISche  8tj  bangen  also  im  unendlichen  in  einem  einzigen 
Cyklus  miteinander  zusammen. 

Die  Gtesamiheit  derjenigen  Funktionen^  welche  nur  im  Punkte  ^^ 
unendlich  werden^  ist  ein  Ideal^  nämlich  das  zu  dem  Divisor  1  ge- 
hörige Ideal  1(1)  der  ganzen  Funktionen  des  Körpers  K(js,  u).  Stellen 
wir  nun,  wie  auf  S.  220,  ein  Fundamentalsystem  für  dieses  Ideal  auf 
und  bezeichnen  es  mit  einer  unbedeutenden,  f^  unsere  Untersuchung 
zweckmalsigen  Modifikation  durch 

1)  i^'\  ^'\  6w, . . .  |(.-i), 

so  können  aUe  ganzen  Funktionen  |  des  Korpers  auf  eine  und  nur 
eine  Weise  in  die  Form  gesetzt  werden: 

wobei  Uq,  ti^ . . .  u»-.i  ganze  rationale  Funktionen  yon  0  bedeuten.  Nehmen 
wir  femer  das  Fundamentalsystem  als  normal  fär  die  Stelle  (0  —  00)  an, 
so  müssen  nach  dem  auf  S.  173  bewiesenen  Satze  die  reduzierten 
Eolonnenteiler  des  Systems  der  Konjugierten 


A) 


im    m    e--li"~'', 


abgesehen  von  ihrer  Reihenfolge  mit  den  Potenzen 

1  t  »— 1 


(i)',  (i)-,  (i,)-, . .  (I)  • 


übereinstimmen.  Wir  können  und  wollen  nun  die  n  Funktionen 
i^^\  i^^\  &^\  •  •  •  1^"""^^  in  einer  solchen  Anordnung  annehmen,  dals  der 
Teiler  von  |(*)  far  die  Stelle  (z  «■  00)  gleich 


C-) 


-H'- 


ist,  wo  (ih  ganzzahlig  ist    unter  den  n  Zahlen 

f*0>      ^11     f*27  •  •  •  f**-i 

ist  alsdATin  die  "tets  gleich  Null,  weil 
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^W  =  1 

iat,  während  die  übrigen  Null  oder  positiv  sind  (vgl.  S.  299),   weil  ja 

alle  Elemente  des  FnndomentalsystemB  ganze  Funktionen  von  z  sind. 

Bilden  wir  sodann  xu  dem  Systeme  (A)  das  komplementäre 

1',",  -ii",  ip, ...ii-" 


B) 


ii",    C 


■  t- 


Bo  sind  die  Teiler  der  n  Funktionen 

2)  1)1»),     7f^\     .,('), . .  .  T)(— '1 

an  der  Stelle  (j  =  oo)  der  Reihe  nach 

f>^+~  Ht+l  /<n~l  +  ^ 

(})"    {^      '   &      ■•    (i)  • 

Nach  einem  früher  bewiesenen  Satze  bilden  alsdann  die  n  Funktionen 
der  Keihe  (2)  ebenfalls  ein  Fondamentalsystem  für  ein  Ideal,  welches 
noch  dem  Theoreme  V  auf  S.  231  and  der  zo  ihm  gehörigen  Anmerknng 
zu  bestimmen  ist.  Der  zur  Variabein  s  gehörige  Verzweignngs- 
diTiHor  3.  enthält  nämlich  den  Punkt  ^„  genau  in  der  (m  — 1)"°  Ord- 
nung, und  wir  können  daher  zunächst 

setzen,  wo  3o  ^^^  Produkt  aller  der  Potenzen  $'  '  ist,  welche  den  im 
.  Endlichen  gel^enen  TerzweignngBpnnkten  $  entsprechen.  Da  nun  die 
Punktionen  f»),  |l>), . . .  Il»-^'  ein  Fundamentalsyatem  für  das  Ideal  7(1) 
sind  and  man  bei  der  Bildung  des  komplementären  Systems  Ton  den- 
jenigen Primteilem  abzusehen  hat,  welche  unendlich  fernen  Verzweignngs- 
pnnkten  entaprechen,  so  sind  die  Funktionen  (3)  ein  Foudamental- 
System  für  das  Ideal  T*!»-]- 

Bezeichnen  wir  ferner  die  Ordnung  dee  DiTieora  3o  ^^^ 
w^  =  w?,  —  «  +  1, 
80  iat  nach  den  Ansflihrungen  auf  S.  214  die  Summe  aller  positiven 
Ordnm^^zahlen  der  Determinante  1 1(*)  |  des  ersten  Fnudamentalsystems 
gleich  -^ ;  andererseits  ergiebt  sich  aus  den  vorher  angegebenen 
Kolonnenteilem  für  (e  —  oo)  die  Summe  der  negativen  Ordnungszahlen 
gleich 
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imd  da  die  Summe  aller  Ordnungszahlen  Nnll  ist,  so  erhalt  man  die 
Relation 

3)  Pi  +  f*t  H l-fin-i  =  Y  — n+  l=j>. 

Die  Summe  der  ganzen  Zahlen  (i  ist  also  gleich  dem  Oeschlechte  des 
Körpers. 

Wir  bestimmen  jetzt  das  Verhalten  der  Funktionen  des  ersten 
Ideals  im  unendlichen.  Da  in  dem  Fundamentabysteme  (1)  das  Ele- 
ment !<*)  im  Punkte  $^  in  der  Ordnung  ftAti  +  h  unendlich  wird,  so 
sind  die  Ordnungen  des  ünendlichwerdens  der  Funktionen 

der  Beihe  nach  gleich 

4)  fiAtt  +  Ä,    (ftÄ+l)n  +  Ä,    (fiA  +  2)n  +  Ä,  ...  (fiÄ  +  f/A)n  +  Ä, ..., 

also  lauter  verschiedene  positive  Zahlen,  welche  =  h  (mod.  n)  sind. 
Bilden  wir  also  diese  Reihen  far  Ä  ==  0, 1,  2, . . .  n  —  1,  so  erhalten  wir 
das  System  der  vorhandenen  Ordnungszahlen  fär  die  samtlichen  Funk- 
tionen des  Ideals  J(l),  und  es  fehlen  in  jeder  Reihe  kongruenter 
Zahlen  genau  fi^,  nämlich  diejenigen,  welche  kleiner  als  die  erste  auf- 
tretende Ordnungszahl  und  positiv  sind.  Das  System  der  fehlenden 
Ordnungszahlen  besteht  also  aus  den  Elementen 

oder 

f  1,  1  +  n,      H-2n,  .    .  l  +  Oii-l)n 

2,  2  +  n,      2-t-2n,  ...  2  +  (|M,-l)» 

3,  3-fn,      3  +  2n,  ...3  +  (/i,-l)n 


öa) 


n  —  1,  2n  —  1,    3n  —  1, . . .  i^n— in  —  1, 

und  ihre  Anzahl  ist  gleich 

P  =  l^i  +  (h  + \-  f*«-i- 

Wir  erhalten  hiemach  in  genauer  Übereinstimmung  mit  dem  in  der 
achtundzwanzigsten  Vorlesung  gewonnenen  Resultate  noch  einmal  den 
Satz*),  daXs  die  Funktionen,  welche  nur  in  einem  Punkte  ^^  der 
Riemannschen  Flache  unendlich  werden,  alle  Ordnungen  besitzen  können 

*)  Anch  die  Tabelle  (4)  steht  in  genauer  Übereinstimmung  mit  der,  welche 
in  (2  a)  und  (2  b)  auf  S.  495  für  das  System  der  vorhandenen  Ordnungszahlen 
gegeben  wurde;  ein  sachlicher  Unterschied  besteht  nur  insofern,  als  hier  n  nicht 
als  die  kleinste  vorhandene  Ordnungszahl  Yorausgesetzt  zu  werden  brauchte. 
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mit  Aasnahme  von  p  Zahlen^  und  daCs  p  gleich  dem  G^diledite  des 
Körpers^  also  unabhängig  von  der  Auswahl  des  Punktes  ^^  ist.  Wir 
woUen  uns  nun  ebenso  wie  auf  S.  492  die  |>  in  der  Tabelle  (5)  auf- 
tretenden Zahlen  nach  der  Grolse  geordnet  denken  und  in  dieser  natür- 
lichen Reihenfolge  mit 

5t)  Pi;     9if    Ps>  •    •  Qp 

bezeichnen^  so  dab  die  Tabellen  (5a)  und  (5b')  aus  denselben  jEHe- 
menten  bestehen. 

Wir  wollen  jetzt  mit  Hilfe  des  Ideals  J'(ö-)  die  Integrale  erster 

und  zweiter  Gattung  des  Körpers  au&tellen.  Da  dem  Differentiale  di 
der  Divisor  ^ 

Sm         SoVoo         «Oo 


CD  =  I  nde 


zugeordnet  ist,  so  besitzt  der  Teiler  eines  Differentials 

da)  =  ifid0 

dann  und  nur  dann  eine  Potenz  $^  als  Nenner,  wenn  die  Funktion  ^ 
dem  Ideale  li^)  angehört.     Hat  ij  in  ^^  die  Ordnungszahl  A,  so  hat 

der  Differentialteiler  tDo,  Yon  (2g)  die  Ordnungszahl  A  —  n  —  1,  das  IntegnJ 

also  nach  dem  Satze  auf  S.  296  die  Ordnungszahl  X  —  n;  hierbei 
brauchen  wir  den  besonderen  Fall  X  =  n^  der  auf  Logarithmen  f&hren 
würde,  nicht  erst  zu  berücksichtigen,  da  ein  Integral  mit  einer  einzigen 
ünstetigkeitsstelle  ^^  nicht  logarithmisch  unendlich  werden  kann.  Ist 
also  A  positiv  und  grölser  als  n,  so  ist  das  Integral  von  der  ersten 
Gattung  und  wird  in  ^^  in  (A  —  w)*®'  Ordnung  Null,  vorausgesetzt  dsss 
man  diesen  Punkt  als  untere  Grenze  des  Integrals  annimmt  und  hier- 
durch das  konstante  Glied  der  Beihenentwickelung  bei  (z  =  oo)  zum 
Fortfall  bringt;  ist  aber  Z  <  w,  so  ist  es  von  der  zweiten  Gattung  und 
wird  in  ^^  in  (w  —  Z)*®'  Ordnung  unendlich. 

Bilden  wir  zuvörderst  die  Integrale  erster  Gattung,  so  haben  wir, 
im  wesentlichen  ebenso  wie  auf  S.  300,  alle  diejenigen  Funktionen 
z^^rf^  zu  bestimmen,  für  welche  «a  nicht  negativ  und  die  Ordnungs- 
zahl in  9J^  ,  .   - 

grölser  als  n  ist.  Da  jit^  =  0  ist,  so  scheidet  der  Index  A  » 0  aufl» 
und  für  die  übrigen  Werte  von  h  erhält  man  die  Bedingung 
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ist  diese  aber  erffiUt,  so  verschwindet  das  Integral 


in  $^  in  der  Ordnung 

A  —  n  —  n  (ftA  —  1  —  a*)  +  Ä. 
Daher  erhalten  wir  die  folgenden  p  Integrale  erster  Grattnng: 


7) 


Bßi-^ijWde,  /«'•»-»ijWd«,  ...IrPdB 


\ 


Voo  Vbo  Vop 


wobei  die  h^  Reihe  dieser  Integrale  in  FortSeJl  kommt;  üeJIs  etwa  die 
Zahl  fiA  -»  0  ist.  Die  Ordnungszahlen  dieser  Integrale  im  Punkte  $^ 
sind  anoh  der  Reihenfolge  nach  gerade  die  p  Zahlen,  welche  in  der 
Tabelle  (5a)  enthalten  sind;  und  wir  gelangen  daher  zu  folgendem 
Theoreme,  durch  welches  der  Satz  auf  S.  492  besIStigt  und  yerroU- 
standigt  wird: 

Stellt  man  die  samtlichen  Funktionen  des  Körpers  auf, 
welche  nur  in  einem  beliebig  gegebenen  Punkte  ^^  unendlich 
werden,  so  treten  nicht  sämtliche  positive  Zahlen  als  Ordnungen 
dieser  Funktionen  auf,  sondern  es  fehlen  so  viele,  als  es  ver- 
schiedene Integrale  erster  Gattung  giebt.  Bezeichnet  man 
diese  fehlenden  Ordnungszahlen  nach  der  Grölse  geordnet  mit 

9if     Qif     Pb;  •  •  •  Qp) 
so  kann  man  die  p  Integrale  erster  Ghittung 

Wi,     «7„     Wj,  .  .  .  U?p 

stets  so  normieren,  dab  Wi  in  ^^  die  Ordnungszahl  Qi  besitzt. 

Die  Integrale  der  Tabelle  (7)  müssen  somit  bei  Einführung  dieser  Be- 
zeichnung ganz  ebenso  umgeordnet  werden,  wie  ihre  Ordnungszahlen 
beim  Übergange  von  der  Tabelle  (5  a)  zu  (5  b). 

Wahrend  wir  also  in  der  zweiundzwanzigsten  Yorlesxmg  die 
Integrale  erster  Gattung  durch  ihre  Perioden  bestimmt  haben,  legen 
wir  hier  eine  algebraische  Normierung  dieser  Integrale  zu   Ghrunde. 
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Jene  Normierong  setzt  die  Zerschneidmig  der  Biemaniurchen  Flache 
bereits  als  gegeben  vorans  und  i^t  also  yerscliieden  je  nach  der  Art 
der  AusfQhmng  derselben  aus;  die  jetzige  hingegen  setzt  keine  Kenntnis 
der  Znsammenhangsyerhältnisse  der  Riemannschen  Flache  yorans,  daf&r 
bezieht  sie  aber  die  Integrale  anf  eine  bestimmte  Variable  g  des 
Körpers.  Sie  kann  daher  als  Normierung  in  Beziehung  anf  die 
nnabhängige  Variable  e  bezeichnet  werden  und  ist  Ton  der  Aus- 
wahl derselben  abhangig. 

Übrigens  sind  die  Integrale  u;,-  nur  insoweit  bestimmt^  dals  das 
erste  Glied  der  Reihenentwickelung  im  Punkte  ^^  gegeben  ist^  und  es 
kann  daher  zu  dem  Integrale  tOi  noch  eine  lineare  Kombination  der 
folgenden  Integrale  tOi^iy  tOi^f,  . . .  tOp  hinzugefilgt  werden.  Diese 
Unbestimmtheit  kann  dann^  wenn  es  zweckmälsig  sein  sollte^  z.  B. 
durch  die  Festsetzung  gehoben  werden^  dafs  in  der  Reihenentwickelnng 
des  Integrals  tOi  im  Punkte  $^  von  den  in  der  Tabelle  (5)  enthaltenen 
Zahlen  nur  die  Zahl  Qi  in  den  Exponenten  yorkonmien^  die  grolseren 
Exponenten  Qi^i,  , . ,  Qp  aber  fortfallen  sollen^  denn  dies  ist  durch 
Subtraktion  geeigneter  Multipla  von  tc^^+iy  tOi^^, , . .  Wp  stets  und 
nur  auf  eine  Weise  erreichbar;  hierdurch  ist  dann  das  Integral  tOt  ein- 
deutig bestimmt. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zur  Aufstellung  der  sämtlichen  Integrale 
zweiter  Gattung  mit  dem  einzigen  Pole  ^^,  so  haben  wir  in  dem 
Produkte  0***  rf^^  den  Exponenten  an  ^  fin  zu  wählen  und  setzen  daher 

cck^  (ih  +  ßk  (Ph  =  0,1,2,.. .). 

Der  Integrand  besitzt  also  in  ^^  die  Ordnungszahl 

X^  —  nßn  +  hy 
und  das  zugehörige  Integral 

8)  Jz^^-^^^rt'^dz 

wird  in  der  Ordnung 

n  —  X^  nßk  +  (n  —  Ä) 

unendlich.  Durch  Vergleichung  mit  der  Reihe  (4)  ergiebt  sich  also, 
dafs  wir  für 

ßk  <  fln^h 

diejenigen  Integrale  zweiter  Gattung  erhalten,  deren  Ordnungszahlen 
in  der  Tabelle  (5)  enthalten  sind  und  welche  daher  auf  algebraische 
Funktionen  nicht  zurückgeführt  werden  können.    Nehmen  wir  hingegen 

ßh  ^  (J^n-hy 
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so  besitzt  das  Integral  (8)  in  $^  dieselbe  Ordnung  des  ünendlich- 
werdens  wie  die  Funktion 

die  letzteren  Integrale  können  abo  durch  geeignete  Funktionen  des 
Ideals  1(1)  ersetzt  werden^,  wahrend  die  ersteren  die  eigentlichen 
Integrale  zweiter  Ghtttung  sind. 

Wir  erhalten  somit  die  folgenden  p  eigentlichen  Integrale  zweiter 
Gkittung: 


9) 


ß'^-^rf^'-'^dz,    ß''^-^^'rt''-'^dz, .  .  ,Jz''—^^''''^'ri 


-IC«-«) 


dz 


ß'^W^dz,  ß'^^'rt'^dz, . .  .  ß'^^^n-^-'rt'^dz, 

deren  Ordnungszahlen  in  ^^  wieder  auch  der  Reihenfolge  nach  die 
Zahlen  der  Tabelle  (5)  sind  und  welche  also^  wenn  man  von  ihrer 
Reihenfolge  absieht^  mit  den  Zahlen  Qiy  Q^y  •  -  -  9p  übereinstimmen.  Wir 
bezeichnen  diese  Integrale  von  nun  ab  in  passender  Anordnung  mit 

und  setzen  analog  wie  bei  den  Integralen  erster  Gattung  fest^  dafs  ti 
dasjenige  Integral  zweiter  Ghittung  sein  soll;  welches  in  ^^  in  der 
Ordnung  qi  unendlich  wird.  Durch  diese  Festsetzung  werden  die  beiden 
Integrale  erster  resp.  zweiter  Ghittung 

\0)  Wi^Jz''^''^-^'^rt'^dz    und    ^,  =  J*^^— *+''*i2^""*^d^    {^<yk<H) 

einander  zugeordnet^  welche  beide  in  der  Ordnung 

10a)  Q^^nyk  +  h 

Null,  resp.  unendlich  werden;  das  Produkt  witi  besitzt  also  im  Punkte  $^ 
einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Wert. 

Die  übrigen  Integrale  zweiter  Ghittung  sind  hingegen^  wie  bereits 
bewiesen  wurde,  durch  Funktionen  des  Körpers  ersetzbar,  welche  in 
derselben  Ordnung  in  ^^  unendlich  werden.  Man  kann  daher  jedes 
beliebige  Integral  zweiter  Ghittung  mit  dem  Pole  ^^,  indem  man  den 
Hauptteil  der  Reihenentwickelung  in  der  Umgebung  von  ^^  successive 
durch  Subtraktion  entweder  eines  Vielfachen  von  ti  oder  einer  Funk- 
tion des  Ideals  J(l)  in  FortfeJl  bringt,  auf  ein  Integral  erster  Ghittung, 
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also  auf  eine  Snmme  der  Form  ZciWi  rednzierexL  Jedes  derartige 
Integral  lalst  sich  also  in  die  Normalform 

setzen;  wo  v^,  v^^ ...  Vn—i  ganze  rationale  Funktionen  von  sf  bedeuten, 

und  wir  erlialten  somit  den  folgenden  Satz,  den  wir  bald  noch  erweitem 

werden: 

Jedes  Integral  zweiter  Ghtttung  mit  dem   TJnstetigkeits- 

punkte  ^^  kann  durch  Subtraktion  einer  linearen  Verbindung 

der  2p  Hauptintegrale 

auf  eine  ganze  Funktion  des  Körpers  K{a,  u)  reduziert  werden. 

Überblicken  wir  jetzt  noch  einmal  das  System  der  Integrale  und 
Funktionen,  welche  nur  in  ^^  einen  Pol  haben,  so  ist  es  klar,  dab 
wir  auch  diese  in  eindeutiger  Weise  durch  ihre  Reihenentwickelung 
im  Punkte  $^  normieren  können.  Haben  wir  zunächst  eine  Funktion 
des  Körpers  mit  dem  r- fachen  Pole  ^^,  so  können  wir  offenbar  in  der 

r 

Reihenentwickelung  fOr  (js?  —  oo)  den  Koeffizienten  von  [— j    "  gleich 

Eins  annehmen  und  durch  HinzufQgung  von  Funktionen  niedrigerer 
Ordnung  alle  übrigen  Glieder  des  Hauptteils  fortschaffen  mit  Ausnahme 
derjenigen,  deren  Exponenten  Zahlen  der  Tabelle  (6)  sind,  weil  diesen 
Ordnungszahlen  nicht  Funktionen,  sondern  Integrale  entsprechen.  Da 
die  Funktionen 

gW        §(1),      |(«)^  .  .  .  |(n-l) 

des  Fundamentalsystems  in  dieser  Klasse  mit  enthalten  sind,  so  können 
wir  auch  diese  so  normiert  annehmen,  dafs  ihr  Hauptteil  den  oben 
aufgestellten  Bedingungen  genügt,  und  hierdurch  das  Fundamental- 
system eindeutig  bestimmen. 

Wollen  wir   alsdann   die   eigentlichen  Integrale  ti  normieren,  so 
können  wir  ihren  HauptteU 

Qi  Qi—^  1 


»    I     -  _     «       •  I     -    -» 


willkürlich  annehmen,  wodurch  sie  erst  bis  auf  Integrale  erster  Gattung 
bestimmt  werden.  Die  für  unsere  Zwecke  geeignetste  Normierung  der 
Fundamentalintegrale  zweiter  Gattung  behalten  wir  uns  noch  vor. 

§3. 

Nicht   blofs   die   Integrale   mit   dem   einzigen   Pole   ^^,   sondern 
überhaupt  alle  Integrale,  welche  aus  dem  Körper  K(g,  u)  hervorgehen 
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und  nur  algebraische  TJnstetigkeiten  besitzen^  können  als  Srunme  einer 
Funktion  des  Körpers  nnd  einer  linearen  Verbindiing  der  2p  Fnn- 
damentalintegrale  ii,t^f>  tpj  w^,  w^^ .  ..Wp  dargestellt  werden.  In  der 
Thaty  ist  $  ein  beliebiger  von  ^^  yerscliiedener  Punkt  der  Biemann- 
sehen  Flache^  so  besitzen  die  Klassen^  welche  durch  die  Divisoren 

K,  *:*,  er,  Kr,.-- 

bestimmt  sind;  wenn  r  >  2  (|>  —  1)  ist,  der  Reihe  nach  folgende 
Dimensionszahlen 

Da  nämlich  die  Ordnung  aller  dieser  Klassen  >  2p  —  2  ist,  so  sind 
ihre  Ei^uizungsklassen  von  negativer  Ordnung,  und  folglich  ergiebt 
der  Biemann-Kochsche  Satz,  wenn  P^  und  P  die  Klassen  von  ^„ 
and  ^  bedeuten: 

1)  {P'-p'}-r-i>  +  s  +  l. 

Ist  abo  s  eine  beliebige  positive  Zahl,  so  giebt  es  auch  stets  Funk- 
tionen des  Körpers  mit  dem  Nenner  $«$';  fCLr  welche  die  Ordnungs- 
zahl in  ^  auch  wirklich  genau  gleich  —  s  ist;  denn  würden  Zahler 
und  Nenner  dieser  sämÜichen  Funktionen  den  gemeinsamen  Teiler  ^ 
haben,  so  würden  die  Dimensionen  der  aufeinanderfolgenden  Klassen 
P^P*"^  und  P^P'  gleich  sein  müssen,  was  der  obigen  Formel  (1) 
widerspricht.  Besitzt  also  ein  Abelsches  Integral  t  aulser  bei  $^  noch 
Pole  von  beliebig  hoher  Ordnung  bei  ^i ,  ?ßj, . . .  ^a,  so  können  wir 
die  von  den  letzteren  herrührenden  TJnstetigkeiten  successive  fort- 
schaffen, indem  wir  algebraische  Funktionen  mit  dem  Nenner 
$«^  abziehen.  Wir  behalten  dann  ein  Integral  mit  dem  einzigen 
Pole  ^^  übrig  und  können  auf  dieses  den  zuletzt  bewiesenen  Satz  an- 
wenden.  Das  Integral  t  ist  also  in  folgender  Form  darstellbar: 

t  =  Ci<i  -f  •  •  •  -f  Cptp  +  Cp^iWi  H h  dpWp  +  9)(jBr,  u), 

wo  g)(jSfU)  eine  Funktion  des  Körpers  bezeichnet. 

Diese  Darstellung  ist  überdies  trotz  der  Willkür,  welche  dem 
vorher  beschriebenen  Verfahren  anhaftet,  eindeutig  bestimmt.  Denn 
gäbe  es  noch  eine  zweite 

^  =^1  *i  + 1-  '^p^p  +  ~Cp-^iWi  + h  'ctpWp  +  Tpißy  m), 

00  wäre  die  Differenz 

C^i  -O'i  +  •  •  +  (^p-^)h  +  C^P+i  -^p+i)«'i  H 1-  C^«i»-^i»)^p 
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eine  Funktion  des  Körpers;  eine  lineare  Verbindung  der  2p  Fnndfr- 
mentalintegrale  gehört  aber^  wie  wir  gesehen  haben,  niemab  dem 
Körper  an,  es  sei  denn,  dals  alle  Koeffizienten  Null  sind;  dann  aber 
ist  ~Ch  =  Ck  nnd  ^(js,  u)  =  (p(js,  u).    Wir  erhalten  also  folgenden  Satz: 

Jedes  Integral  mit  nur  polaren  XJnstetigkeiten  ist  anf  eine 
und  nur  eine  Weise  als  Summe  einer  Funktion  des  Körpers 
und  einer  linearen  homogenen  Verbindung  der  2p  Fundamental- 
integrale erster  und  zweiter  Ghtttung 

darstellbar.  Man  bezeichnet  daher  die  Reihe  (2)  ab  ein 
Fundamentalsystem  für  die  allgemeinen  Integrale 
zweiter  Gattung. 

Dieser  Satz  ist  fCLr  die  Folge  sehr  wichtig.  Er  giebt  unmittelbaren 
und  vollständigen  AufschluDs  darüber,  in  welcher  Art  der  Funktionen- 
bereich erweitert  wird,  wenn  wir,  ebenso  wie  in  §  3  der  zweiundzwanzig- 
sten Vorlesung,  zu  den  in  dem  Körper  K{Zy  u)  enthaltenen  Funktion^ 
noch  die  Integrale  mit  nur  algebraischen  XJnstetigkeiten  hinzunehmen; 
es  tritt  nämlich  nur  noch  eine  mit  beliebigen  Koeffizienten  gebildete 
lineare  homogene  Verbindung  von  2p  dem  Körper  K  nicht  angehörigen 
und  darum  transcendenten  Funktionen  als  Zusatzgröüse  hinzu.  Führen 
wir  jetzt  und  in  der  Folge  fQr  die  Integrale  erster  Ghittung,  wenn  sie 
gleichmäXsig  mit  denen  der  zweiten  Ghittung  auftreten,  die  Be- 
zeichnung ein: 

2a)  ^p_l_i  =  w^i,    <p4.2  =  Wt, . .  .  <2p  =  «Cp, 

so  hat  das  System  der  2p  Fundamentalintegrale  ^i, . . .  ^p,  tp-\-u  •  --Uf 
die  charakteristische  Eigenschaft,  dafs  eine  lineare  homogene  Funktion 
von  ihnen  niemals  eine  Funktion  des  Körpers  sein  kann. 

Es  soll  nun  allgemein  ein  System  von  beliebig  vielen  Integralen 
mit  nur  polaren  XJnstetigkeiten  ein  irreduktibles  System  von 
Integralen  zweiter  Gattung  genannt  werden,  wenn  keine  lineare 
Verbindung  von  ihnen  gleich  einer  Funktion  des  Körpers  ist;  hierbei 
ist  die  Bezeichnung  „zweiter  Grattung"  in  der  auch  schon  firüher  an- 
gewendeten allgemeineren  Bedeutimg  des  Wortes  gebraucht.  Sind  aber 
T^yt^y . .  .ta  0  beliebige  Integrale  zweiter  Grattung,  so  bestehen  die 
Gleichungen 

«,  U=<kxh   -¥"-+Ct,tpUp  +  (Pt{Zyu) 

m 


I  8.  Reduktdble  und  irrednktible  Systeme  von  Integralen  zweiter  Grattang.     575 

worin  die  Eoeffizienten  c  und  die  Funktionen  tp  eindeutig  bestimmt 
sind.  Ein  derartiges  System  ist  daher  reduktibel  oder  irreduktibel,  je 
nachdem  die  2p  linearen  homogenen  Gleichungen 

eine  eigentliche  Losung  x^y  x^y . , ,  Xa  besitzen  oder  nicht;  denn  dies  ist 
die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafär^  dafs  das  Integral 

t  ^=x^x^  +  ^^^2  H f"  Xatg 

eine  Funktion  des  Körpers  ist.    Das  System   ist  also  auch  reduktibel 

oder  irreduktibel^  je  nachdem  der  Rang  der  Matrix 

,     .  /a=l,2,...<r  \ 

^^«*^  VÄ  =  l,2,...2jp; 

kleiner  als  6  oder  gleich  a  ist^  und  der  letztere  Fall  kann  nur  eintreten, 
wenn  0  ^2p  ist.  Ist  nun  ö  <  2p,  so  wird  durch  die  linearen  Funk- 
tionen von  Tiyt^, . .  .ta,  auch  wenn  das  System  irreduktibel  ist;  noch 
nicht  die  Gesamtheit  der  Integrale  zweiter  Gattung  erschöpft;  besteht 
aber  das  irreduktible  System  aus  6  ^=2p  Elementen^  so  lassen  sich 
auch  umgekehrt  t^,t^j  -  - .  tfp,  also  auch  alle  Integrale  zweiter  Ghittung^ 
bis  auf  Grö&en  des  Körpers  als  lineare  Funktionen  von  r^,r^,..-ttp 
darstellen,  wie  sich  unmittelbar  durch  Auflösung  des  Gleichungs- 
systems (3)  ergiebt.  Ein  solches  irreduktibles  System  von  möglichst 
yielen  Integralen  ist  also  auch  ein  Fundamentalsystem  für  die  Integrale 
zweiter  Ghtttung,  und  es  gilt  der  Satz: 

Jedes  System  von  Integralen  mit  nur  polaren  ünstetig- 
keiten  bildet  dann  und  nur  dann  ein  Fundamentalsystem  f&r 
die  allgemeinen  Integrale  zweiter  Gattung,  wenn  es  irreduktibel 
rmA  die  Anzahl  seiner  Elemente  mögUchst  gro6,  nämUch 
gleich  2p  ist. 

Demzufolge  lälst  sich  ein  Fundamentalsystem  fOr  die  allgemeinen 
Integrale  zweiter  Grattung  in  mannigfachster  Weise  herstellen,  und  jedes 
derartige  System  kann  für  die  nachfolgenden  Untersuchungen  benutzt 
werden.    Ist  z.  B. 

ein  beliebiger  ganzer  Divisor  der  Ordnung  p,  dessen  Klasse  Q  die 
Dimension  eins  hat  (vgl.  S.  318),  so  giebt  es  genau  2p  linear  un- 
abhängige Integrale,  fQr  welche  der  Nenner  des  dem  Integrale  zu- 
gehörigen Divisors  gleich  Q  oder  einem  Teiler  von  Q  ist,  und  diese 
bilden  ein  Fundamentalsystem.  Denn  nach  den  Ausführungen  des  §  3 
der  zwanzigsten  Vorlesung  giebt  es  p  verschiedene  Elementarintegrale 
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zweiter  Gktttung^  welche  die  gegebenen  Pole  besitzen,  namlicli  die- 
jenigen,  fOr  welche  die  Nenner  der  zugehörigen  Differentialteiler  die 
folgenden  sind: 


und  diese  bilden  mit  den'  p  Integralen  erster  Ghtttong  zusammen  ein 
Fundamentalsystem,  weil  {Q]  —  1  ist  nnd  es  also  keine  eigenÜidie 
Funktion  des  Körpers  mit  dem  Nenner  D  giebt.  Für  die  Ziele, 
welche  wir  hier  im  Auge  haben,  erweist  sich  aber  das  oben  eingefBhrte 
Fundamentalsystem  ii,tg,  -  -  -t%p  als  besonders  zweckmälsig. 

Durch  die  Ausführungen  dieser  Vorlesung  haben  wir  auf  algebra- 
ischem Wege  eine  vollständige  Beherrschung  des  Gebietes  der  Integrale 
erster  und  zweiter  Ghittung  gewonnen;  wir  gehen  nunmehr  in  der 
folgenden  zur  Aufstellung  und  Untersuchung  derjenigen  von  dritter 
Gattung  über. 


DreinnddreiTsigste  Vorlesimg. 

Das  Integral  dritter  Ghittimg  mit  zwei  beliebigen  ünitetigkeitsstellen.  —  Dnrch 
Differentiation  nach  einem  Parameter  erhält  man  das  Integral  zweiter  Ghittnng 
mit  einem  beliebigen  Pole  erster  Ordnnng.  —  Differentiale  zweiter  Grattnng, 
welche  Vertanschnng  yon  Parameter  and  Argument  gestatten.  —  Dnrchf&hrong 
der  Rechnung  für  den  Yertanschnngssatz  beim  hyperelliptischen  (Gebilde. 

§1- 

Da  die  beiden  im  Yorigen  Kapitel  aufgestellten  Frmdamentalsysteme 
P®>,  |W^ . . .  |^*~^)  nnd  ff^\  r^^y . . .  iy(*— *)  komplementär  sind,  so  gelten 
die  Oleichnngen: 

worin  du  =»  1  oder  =  0  ist;  je  nachdem  %  mid  Tt  gleich  oder  ungleich 
sind  nnd  |J*^,  rfj^^  die  »*•  und  die  Ä**  der  n  konjugierten  Reihen- 
entwickelungen der  Funktionen  |(^)  und  i}^*)  fOr  eine  beliebige  Stelle 
der  unabhängigen  Variabeln  e  bedeuten.  Insbesondere  ergiebt  sich  aus 
den  fbr  i  »  i  geltenden  Gleichungen 

2)  l^i^w  +  |(i)i^a)  H 1-  |(ii-i)^(~-i)  =,  1- 

denn  diese  Relation  ist  für  jede  beliebige  Entwickelung  an  irgend  einer 
Stelle  der  Riemannschen  Flache  und  daher  identisch  erfüllt. 

Es  mögen  nun  die  obigen  Funktionen  in  einem  beliebigen  end- 
lichen Punkte  $,  der  etwa  ein  a- blättriger  Yerzweigungspunkt  der 
Riemannschen  F^U^e  9lj  sein  möge,  folgende  Entwickelungen  besitzen: 


?-«-«.-i+<4-i(«-«)"+ 


o— 1  «— » 


1,(0)      =/o(0-«)      "       +/o'('»-«)      *       + 

g—l  g— » 


«— l  «— 1 
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Dann  wollen  wir  die  vorher  festgestellten  Eigenschaften  der  beiden 
Fnndamentalsysteme  zur  XJntersnchmig  der  den  beiden  Funktionen 

zugeordneten  Divisoren  verwenden  und  hierauf  die  wirkliche  Au&tellung 
eines  Integrals  dritter  Ghittung  mit  zwei  unbestimmt  bleibenden  ün- 
stetigkeitspunkten  gründen.  Dabei  sind;  wie  man  sieht^  die  Funktionen  | 
und  1/  in  der  Weise  gebildet^  dals  die  Elemente  des  einen  Fundamental- 
systems mit  den  Anfangskoeffizienten  der  Reihenentwickelungen  kom- 
poniert sind,  welche  die  Funktionen  des  anderen  Fundamentalsystems 
in  dem  Punkte  ^  besitzen. 

Wir  bilden  zu  diesem  Zwecke  zunächst  die  zu  den  Funktionen  |(*) 
und  !}(*>  gehörigen  Divisoren;  dann  besitzen  die  Grolsen  rp"^  den  Nenner  3^, 

da  sie  dem  Ideale  -f  (ä-)  angehören  und  im  Unendlichen  regulär  sind, 

die  (^^)  aber  erhalten  als  gemeinsamen  Nenner  ^"^^  wo  q  hochsteuB 
gleich  der  grolsten  der  fehlenden  Ordnungszahlen  Qxy  Q%^  *  ^  -  Qp  ^9  ^® 
dies  unmittelbar  aus  der  Tabelle  (5  a)  auf  S.  667  hervorgeht  Es  er- 
geben sich  somit  zunächst  för  |  und  ^  die  folgenden  Divisoren- 
darstellungen: 

wo  ®  und  f>  ganz  sind. 

Bei  der  weiteren  Untersuchung  der  Zähler  @  und  ^  dieser  Funk- 
tionen kommt  es  uns  im  wesentlichen  nur  auf  das  Verhalten  im 
Punkte  "i^  und  seinen  konjugierten  Punkten  an.  Es  mögen  nun  an 
der  Stelle  \2  =  a^  etwa  wieiier.  wie  wir  schon  früher  oft  angenommen 
haWn,  drei  Punkte  i^J.  iB»,  'i\.  der  Riemannschen  Fläche  SR,  übereinander 
liegen,  von  Jenen  der  erste  mit  '^  identisch  sein  soll.     Dann  ist 

^j  ^' «: 

r  —  a  =     -    ^ — -^ 

und  es  hat  ^  in  diesen  Punkten  resp.  die  Ordnungszahlen  a  —  1, 
6— l,t'— 1  und  ist  somit  genau  durch  das  Produkt  ?Ja'~^2Jt~^9?c'"^ 
Wilbar, 

Wir   wollen    annehmen,    dafs    von    den    n    konjugierten    Reihen- 

^ntwiok^elunjS^n   der   Funktion    5^'    die    ersten   a:    £:' ,  1,*\  .  .  .  £^*)    zum 

Puaktif  ^,,  die  folgenden  h:  ij,'_..  .  .  .  ;^*_,  zum  Punkte  3J^,  schlieljslich 

Ü*  Woiiäi  V-:  |;^\1^,_.*    .    Ij    lum    l\uikte  i^,  gehören.      Addieren   wir 

r^ai  die  d  in  dem  ST>>teme  ^1    enthaltenen  Gleichungen 


6) 
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■|J»,J»  +  gii),[»)  + . . .  +  15.-1),^— 1)  =  0 


80  enthält  eine  Samme  |f )  +  ^^  +  '■•+  1^*^  nur  ganze  Potenzen  mit 
nicht  negativen  Exponenten,  und  es  ist  also 

+  positiven  ganzen  Potenzen  von  b  —  a. 
Folglich  ist,  da  (j?  —  a)  ijW  in  Jg^  eine  positive  Ordnungszahl  hat: 

+  positiven  Potenzen  von  (jer  —  a)*; 

in  der  Reihenentwickelnng  der  Funktion  rj  in  der  Umgebung  von  Sa 

föllt  somit  der  ganze  Hanptteil  fort  und  der  erste  Koeffizient  wird  —f 

bestimmt  man  abo  den  zu  r^  gehörigen  Divisor  nach  der  auf  S.  163 
gegebenen  Vorschrift  auch  hinsichtlich  seines  Proportionalitatsfaktors  e 
und  wählt  den  dort  beUebig  angenommenen  Punkt  ^W  gleich  ^  =  »«, 

80  ist  e=» —    Addieren  wir  ebenso  die  Gleichungen 


7) 


fbr  r  =  ly2,,.,a,  so  finden  wir  in   gleicher  Weise,   dals   rj   durch 

SSft   und  fße  teilbar   ist.     Die   Summe   e^rj^^^  +  e^rf^^^ -^ h  ««— i^^"""*^ 

hat  also  in  83^  und  83c  eine  positive,  in  83«  wenigstens  eine  nicht 
negative  Ordnungszahl,  obgleich  die  Funktionen  i^(*)  selbst  in  diesen 
Punkten  zum  Teil  unendUch  werden,  und  es  ist  somit,  wenn  man  auch 
die  multiplikative  Eonstante  berücksichtigt: 

''='«  5 ' 

folglich 

wo  ^  einen  ganzen  Divisor  bedeutet  und  83a  wieder  durch  ^  er- 
setzt ist. 

In  ähnlicher  Weise  laist  sich  auch  die  Funktion  |  untersuchen. 
Wir  bilden  die  Gleichungen 

87* 


578  DreiuuddreifBigste  Vorleaang. 

Dann  wollen  wir  die  vorher  festgeatellten  EigenscLaftieD  der  beiden 
FondameiitalByBteme  zur  Untersucliuiig  der  den  beiden  Funktionen 

zugeordneten  Diviaoren  verwenden  und  hieranf  die  wirkliehe  Änietellnng 
eines  Integrals  dritter  Gattong  mit  zwei  unbeBtimmt  bleibenden  Un- 
Etetigkeitspnnkten  grflnden.  Dabei  sind,  wie  man  »ieht,  die  Funktionen  | 
uaä  }j  in  der  Weise  gebildet,  dafe  die  Elemente  des  einen  Fundamental- 
Bystems  mit  den  ÄnfangskoefEzienten  der  E«ilienentwickelnQgei)  kom- 
poniert sind,  welche  die  Funktionen  des  anderen  Pundamentalsyatems 
in  dem  Punkte  ^  besitzen. 

Wir  bilden  zu  diesem  Zwecke  zunächst  die  zu  den  Funktionen  l"*' 
und  tj<''  gehörigen  Divisoren;  dann  besitzen  die  Grölsen  13'*'  den  Nenner  3» 
da  sie  dem  Ideale  Zt-,  \  angehören  und  im  Unendlichen  regulär  sind, 
die  |(*'  aber  erhalten  als  gemeinsamen  Nenner  ^*  ,  wo  ^  höchstens 
gleich  der  grÖlsten  der  fehlenden  Ordnungszahlen  g^,  Qf,-..(ff  ist,  wie 
dies  unmittelbar  aus  der  Tabelle  (5a)  auf  S.  567  hervorgeht.  Es  er- 
geben sich  somit  zonächst  für  |  nnd  y  die  folgenden  Divisoren- 
darstellungen: 

''->  '=!-■  «-^.'  ^ 

wo  @  und  §  ganz  sind. 

Bei  der  weiteren  Untersuchung  der  Zähler  @  und  $  dieser  Funk- 
tionen kommt  es  uns  im  wesentlichen  nur  auf  das  Verhalten  im 
Punkte  ^  und  seinen  konjugierten  Funkten  an.  Ea  mögen  nun  an 
der  Stelle  (e  =  a)  etwa  wieder,  wie  wir  schon  früher  oft  angenommen 
haben,  drei  Pookte  $a,  S3»,  3^«  der  RiemannBcben  Fläche  91,  übereinander 
liegen,  von  denen  der  erste  mit  $  identisch  sein  soll.     Dann  ist 


und  es  hat  3o  "*  diesen  Punkten  resp,  die  OrdnongszaUra  o  —  1» 
6— 1,  c— 1  und  ist  somit  genau  durch  das  Produkt  9K~^93S~^iK~' 
teilbar. 

Wir  wollen  annehmen,  dab  von  den  n  kopji^erten  Beihen- 
entwickelungen  der  Funktion  l^)  die  ersten  a:  |J*),  ^*>, . . .  £<*J  znin 
Punkte  SSo,  die  folgenden  6:  S<,»|„  . . .  gt,''),^  zum  Punkte  8»,  BchÜeblich 
die  letzten  c;  SÄ^  .  ,,  ■  ■  ■  IJ,*'  zum  Punkte  SBc  gehören.  Addieren  wir 
nun  die  a  in  dem  Systeme  (1)  enthaltenen  Gleichungen 


I  1.  Die  Divisoren  der  FonUionen  $  und  ^. 


579 


ß) 


|J»,Ji»  +  If  ),i»)  + . . .  +  |j.-i)^— 1)  =  1 

im,}))  +  |w,ji)  + . . .  +  |o.-i),(«-«  =  0, 


80  enthalt  eine  Summe  Ij^^  +  |^*^  H h  1^*^  nur  ganze  Potenzen  mit 

nicht  negativen  Exponenten,  nnd  es  ist  also 


6) 


+  positiven  ganzen  Potenzen  von  e  —  a. 
Folglich  ist,  da  (jer  —  tt)ri^^^  in  SB«  eine  positive  Ordnungszahl  hat: 


a 


+  positiven  Potenzen  von  (j?  —  a)  ; 

in  der  Reihenentwickelnng  der  Funktion  -q  in  der  Umgebung  von  Sa 

fallt  somit  der  ganze  Hauptteil  fort  und  der  erste  Koeffizient  wird  —$ 

bestimmt  man  also  den  zu  ri  gehörigen  Divisor  nach  der  auf  S.  163 
gegebenen  Vorschrift  auch  hinsichtlich  seines  Proportionalitatsfaktors  e 
und  wählt  den  dort  beliebig  angenommenen  Punkt  ^(^)  gleich  ^  =»  SSa? 

Bo  ist  6=» —    Addieren  wir  ebenso  die  Gleichungen 


7) 


fBr  r  =  l,2,  ...a,  so  finden   wir   in   gleicher  Weise,   da&   iy   durch 

SSft   und  SSc  teilbar   ist.     Die   Summe   e^r^^^^  +  e^rf^^  •■{ h  ««-ii?^""'^^ 

hat  also  in  83^  und  SB«  eine  positive,  in  SB«  wenigstens  eine  nicht 
negative  Ordnungszahl,  obgleich  die  Funktionen  i^(*)  selbst  in  diesen 
Punkten  zum  Teil  unendlich  werden,  und  es  ist  somit,  wenn  man  auch 
die  multiplikative  Eonstante  berücksichtigt: 


folglich 
8) 


n  =  -^ 


1  «s-'-»~« 


«!$ 


1  **: 


«— « 


«  *8. 

wo  ^   einen  ganzen  Divisor  bedeatet   und    SS«  wieder  durch  P   er- 
setzt ist. 

In  ähnlicher  Weise  Mst  bv*         "•  die  ' 
Wir  büden  die  Gleichungen 


I  mitersachen. 


Ö78  Dreinnddreiliiigsto  Vorleaiiner. 

Dann  wollen  wir  die  vorher  festgeateUten  Eigenschaften  der  beiden 
Fandamen talaysteme  zur  Untersnchung  der  den  beiden  Fimttionea 

zugeordneten  Divisoren  verwenden  und  hierauf  die  wirkliche  Aufstellung 
eines  Integrals  dritter  Gattung  mit  zwei  unbestimmt  bleibenden  Un- 
stetigkeitepuntten  gründen.  Dabei  sind,  wie  man  sieht,  die  Funktionen  | 
und  i;  in  der  Weise  gebildet,  dafe  die  Elemente  des  einen  Fundamental- 
sjstems  mit  den  AnfangBkoeffizienten  der  Reihenentwickelangen  kom- 
poniert sind,  welche  die  Funktionen  des  anderen  Fundamentalsystems 
dem  Pnnkte  ^  besitzen. 
Wir  bilden  zu  diesem  Zwecke  zunächst  die  zu  den  Funktionen  g'" 
und  )]'''  gehörigen  Divisoren;  dann  besitzen  die  Grölsen  »/"  den  Nenner  Q^ 
da  sie  dem  Ideale  .^(ö)  angeboren  und  im  unendlichen  regulär  sind, 
die  I'*'  aber  erhalten  ab  gemeinsamen  Nenner  Sß*"^",  wo  p  böehstene 
gleich  der  grölsten  der  fehlenden  Ordnungszahlen  g,,  p^, . . .  Qp  igt,  wie 
dies  unmittelbar  aus  der  Tabelle  (5  a)  auf  S.  567  hervorgeht.  Es  er- 
geben sich  somit  zuimchst  fOr  |  und  y  die  folgenden  Divisoren- 
darstellnngen: 

wo  @  und  §  ganz  sind. 

Bei  der  weiteren  Untersuchung  der  Zähler  ®  nnd  ^  dieser  Funk- 
tionen kommt  es  uns  im  wesentlichen  nur  auf  das  Verhalten  im 
Punkte  $  und  seinen  konjugierten  Punkten  an.  Es  mSgen  nun  an 
der  Stelle  {z  ^  a)  etwa  wieder,  wie  wir  schon  früher  oft  angenommen 
haben,  drei  Funkte  93a,  S»r  ^c  der  Riemannseben  Fläche  8{,  übereinander 
liegen,  von  denen  der  erste  mit  $  identisch  sein  soll.     Dann  ist 

«  —  B  = ~—t 

und  es  hat  3d  '^  diesen  Funkten  resp.  die  Ordnungszahlen  a  —  1, 
6— 1,  c— 1  und  ist  somit  genau  durch  das  Produkt  iBS"'9J6~^9K~' 
teilbar. 

Wir  wollen  annehmen,  dals  von  den  n  konjugierten  Beihen- 
entwickelungen  der  Funktion  |'*>  die  ersten  a:  |j*>,  £J*\  . . ,  J(*'  zmn 
Punkte  SJa,  die  folgenden  6:  |W^j, . . .  gW^^  zum  Punkte  83*,  echlie&lich 
die  letzten  c:  1^*1  j^,, . . .  £J,*'  zum  Punkte  %  gehören.  Addieren  wir 
nun  die  a  in  dem  Systeme  (1)  enthaltenen  Gleidiungen 


6) 


§  1.   Die  Divisoren  der  Funktionen  £  und  17.  579 

If  #  +  !?'#  +  •  •  •  +  li"-»)ijl"-»>  =  1 

l«?»i?f>  +  l«i?f >  +  •  •  •  +  IS*-»)!?!"-«  =  0, 


so  eiiÜi£lt  eine  Summe  ilf>  +  ||,*)  H 1- 1^*^  niu-  ganze  Potenzen  mit 

nicht  negativen  Exponenten,  and  es  ist  also 

+  positiven  ganzen  Potenzen  von  b  —  a. 
Folglich  ist;  da  (jer—  a)if^^  in  SB«  eine  positive  Ordnungszahl  hat: 


+  positiven  Potenzen  von  (0  —  a)**; 

in  der  Reihenentwickelnng  der  Funktion  17  in  der  ümgebnng  von  S« 

fallt  somit  der  ganze  Hauptteil  fort  und  der  erste  Koeffizient  wird  —f 

bestimmt  man  abo  den  zu  r^  gehörigen  Divisor  nach  der  auf  S.  153 
gegebenen  Vorschrift  auch  hinsichtlich  seines  Proportionalitatsfaktors  e 
und  wählt  den  dort  beliebig  angenommenen  Punkt  ^^^  gleich  ^  =s  jQ^^ 

Bo  ist  6=» —    Addieren  wir  ebenso  die  Gleichungen 


7) 


fOr  r'=l,2,...a,  so  finden  wir  in  gleicher  Weise,  dab  i}   dorch 

SJ»  nnd  SB«  teilbar  isi    Die  Summe   e^jij'")  +  c^ij^*' H h««— iV"~'' 

hat  also  in  93»  und  SS«  eine  positive,  in  93a  wenigstens  eine  nicht 
n^;atiTe  Ordnungszahl,  obgleich  die  Funktionen  i;(*)  selbst  in  diesen 
Punkten  zum  TeU  unendUch  werden,  und  es  ist  somit,  wenn  man  auch 
die  multiplikative  Eonstante  berücksichtigt: 

«»=« — g; — ' 

folglich 

wo  ^  einen  ganzen  Divisor  bedeutet  und  83^  wieder  durch  ^  er- 
setzt ist. 

In  ahnlicher  Weise  lalst  sich  auch  die  Funktion  |  untersuche 
Wir  bilden  die  Gleichungen 

87* 


678  DreimiddreifBigste  VorleBung. 

Dann  wollen  wir  die  vorher  festgestellten  Eigenschaften  der  beiden 
FnadamentELleysteme  zur  üntersachnng  der  den  beiden  Fnnttionea 

4)i;  =  e„ijW+e,5iW+----|-e,_iV"-",  l  =  ^o|l*^+/.S<"-f  ■■■4-/„-ir"-» 
zugeordneten  Divisoren  verwenden  und  hierauf  die  wirkliche  Aa&tellnng 
eines  Integrals  dritter  Gattung  mit  zwei  unbestimmt  bleibenden  Un- 
stetigkeitspunkten  gründen.  Dabei  sind,  wie  man  sieht,  die  Funktionen  | 
und  >,  iu  der  Weise  gebildet,  dafa  die  Elemente  des  einen  Fundamental- 
eyetems  mit  den  AnfangskoefEzienten  der  Reihenentwickelangen  kom- 
poniert sind,  welche  die  Funktionen  des  anderen  Fandamentalsystems 
in  dem  Punkte  ^  besitzen. 

Wir  bilden  zu  diesem  Zwecke  zunächst  die  zu  den  Funktionen  g^' 
und  ijf'l  gehörigen  Divisoren;  dann  besitzen  dieGröIaen  >;''Men  Nenner 3» 
da  sie  dem  Ideale  J\oj  angehören  und  im  unendlichen  regulär  sind, 
die  I'*'  aber  erhalteu  als  gemeinsamen  Nenner  1p„  ",  wo  p  hödiBtenB 
gleich  der  grölsten  der  fehlenden  Orduongszahlen  p,,  p,,  - . .  pp  ist,  wie 
dies  unmittelbar  aus  der  Tabelle  (5  a)  auf  S.  667  hervorgeht  Es  er- 
geben sich  somit  zunächst  fQr  |  und  gj  die  folgenden  Divisoren- 
darstellungen: 

WO  @  und  §  ganx  sind. 

Bei  der  weiteren  Untersuchung  der  Zähler  @  und  ^  dieser  Funk- 
tionen kommt  es  uns  im  wesentlichen  nur  auf  das  Verhalten  im 
Punkte  ^  und  seinen  konjugierten  Punkten  an.  Es  mSgen  nun  «n 
der  Stelle  [b  =  a)  etwa  wieder,  wie  wir  schon  früher  oft  augenonunen 
haben,  drei  Punkte  33a)  %>  %c  ^^^  Riemannschen  Fläche  91.  übereinander 
liegen,  von  denen  der  erste  mit  $  identisch  sein  soll    Dann  ist 


und  es  hat  3o  "^  diesen  Punkten  resp.  die  OrdnangszaUem  a  —  1, 
b—\,c—l  und  ist  somit  genau  durch  das  Produkt  SS~'SBt"~*lBS~' 
teilbar. 

Wir  wollen  annehmen,  dafs  von  den  n  konjugierten  Beilien- 
entwickelungen  der  Funktion  |f*)  die  ersten  o:  |j*>,  IJ*', . . ,  £<*'  zum 
Punkte  Sß,,  die  folgenden  b:  |j,*)^j, .  .  .  6^*).^  zum  Punkte  8*,  schlielaUch 
die  letzten  c:  l^^^j^j, . . .  IJ,*'  zum  Punkte  33»  gehören.  Addieren  wir 
nun  die  a  in  dem  Systeme  (1)  enthalteneQ  Gleichungen 


5) 


I  1.   Die  Divisoren  der  Fanktionen  £  und  17.  579 

'^^  +  H^H'^  +  •••  +  li— ^M"~*'  =  0 


80  emihSlt  eine  Summe  ^^  +  i^^  ^ h  1^^^  nur  ganze  Potenzen  mit 

nicht  negativen  Exponenten,  nnd  es  ist  also 

+  positiven  ganzen  Potenzen  von  b  —  a. 
Folglicli  ist;  da  (jer  —  a)rf^^  in  SB«  eine  positive  Ordnungszahl  hat: 


a 

a 


+  positiven  Potenzen  von  (ßf  —  a)  ; 

in  der  Reihenentwickelnng  der  Funktion  rj  in  der  Umgebung  von  Sa 

fallt  somit  der  ganze  Hauptteil  fort  und  der  erste  Koeffizient  wird  —f 

bestimmt  man  also  den  zu  r^  gehörigen  Divisor  nach  der  auf  S.  153 
gegebenen  Vorschrift  auch  hinsichtlich  seines  Proportionalitatsfaktors  e 
und  wählt  den  dort  beliebig  angenommenen  Punkt  ^(^)  gleich  ^  «  Viaf 

so  ist  6  =» —    Addieren  wir  ebenso  die  Gleichungen 


7) 


fBr  r » 1,  2; . . .  a,  so  finden   wir  in  gleicher  Weise,   dals   t}   durch 

SSft  und  SSo  teilbar   ist.     Die   Summe   e^ri^^^  +  e^r}^^^ -] h^— 1^^"""*^ 

hat  also  in  iB»  und  93«  eine  positive,  in  Sa  wenigstens  eine  nicht 
n^^tive  Ordnungszahl,  obgleich  die  Funktionen  i^(*)  selbst  in  diesen 
Punkten  zum  Teil  unendlich  werden,  und  es  ist  somit,  wenn  man  auch 
die  multiplikative  Eonstante  berücksichtigt: 

^^a — g;; — ' 

folglich 

WO  ^  einen  ganzen  Divisor  bedeutet  und  Via  wieder  durch  $  er- 
setzt ist. 

In  ähnlicher  Weise  laist  sich  auch  die  Funktion  |  untersuche 
Wir  bilden  die  Gleichungen 

87* 


578  Dreianddreifsigste  Yorlesnng. 

Dann  wollen  wir  die  Yorher  festgestellten  Eigenschaften  der  beiden 
FnndamentalsyBteme  znr  XJntersnchnng  der  den  beiden  Funktionen 

4)  7i  =  e^rf^)+e^rp+  . . .  +e»-iV'-'^,    l=/ol^'^+/J^'^+  •  •  •  +/«-ie-*> 

zugeordneten  Divisoren  verwenden  und  hierauf  die  wirkliche  Ao&tellimg 
eines  Integrak  dritter  (Gattung  mit  zwei  nnbestimmt  bleibenden  ün- 
stetigkeitspnnkten  gründen.  Dabei  sind,  wie  man  sieht,  die  Funktionen  | 
und  Vi  in  der  Weise  gebildet,  dals  die  Elemente  des  einen  Fundamental- 
Systems  mit  den  Anfangskoefßzienten  der  Reihenentwickelungen  kom- 
poniert sind,  welche  die  Funktionen  des  anderen  Fundamentalsystems 
in  dem  Punkte  ^  besitzen. 

Wir  bilden  zu  diesem  Zwecke  zunächst  die  zu  den  Funktionen  |^) 
und  ij(^)  gehörigen  Divisoren;  dann  besitzen  die  Gh*oIsen  rf^^  den  Nenner  3^ 

da  sie   dem  Ideale  -^  (ö-)  angehören  und  im  Unendlichen  regulär  sind, 

die  |(^)  aber  erhalten  als  gemeinsamen  Nenner  $^'^"  wo  q  höchstens 
gleich  der  grölsten  der  fehlenden  Ordnungszahlen  Pi;  (>s* . . .  p^  ist,  wie 
dies  unmittelbar  aus  der  Tabelle  (5  a)  auf  S.  567  hervorgeht  Es  e^ 
geben  sich  somit  zunächst  fär  |  und  r^  die  folgenden  Divisoren- 
darstellungen: 

4a)  ri=^}    1  =  — T— ' 

wo  ®  und  §  ganz  sind. 

Bei  der  weiteren  Untersuchung  der  Zähler  ®  und  §  dieser  Funk- 
tionen kommt  es  uns  im  wesentlichen  nur  auf  das  Verhalten  im 
Punkte  ^  und  seinen  konjugierten  Punkten  an.  Es  mögen  nun  an 
der  Stelle  {z  =  u)  etwa  wieder,  wie  wir  schon  früher  oft  angenomm«i 
haben,  drei  Punkte  95«;  ^by  ^c  der  Riemannschen  Fläche  91,  übereinander 
liegen,  von  denen  der  erste  mit  5ß  identisch  sein  solL     Dann  ist 

0  —  a  = ; 

und   es   hat   Q^   in   diesen   Punkten   resp.   die  Ordnungszahlen  a-1, 
6—1,0—1   und  ist  somit  genau  durch   das  Produkt  SB2~"^956~^SSr 
teilbar. 

Wir  wollen  annehmen,  dafs  von  den  w  konjugierten  Reihen- 
entwickelungen  der  Funktion  |(*)  die  ersten  a:  g^*>,  i^\  . . .  gW  zum 
Punkte  SBa,  die  folgenden  b:  S^^^^j, . . .  Si*^^  zum  Punkte  SS*,  schliefelich 
die  letzten  c:  5i*|.6^.i, . .  •  Sjf^  zum  Punkte  SSc  gehören.  Addieren  wir 
nun  die  a  in  dem  Systeme  (1)  enthaltenen  Gleichungen 


5) 


§  1.  Die  Dmsoreii  der  Funktionen  i  and  i).  579 


Bo  enthalt  eine  Summe  1^^  +  |^*^  H h  1^^*^  nur  ganze  Potenzen  mit 

nicht  negativen  Exponenten^  nnd  es  ist  also 

4-  positiven  ganzen  Potenzen  von  e  —  a. 
Folglich  ist^  da  (0  —  a)rj^*^^  in  93«  eine  positive  Ordnungszahl  hat: 

+  positiven  Potenzen  von  (0  —  «)"; 

in  der  Beihenentwickelong  der  Funktion  rj  in  der  Umgebung  von  SB« 

fallt  somit  der  ganze  Hanptteil  fort  nnd  der  erste  Koeffizient  wird  —9 

bestimmt  man  also  den  zu  17  gehörigen  Divisor  nach  der  anf  S.  153 
gegebenen  Yorschrift  auch  hinsichtlich  seines  Proportionalitatsfaktors  e 
nnd  wählt  den  dort  beliebig  angenommenen  Punkt  ^^^^  gleich  ^  ^  83^ 

so  ist  e^ —    Addieren  wir  ebenso  die  Gleichungen 


7) 


f&r  r=l,2y...a;  so  finden  wir  in   gleicher  Weise^   daGs   rj   durch 

SS^  und  JBo  teilbar   isi    Die   Summe   e^rj^^^  +  e^rf^^ -] [- e«— 1 V**""^^ 

hat  also  in  fßf,  und  93c  eine  positive,  in  Via  wenigstens  eine  nicht 
negative  Ordnungszahl,  obgleich  die  Funktionen  i;^*)  selbst  in  diesen 
Punkten  zum  Teil  unendlich  werden,  und  es  ist  somit,  wenn  man  auch 
die  multiplikative  Eonstante  berücksichtigt: 

'  =  T  Wo ' 

folglich 

wo  ^  einen  ganzen  Divisor  bedeutet  und  83«  wieder  durch  ^  er- 
setzt ist 

In  ahnlicher  Weise  lafst  sich  auch  die  Funktion  |  untersuchen. 
Wir  bilden  die  Gleichungen 
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lf>#  +  5?>i7f>  +  •  •  •  +  II— ^^i?i— *>  =  0 

und  addieren  sie^  nachdem  sie  der  Beilie  nach  mit 

tsii 

mnltipliziert   sind^   wobei   o » e  '    eine    primitive    a^  Einheitswnnel 
bedeutet.     In  jeder  der  hier  auftretenden  Summen 

ö(*)  =  1^5*)  +  co-^r/J*)  +  •  •  •  +  o-(«-i)iyW      (Ä=o,  1, «, . .  .n-1) 
bleiben  nun  zufolge  der  bekannten  Gleichung 

0,  wenn  r^O  (mod.a), 


1  +  a)»*  +  a>«''  H f-  o^«-!)'- 


a,  wenn  r  =  0  (mod.  a), 


nur    diejenigen    Potenzen   von    (0  —  a)'*   zurfick,    deren    Ezponentai 
=  1  (mod.  a)  Bind,  und  es  ist  also 

<yW  =  aU  {»  -  «)      ^    (mod.  (0  -  a)  V- 

Folglich  ergiebt  sich  durch  jene  Addition  f&r  die  Entwickelung  in  der 
Umgebung  von  85«  a_i 

l=Ul^^+hl^^+'-  +  fn--ii^r'^^  =  ^{B--a)~    (mod,0-a), 


la  — 1 


und  es  ist  somit  |  durch  93a       teilbar  und  besitzt  den  Proportionalitats- 

faktor  — • 
a 

Ganz  ebenso  findet  man  aus  den  Gleichungen 

durch  Multiplikation  mit  o®,  cd""^,  ...  a>-"  (*""*)  und  Addition,  dafa  die 
Summe  |  durch  ^l  und  93c  teilbar  ist.  Daher  erhalt  man  die  Divisoren- 
Zerlegung 

i  -  /ol<">  +  AS«  +  ■  •  •  +  /.-ir-'>  -  -   "      *  '  > 

also 

y  1  «3 -, 

__  z-u  a   «P¥J 

WO  ®  ein  ganzer  Divisor  ist.  Wir  erhalten  so  das  folgende,  für  unser 
nächstes  Ziel  und  die  ganze  weitere  Untersuchung  grundlegende  Besidtat: 
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Femer  haben  wir  jetzt,  nin  die  volle  Allgemeinlieit  der  Unter- 
sachung  aufrecht  zu  erhalten,  nicht  den  Differentialquotienten  nach  0, 
sondern  das  Differential  nach  dem  Parameter  ^  gebildet;  wir  konnten 
aber  anch  vom  Differential  zum  Differentialquotienten  übergehen, 
wodurch  ja  das  Integral  blo&  mit  einer  Eonstanten  multipliziert  wird, 
dann  aber  haben  wir  eine  erst  durch  den  Unstetigkeitspunkt  des  Inte* 
grales  bestimmte  Funktion  x  eingeftihrt.  Nehmen  wir  statt  dessen,  wie 
damak  den  Differentialquotienten  nach  der  bestimmten  Variabeln  ^,  d.  h. 
dividieren  wir  das  obige  Integral  t^  in  (8)  durch  dz,  so  wird  dasselbe  für 
alle  diejenigen^  Punkte  unbrauchbar,  für  welche  der  dem  Differentiale  di 
zugehörige  Divisor  positive  Ordnungszahlen  erhalt,  der  Integrand  also 
unendlich  wird.  Demgemäls  haben  wir  auch  bei  der  entsprechenden 
Untersuchung  (s.  S.  354)  voraussetzen  müssen,  dafe  S3  kein  Verzweigungs- 
punkt  der  Biemannschen  Fläche  ist,  d.  h.  dals  der  Differentialteiler  von 
de  daselbst  die  Ordnungszahl  Null  hat.  Diese  Einschränkung  macht 
bei  vollständiger  Untersuchung  stets  eine  grolse  Zahl  xmbequemer 
Unterscheidungen  notig,  sobald  man  den  Differentialquotienten  des 
Integrals  0«^  ^  nach  einer  bestimmten  Variabeln  z  bildet;  sie  kommt 

aber  ganz  in  Fortfall,  wenn  man  durchweg  blols  mit  den  Differentialen 
operiert,  weil  dann  der  Integrand  durchweg  ein  reguläres  Verhalten 
zeigt,  oder  auch,  wenn  man  den  Differentialquotienten  nicht  nach  einer 
bestimmten  Variabeln  z",  sondern  nach  einer  geeigneten  n  bildet. 
Wenn  wir  schliefslich  zwischen  diesen  beiden  Möglichkeiten,  die  Unter- 
suchung in  uneingeschränkter  Allgemeinheit  weiterzuführen,  uns 
zu  entscheiden  haben,  so  geben  wir  der  ersten  den  Vorzug,  weil 
die  dauernde  Benutzung  der  Hilfsvariabeln  7t  für  die  Folge  überflüssig 
und  sogar  schädlich  wäre. 

Aus  den  angegebenen  Gh-ünden  ist  die  jetzige  elementare  und 
völlig  allgemeine  Ableitung  des  Integrak  zweiter  (Gattung  aus  dem  der 
dritten  der  früheren  vorzuziehen. 

§3. 

Wir  sind  jetzt  imstande,  den  wesentlichsten  Fortschritt  der  Unter- 
suchung zu  vollziehen:  wir  differenziieren  die  Funktion  6  nach  dem 
Parameter  und  weisen  nach,  daCs  die  Differenz  der  beiden  Derivierten, 
welche  durch  Vertauschung  von  ^  und  ^  auseinander  hervorgehen,  nur 
noch  feste,  aber  keine  veränderlichen  UnendlichkeitssteUen  mehr  besitzt. 

Bezeichnen  wir  mit  7t  dieselbe  Funktion  wie  im  vorigen  Ab- 
schnitte und  beschränken  ^  und  ^  auf  die  Umgebung  des  Nullpunktes 
8  von  X,  so  war  gezeigt  worden,  dals  die  Differenz  (7) 
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Durch  Subtraktion  zweier  derartiger  Integrale  erhalt  man  den  etwas 
^gemeineren  Satz: 

Das  Integral 


-/-' 


W,/o)+^i),(i)^.. .  .+«P)_^,(— 1)      e(i),(o)+^i),(i).|..  ■  ■+«W.^,('-')> 


ist  ein  Elementarintegral  dritter  Gattung  mit  den  logarith- 
mischen  Stellen  ^^  nnd  ^,  und  den  zngehorigen  Besiduen 
-  1  und  +  1. 

§2. 

Da  die  Zahlen  e^y  e^, . , .  en^i  die  Werte  der  Funktionen 

fOr  den  im  Endlichen  gelegenen,  aber  sonst  beliebigen  Pnnkt  ^  smd, 
so  werden  wir  durch  die  Yorangehenden  Betrachtungen  darauf  gef&hrt^ 
eine  Yon  zwei  verschiedenen  Punkten  der  Riemannschen  Flache  ab- 
hängige algebraische  Funktion  in  ihrer  beiderseitigen  Abhängigkeit 
zu  untersuchen.  Wir  bezeichnen  die  beiden  yerschiedenen  Wertsysteme 
der  Yariabeln  durch  u,  e  resp.  u,  'iy  die  beiden  entsprechenden  Punkte 
durch  ^  und  ^,  und  unterscheiden  durchweg  die  Funktionen  dee 
Körpers  und  die  zugehörigen  Divisoren,  je  nachdem  sie  von  dem  einen 
oder  dem  anderen  Wertsysteme  abhängen,  durch  gewohnliche  oder 
überstrichene  Buchstaben.  Dann  handelt  es  sich  bei  allen  folgenden 
Betrachtungen  um  Eigenschaften  der  Funktion 


_v  I: (0)^(0)  ifc(l)Jl)_L         I   t(«— 1).(«— 1) 


e  —  z 


und  der  mit  ihr  im  Zusammenhang  stehenden  Differentiale  und  Integrale. 
Diese  Funktion  6,  welche  sich  als  fundamental  ftLr  unser  Problem  er- 
weist, ist  in  rationaler  Weise  von  jedem  der  beiden  Yariabelnsysteme 
{iSy  u)  und  (Jy  H)  abhängig  xmd  somit  eine  Gh*ölse  des  Körpers 
K{ZyU'^'ey'u)y  uud  sie  ist,  weim  man  dem  einen  Systeme,  z.B.  (j?, tf), 
feste  Werte  beilegt,  ein  Element  des  zu  dem  anderen  gehörigen 
Körpers  K(ßy  ü).  Mit  Benutzung  derselben  kann  man  z.  B.  auch  das 
vorher  aufgestellte  Integral  dritter  Gattung  in  einer  der  beiden  folgenden 
Formen  darstellen: 
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wobei  in  dem  Doppelintegrale  die  Differentiation  nach  der  zweiten 
Yariabeln  J  ansgefOhrt  werden  mnfb.  Hieraus  schon  ergiebt  sich  die 
Notwendigkeit;  die  Gh*oise  0  nicht  blofs^  wie  das  bisher  geschehen  ist, 
in  ihrer  Abhängigkeit  von  ^  =  (u,  z),  sondern  anch  als  Funktion  des 
Parameters  ^  =  (ü,  ¥ )  der  Untersuchung  zu  unterwerfen.  Diese  Unter- 
suchung beruht  aber  auf  den  beiden  im  yorigen  Abschnitte  erhaltenen 
Ergebnissen: 

I.  Wenn  wir  den  Punkt  ^  fixieren  und  mit  dem  im  Endlichen 
gelegenen^  aber  sonst  willkürlichen  Punkt  S3  zusammenfallen  lassen, 
so  ist 

3)  Ö(?'«)  =  il|f- 

n.  Wenn  wir  andererseits  den  Punkt  ^  fixieren,  indem  wir  ihn 
mit  SB  zusammenfallen  lassen,  so  können  in  ihm  allerdings  die  Funk- 
tionen fj^*^  unendlich  werden,  wenn  93  Yerzweigungspunkt  ist;  die 
Differentiale  fj^^^dsf  bleiben  aber  stets  in  S3  regulär,  weil  diese  nur 
in  $„  einen  Pol  besitzen,  und  es  verhalt  sich  daselbst 

4)  ri^^^de  :  rj^^^dg  :  •  •  • :  rf'^^'^^dz  =  fo'fi'"'  fn—i- 

Gtehen  wir  jetzt  Yon  dieser  Proportion  zu  einer  Gleichung  über,  so  ist 
es  bei  der  folgenden  xmd  allen  ähnlichen  Betrachtungen  am  zweck- 
maisigsten,  einem  Abelschen  Differentiale  wie  rj  dz  f&r  einen  bestimmten 
Punkt  SB,  der  kein  Pol  ist,  geradezu  einen  Wert  beizulegen,  ebenso 
wie  die  Funktionen  in  einem  Punkte,  in  dem  sie  reguHlr  sind,  einen 
bestimmten  endlichen  Zahlenwert  erhalten.  Allerdings  sind  die  Werte 
der  Differentiale  in  einem  Punkte  SB  unendlich  klein  und  überdies  nicht 
blols  Yon  SB  selbst,  sondern  auch  von  dem  Nachbarpunkte  abhängig, 
zu  dem  man  fortschreitet.  Um  diesen  Umstand  zu  berücksichtigen, 
brauchen  wir  nur  eine  geeignete  Einheit  für  die  Werte  der  Differentiale 
zu  Grunde  zu  legen.  Diese  Einheit  ist  nun  hier  nicht  eine  Zahl, 
sondern  ebenfalls  ein  Differential,  xmd  zwar  wählen  wir  naturgemSIs 
das  Differential  einer  Funktion  n,  welche  in  dem  betreffenden  endlichen 
Punkte  SB  die  Ordnungszahl  Eins  xmd  den  Koeffizienten  Eins  hat,  so 
dab  die  Reihenentwickelxmg  gilt: 

Ä  =  (jßf  —  a)  "  H 

Dann  hat  der  Differentialteiler  von  d%  daselbst  die  Ordnungszahl  Null, 
weil  83  weder  in  3>i  ^ocAi  in  n,f  vorkommt;  xmd  wenn  man  zwei  ver- 
schiedene derartige  Funktionen  n  xmd  n^  annimmt,  so  ist  im  Pimkte  SB 


dn 


=  1     oder    dn'  =  dxr; 
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es  ist  also  gleichgiltig,  welche  der  unendlich  viden  Funktionen  %  man 
bei  der  Wahl  der  Einheit  zu  Grunde  legt 

Hat  nun  der  Differentialteiler  Yon  i}d0  in  S  eine  nicht  n^aÜTe 

Ordnungszahl^  so  ist  %—  in  83  endlich  und  erhalt  daselbst  einen  be- 
stimmten  endlichen  Wert  c.    Dann  ist  im  Punkte  SB: 

also    ist    cdx  der   Wert    des   Differentials    t^dis  im   Punkte  8. 
Für  die  Funktion  i^^^  hat  man  z.  B.: 


(f-a) 


a 


i— 1 


d«  =  — (ir  — «)*      de-\ , 

also  ist  im  Punkte  83: 

rf^)de'=afkdn'y 

somit  ist  der  unendlich  kleine  Proportionalitiltsfaktor,  mit  welchem  U 
multipliziert  werden  muls^  damit  die  Proportion  (4)  in  eine  Gleichmig 
übergeht,  gleich  adx.    Folglich  ist  für  $  «  83: 


also  auf  Ghnmd  der  Formel  (9)  auf  S.  581 

5)  0(»,^d* ''*^' 

wobei  durch  den  Faktor  —  dn  der  erste  Koeffizient  in  der  Reihen- 
entwickelung  an  der  Stelle  ^  =  83  bestimmt  wird. 

Wir  wollen  zuvorderst  zeigen,  daCs  wir  mit  Hilfe  der  Funktion  6 
auch  ein  Integral  zweiter  Ghittung  mit  einem  beliebigen  endlichen  Pole 
bilden  können;  da  das  Integral  zweiter  Gattung  aus  dem  der  dritten 
hervorgeht,  wenn  die  beiden  Primdivisoren  im  Nenner  des  zugehörigen 
Differentialteilers  zusammenfallen,  so  geschieht  dies  durch  Herstellnng 
eines  Grrenzüberganges,  nämlich  durch  Differentiation  des  Integrals  (2) 
nach  einem  der  beiden  Parameter.  Es  sei,  wie  vorher,  83  ein  beliebiger, 
aber  fester  xmd  endlicher  Punkt  der  Biemannschen  Flache,  ^  aber  ein 
beliebiger  und  veränderungsfahiger  Punkt  seiner  Umgebung  IL  Bei 
der  gewählten  Bezeichnung  hat  man  zu  beachten,  dab  die  Unter- 
scheidung zwischen  gewöhnlichen  und  überstrichenen  deutschen  Buch- 
staben bei  Punkten  nur  so  lange  notwendig  ist,  als  sie  veränderlich 
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bleiben^  dals  sie  aber  f&r  feste  Punkte  überflüssig  ist;  ebenso  unter- 
scheidet man  zwischen  den  Funktionen  z  und  Zy  aber  der  Wert  in  93 
ist  für  beide  gleich  der  Zahl  a. 
Nun  ist  nach  dem  früheren 


ö=/(e(^,^)-e(?ß,«))dir 


ein  Integral  mit  den  logarithmischen  Stellen  SB  und  ^,  das  Integral  ist 
also  (s.S.  289)  durch  lg  SB  und  Ig^  teilbar  und  besitzt  hier  die  Residuen 
—  1  und  +  1.  Diese  Thatsache  können  wir  in  einer  etwas  anderen 
Form  aussprechen,  wenn  wir  die  vorher  gebildete  Funktion  ^  zu  Hilfe 
nehmen,  welche  in  SB  die  Ordnungszahl  Eins  hai  Bilden  wir  nämlich 
die  eben&lls  Yon  ^  und  ^  abhangige  Grofse 

so  wird  dieselbe  als  Funktion  yon  ^  eben£EJls  bei  SB  und  ^  logarithmisch 
und  zwar  mit  den  Residuen  —  1  und  + 1  unendlich,  die  Differenz 

6)  ^  =  ö-lg^ 

verhilt  sich  also  in  SB  und  seiner  Umgebung  U  regulär.  Die  gleiche 
Eigenschaft  besitzt  diese  Differenz,  wenn  man  sie  als  Funktion  yon 
^  betrachtet;  denn  fixiert  man  ^  irgendwie  innerhalb  U,  so  wird 
in  diesem  Gfebiete  das  Integral  sowohl  wie  der  Logarithmus  eben 
nur,  wenn  ^  mit  $  zusammenfallt,  und  dann  in  gleicher  Weise  un- 
endlicL 

Daher  ist  i>  durchaus  regulär,  wenn  ^  und  ^  innerhalb  der  Um- 
gebung U  yon  ^  yerbleiben,  und  kann  in  eine  nach  ganzen  positiyen 
Potenzen  yon  ^  und  n  fortschreitende  Reihe  entwickelt  werden;  das- 
selbe gilt  also  auch  noch  yon  dem  Differentialquotienten  dieser  Funktion 
nach  ni 

Ti  —  +       ^_; 

^  du       ir  — « 

da  eine  Potenzreihe  Glied  für  Glied  differenziert  werden  kann  und 
ftlaiiftTin  wieder  ein  reguläres  Funktionenelement  liefert.  Lälst  man 
also  nach  der  Differentiation  ^  mit  93  zusammenfallen,  so  ist 

^d  c3^ 

als  Funktion  yon  ^  in  93  und  seiner  Umgebung  U  regulär. 

lälsb  man  andererseits  ^  in  der  Umgebung  yon  SB,  $  aber 
auXserhalb  dieses  Gebietes  sich  bew^en,  so  ist  für  diesen  Bereich  ä 
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^dic,mt,m, 


und  wir  gelangen  daher  zn  folgendem  Satze: 

Das  Differential 

I)  e (^,f) dÄ  +  dtr,(^)<i(^  +  du^(^)«.(P)  +  •  •  •+  dio,{^)t,i») 

wird;  als  Funktion  Yon  ^  betrachtet^  bei  (7  =:  oo)  nicht  mdur 
unendlich«  Gleiches  gilt  daher  auch  von  dem  Differentiale 
dieses  Ausdrucks  in  Bezug  auf  $: 

In  Beziehung  auf  ^  ist  (I)  ein  Differential  dritter  Gattcmg 
mit  den  logarithmischen  Stellen  ^^,  ^,  (D)  ein  Differential 
zweiter  Gbittung  mit  dem  Pole  erster  Ordnung  ^. 

Der  letzte  Teü  des^Satzes  folgt  daraus,  dals  wir  zu  dem  Differentiak 

d(^,'^)d0,  resf,  j=:B{^,^ded0,  welches  nach  dem  Früheren  you 

der  dritten,  resp.  zweiten  Gattung  ist,  nur  eine  Summe  hinzugefügt 
haben,  welche  in  Bezug  auf  ^  ein  Differential  erster  Ghittung  ist  und 
daher  die  ünstetigkeitseigenschafben  des  Differentiab  nicht  veiandert 

Vertauschen   wir  nun    in   dem   Differentiale   (II)    die  Punkte  $ 
und  ^  und  subtrahieren  den  so  erhaltenen  Ausdruck 

na)  A  (%  ^)  =  ^^^^  de  dij  +  d«,^  (^)  d<,(^)  +  •  •  •  +  dw,i^  dt,{lfl) 

YOn  dem  ersten,  so  ist  die  Differenz  nach  dem  Satze  auf  S.  589  fOr  i^e 
endlichen  Punkte  regulär  und  wird  nach  dem  letzten  auch  in  $^  und  $« 
nicht  mehr  unendlich;  diese  Differenz  ist  also  in  Beziehung  auf  jede 
der  beiden  Variabeln  ein  Differential  erster  Gattung.  Daher  ist  sie 
eine  bilineare  Form  der  Differentiale 

dto,{^),    d«;,(^),  . . .  dwp(^) 
und 

dwM,    dw,(^),...dioM, 


d.  h.  es  ist 


A(^,  ^)  -  A(f , 5ß)  ='^andWii^)dM^), 


l,ib«l 
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wobei  die  Koeffizienten  an  Konstanten  sind.  Da  femer  die  linke  Seite 
der  Gleichung  bei  YertauBchung  von  $  und  ^  das  Zeichen  wechselt, 
so  gilt  das  gleiche  von  der  rechten,  und  folglich  ist  an^^  —  an.  Die 
Bilinearform  TauXiffk  ist  daher  eine  sogenannte  alternierende  Form. 
Wir  können  jetzt  schlielslich  die  Fundamentalintegrale  zweiter 
Gattung  iifti,  -  -  -tp  durch  HinzufÜgung  von  Integralen  erster  Gattung 
noch  so  vei&idem,  dats  die  auf  der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichung 
stehende  Bilinearform  ganz  fortfalli    Ersetzen  wir  nämlich 

ti{^)    durch    ti{^)  +  CiiWt{^)  +  CiiWi{^)+'"+CipWpi^), 
so  tritt  an  die  Stelle  von 

1=1 

der  Differentialausdruck 


und  es  ist 


*=i 


Folglich  wird 

wenn  die  p^  Konstanten  Cik  so  bestimmt  werden,  dats 

Cik  —  Cii  =  aki  (i,k^l,2,..  .p) 

ist     Dies  aber  ist  stets  und  sogar  auf  unendlich  viele  Arten  zu  er- 
reichen;   denn    fQgt    man    zu   den    obigen    Gleichungen,    welche    nur 

YP  {p  —  1)    Gleichungen    repräsentieren,    weil    a;*  =  —  au  ist,    noch 

YP  Cp  +  1)  weitere: 

Cik  +  Cki  =  Sa  (»,Ä;  =  l,2,...p) 

hinzu^  so  ist  Sn  ="  Su,  und  man  erhalt 

Hierbei  kann  das  symmetrische  System  Sn  ganz  beliebig  gewählt 
werden;  die  Integrale  zweiter  Gattung  werden  also  durch  die  angegebene 
Normierung  noch  nicht  völlig  bestimmt.  Wir  haben  so  den  folgenden 
Satz  gewonnen,  den  wir  als  den  Yertauschungssatz  der  Diffe- 
rentiale bezeichnen: 

Bei    passender    algebraischer    Normierung    der    Integrale 

erster  und  zweiter  Gattung  in  Beziehung  auf  die  Variable  0 

bleibt  der  Differentialausdruck 

Heniel  n.  L»ndsberg,  Algebraiiohe  Funktionen  eto.  38 
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i)(¥,f )  =  i^i0ydedz  +  dWi{^)tHi(^)  +■■■  +  rffr,($)<«,(f) 

dz 

bei  Yertauschang  von  ^  und  ^  iing^uidert.  Das  gleiche  gilt 
auch  von  jedem  Aasdracke,  der  aus  dem  Yorigen  durch  Hinzn- 
fügung  einer  symmetrischen  Bilinearform  der  Differentiale 
erster  (Jattung 

erhalten  wird. 

Aus  diesem  Theoreme  ergiebt  sich,  wie  wir  im  nächsten  Kapitel  zeigen 
wollen,  der  Satz  von  der  Yertauschung  von  Parameter  und  Argament 
bei  Integralen  dritter  Gattung  samt  allen  seinen  Eonsequenzen.  In 
der  obigen  Form  ist  er  zunächst  eine  rein  algebraische  Identiföt,  durcli 
welche  festgestellt  wird,  daCs  eine  dem  Korper  K(z,u\  0,u)  angehörige 
Grölse  bei  Yertauschung  der  Argumentpaare  ungeandert  bleibt.  Wir 
wollen  diese  Gleichung  an  dem  Beispiele  der  hyperelliptischen  Körper 
durch  Rechnung  bestätigen. 

§5. 

Ein  hyperelliptisches  Gebilde  vom  Geschlechte  p  können  wir  nach 
S.  549  in  der  Form 

1)  u'  =  g{z) 
annehmen,  worin  die  ganze  Funktion 

2)  g{e)  =  dp^i  0«P+i  +  Cipi^P  +  •  •  •  +  Ci£f  +  Co     («2p+i+®) 

von  ungeradem  Grade  ist.  Alsdann  ist  der  unendlich  ferne  Punkt 
Yerzweigungspunkt,  und  da  ako  die  beiden  Blatter  im  Unendlichen 
zusammenhängen,  so  ist  a, 

eine  solche  Yariable,  wie  wir  sie  der  ganzen  vorhergehenden  Entwickelnng 
zu  Ghimde  gelegt  haben. 

Die    Elemente    des    Fundamentalsystems   für    die    ganzen    Funk- 
tionen sind  fc(o)  ^  j      fc(i)  _  ^ 

also  die  des  reciproken  Systems 

1,(0)   =    J-,         ^(1)   =    JL; 

denn  die  Zusammensetzung  der  aus  den  Konjugierten  gebildeten  Systeme 


ergiebt  das  Einheitssystem. 
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Da  ferner  fti  •=  p  ist,  so  erhalten  wir  bei  Anwendung  der  Sätze 
des  §  2  der  vorigen  Vorlesung  folgende  beiden  Systeme  von  Ftmda- 
mentalintegralen  erster  und  zweiter  Gattung: 

1) 


dz 


für  welche  die  zugehörigen  Ordnangen  des  Null-  und  Unendlich- 
Werdens  die  folgenden  sind: 

Pi  ==  1>    C>*  =  3,    (>j  =  5,  . . .  (>p  =  2|>  —  1 . 

Die  Integrale  erster  Gattung  behüten  wir  in  der  Folge  bei,  die  der 
zweiten  treten  nur  provisorisch  auf  und  sollen  später  durch  ein  anderes 
Fundamentabystem  tu  t^y  -  ^  ^  tp  mit  gleichen  Eigenschaften  ersetzt 
werden. 

Die  Funktion  0  erhält  hier  die  Form 

^)^(0)+|ö)^(i)        1    l  +  v         1     u  +  ü 


0(*,^)= 


8  —  z  2    z  —z         2u    z  —  z 


---  > 


und   diese   Funktion   ist  nach  is  zu  differenzieren.    Man  hat  also   die 
Differenz  zu  bilden: 

\2u  dz  \z  —z  /        2udz\z  —  z/J 
Wertet  man  diese  Differenz  hier  direkt  aus,  so  findet  man 


d 
dz 


d 
d 


also 


\z  —  z)      (j—^y  "*"  2(y— j5)tt 

i_/tt4-u\  _    u  +  u      ,        ^(T) 
1  \z-z~)        (z-zy  "*"  2(z-^)u^ 


2(z-syuü  ' 

wo  nun  der  Zähler  eine  ganze  Funktion  von  z  und  e  ist,  welche  durch 
(Jf—gy  teilbar  sein  mufs,  weil  KdsdJisi  Beziehung  auf  beide  Variabein- 
systeme ein  Differential  zweiter  Gattung  ist.  In  der  That  ergiebt  sich, 
wenn  zunächst  r  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  ist  und  wir  g{z)  =  z'^ 
annehmen: 

38* 
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diese  Snmme  kann  man  auch  in  der  Form  schreiben: 


2^^--^ 


2p+] 


wobei  die  Zahlen  a  und  /}  nicht  negativ  nnd  der  Bedingung  a  +  ß^r-i 
unterworfen  sind;  für  r  ==  0,  1  und  2  wird  die  Summe  gleich  NulL 

Da  nun 

2^+1 

r=0 

ist;  so  folgt  jetzt 

g{z)^g{z)^^-{^{z)^^{z)){T^z) 

in   welcher   die   Zahlen   a,  /5  =  0,  1,  2, .  .  .   nur   noch   der   einen  Be- 
dingung unterliegen^  dals  r  ^  2|>  +  1 ,  also 

ist.     Somit  ergiebt  sich  in  der  That 

A       Xl/^       \  ~z^dY   z^dz 

wo  unter  dem  Summenzeichen  nur  noch  Differentiale  erster  und  zweiter 
Gattung  stehen.  Hierbei  sind,  wie  es  sein  muljs,  niemals  zwei  Diffe- 
rentiale zweiter  Gattung  miteinander  multipliziert;  denn  da  «  +  /3^2p-l 
ist,  so  kann  nicht  zugleich  a^jp,  j3^p  sein;  man  kann  also  wirklich 
A  als  bilinearen  Ausdruck  darstellen,  in  welchem  immer  ein  Differential 
der  zweiten  Grattung  mit  einem  solchen  der  ersten  oder  aber  zwei 
Differentiale  der  ersten  Gattung  miteinander  multipliziert  sind. 
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Wir  zerlegen  demgemafs  obige  Summe  in  folgende  drei  Teile: 
^ri//»        \  Y^dY     eP  dz     •    ^     \ 

^(^-«)Ca+j,+,-2=-     -j^      (tt^p) 

+2(^-«)c,+^+,^    '-^    (ß^p)      Ua  +  ß^2p-l), 

von  denen  der  erste  die  Glieder  mit  Differentialen  zweiter  Gattung  in 
Beziehung  auf  ^,  der  zweite  die  Glieder  mit  ebensolchen  Differentialen 
in  Beziehung  auf  ^,  der  dritte  die  alternierende  Bilinearform  der 
Differentiale  erster  Gattung  enthält.  Es  ist  also  in  der  ersten  Summe 
das  Differential  . 

multipliziert  mit 


a=p 


während  die  zweite  Summe  aus  der  ersten,  abgesehen  vom  Zeichen, 
durch  Vertauschung  von  $  und  ^  entsteht.  Ferner  kann  man  die 
dritte  Summe  noch  weiter  in  die  Differenz  der  beiden  auseinander 
durch  Vertauschung  von  $  und  ^  hervorgehenden  Teile  zerlegen: 

^n//i        \  T^d^     z^ dz       1   '^ri/        /iN  Y^dz    z^dz 

^(/3-a)Ca4.^+2-^-    --    und^(a-/J)Ca+^+2-2^    ~Yu  ' 

und  hier  ist  in  dem  ersten  Bestandteile  dwii^^  multipliziert  mit 

Ersetzt  man  also  jetzt  tj($)  durch  das  Integral 
2)  ^,(^)  =  (2i-l)c,p+ir,(^)  +  (2i-2)c,pr,_i(Vß)  +.  •  •+  ic,,-.i^,x^{^) 

=J'|^((2i-l)c,p+i^p+i-i  +  (2i-2)c2p^P+'-*  +  ---  +  ic8p^^^ 

oder 

2a)  m)  =/f;  2(2i- A)c.p+s.-„^''+'-», 


A«l 
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*  

welches  in  $^  dieselbe  Ordnungszahl  besitzt;  wie  ti{^),  weil  der  erste 
Koeffizient  Ctp^i  der  Funktion  g(g)  von  Null  verschieden  ist,  so  gilt 
derVertanschungssatz  fQr  hyperelliptische  Differentiale  in  folgender  Form: 

Der  Differentialansdruck 


iz=l 


in  welchem  die  Integrale  erster  und  zweiter  GFattung  fOi{^) 
und  ti(^)  durch  die  Formeln  (1)  und  (2a)  erklärt  sind,  bleibt 
bei  YertauBchung  von  $  und  ^  ungeändert. 


Vienmddreifsigste  Vorlesung. 

Aufstellung  sämtlicher  Differentiale  zweiter  Gattung,  welche  Vertauschung  von 
Parameter  und  Argument  gestatten.  —  Der  Vertauschungssatz  för  die  Integrale 
dritter  Grattung.  —  Der  Vertauschungssatz  für  die  Integrale  zweiter  Gattung.  — 
Der  Vertauschungssatz  für  Integrationswege,  die  sich  schneiden.  —  Charakteristik 
zweier  Wege  auf  der  Riemannschen  Fläche.  —  Charakteristik  zweier  Perioden- 
wege. —  Greschlossene  Wege,  für  welche  die  Perioden  der  Integrale  erster  und  zweiter 
Gattung  verschwinden,  zerlegen  die  Riemannsche  Fläche  in  zwei  getrennte  Teile. 

§1. 

Wir   haben   in  der  vorigen  Vorlesung  bewiesen,   dais  der  in  §  4 
gebildete  und  erklarte  Differentialansdruck 

welcher  in  Beziehung  auf  das  Argument  ?ß  ein  Differential  zweiter 
Ghbttung  mit  dem  einzigen  und  einfachen  Pole  $  darstellt,  die 
Eigenschaft  besitzt,  bei  Yertauschung  von  ^  und  ^,  d.  i.  von  Argument 
und  Parameter,  ungeändert  zu  bleiben.  Dasselbe  ist  auch  noch  der 
Fall,  wenn  man  zu  Z)(^,^)  eine  bilineare  Form  der  Differentiale 
erster  Gattung 

hinzuf&gt  und  die  p^  Konstanten  Sn  ak  ein  symmetrisches,  aber  im 
übrigen  beUebiges  System  wählt.  Wir  woUen  nun  aber  zunächst 
zeigen,  dats  es  auijser  den  soeben  charakterisierten  Differentialausdrücken 
keine  anderen  Elementardifferentiale  zweiter  Gattung  mit  dem  un- 
bestimmt bleibenden  Pole  ^  giebt,  welche  die  Eigenschaft  der  Yer- 
tauschbarkeit  von  Argument  und  Parameter  besitzen. 

In  der  That,  jedes  derartige  Elementarintegral  zweiter  Gattung  ist 
in  der  Form  darstellbar: 

worin  fj, . . .  fp  irgend  welche  von  ^  allein  abhängige  Grolsen  sind. 
Da  nun  Z)($,^  =  Z)(^,  $)  ist,  so  besitzt  die  obige  Summe  dann 
und  nur  dann  ebenfalls  die  Eigenschaft  der  Symmetrie,  wenn 
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ist.    Fixiert  man  nun  den  Ponkt  ^,  so  gilt  eine  Proportion  der  Form 

dtv^i^)  :  dw^i^)  : •  •  • :  dwp{^)  =  Ci  :  c^ :  •  •  • :  c^, 

und  die  Konstanten  Ci,c^,,..Cp  sind  nicht  alle  Null^  weil  die  Differential- 
klasse W  primitiv  ist;  dann  folgt^  dafs  ancli 

ein  Differential  erster  Glattong  sein  muTs,  weil  dasselbe  f&r  die  litlke 
Seite  obiger  Gleichung  gUt.  Da  nun  das  System  {c,,  c^, . , .  c^)  einen 
beliebigen  Punkt  der  Hauptkurve  H  darstellt,  so  kann  man  in  mannig- 
facher Weise  p  verschiedene  derartige  lineare  Kombinationen  der  r,($) 
so  herstellen,  dafs  die  Determinante  der  Koeffizienten  von  Null  ver- 
schieden ist*,  es  mufs  daher  auch  jedes  r,($)  selbst  ein  Differential  erster 
(Gattung,  also 

r<(?)=^sarf«'t(«ß) 
sein,  und  folglich  ist  die  Summe 

t  ik 

Damit  aber  diese  die  Eigenschaft  der  Yertauschbarkeit  von  ^  and  f 
besitze,  ist  schlieMich  erforderlich,  dafs  Sa  =  Sa  sei,  womit  unsere 
Behauptung  erwiesen  ist.    Wir  erhalten  so  den  Satz: 

Bedeutet  (s,t)  ein  beliebig  symmetrisches  Konstantensystem 
von  2)^  Elementen,  so  erhalten  wir  in  dem  Ausdrucke 

ik 

sämtliche  Differentiale  zweiter  Ghittung  mit  dem  einzigen 
und  einfachen  Pole  ?ß,  welche  die  Vertauschung  des  Argu- 
mentes ^  und  des  Parameters  ^  gestatten. 

§2- 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  Integralform  des  Vertauschungssatzes  über, 
indem  wir  die  veränderlichen  Punkte  ^  und  ^  auf  zwei  bestimmten 
Wegen  s  und  ö  fortrücken  lassen,  von  denen  der  erste  s  sich  von  $i 
nach  ^2f  ^®r  zweite  6  von  Dj  nach  Dg  erstrecken  möge,  und  sodann 
den  Differentialausdruck  Z)(^,5ß)  über  diese  beiden  Wege  integrieren. 
Hierbei  wollen  wir  aber  zunächst  die  Voraussetzung  machen,  dals  die 
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Wege  s  und  ö  sicli  nicht  schneiden.  AlBdann  können  wir,  wenn  ^ 
ein  beliebiger  Punkt  des  Weges  s  ist,  den.  Punkt  ^  auf  dem  Wege  a 
von  O^  nach  Q,  fortrücken  lassen  und  zunächst  über  ö  integrieren, 
ohne  daCs  dabei  die  Funktion  0($,^)  jemals  unstetig  würde;  denn 
diese  Funktion  wird  ja  im  Endlichen  eben  nur  dann  unendlich,  wenn 
^  mit  ^  zusammenfallt.  Daher  la&t  sich  in  dem  ersten  Oliede  der 
Summe  !)($,$)  die  Integration  ausführen,  denn  es  ist  bei  festem  ^ 


J£Mil)dj=e(^,£i,)-e(^,Q,). 


Hingegen  wäre  diese  Gleichung  ohne  die  Annahme,  dafs  die  Wege  s 
und  6  keinen  Punkt  gemein  haben,  für  diejenigen  Punkte  $  unrichtig, 
welche  Schnittpunkte  von  s  und  ö  sind. 

Nachdem  diese  erste  Integration  vollzogen  ist,  können  wir  sodann 
auch  in  Beziehung  auf  $  integrieren,  indem  wir  diesen  Punkt  auf 
dem  Wege  s  von  ?ßi  nach  ^g  wandern  lassen.  Wir  erhalten  so,  wenn 
wir  die  Feststellungen  des  vorigen  Kapitels  auf  S.  594  hinzunehmen, 
folgenden  Fundamentalsatz,  den  Satz  von  der  Yertauschung  von  Argu- 
ment und  Parameter  bei  den  Elementarintegralen  dritter  Gattung: 

Das  Elementarintegral  dritter  Gattung  mit  den  Grenzen  ^^ 
und  ^2  ^^^  ^^^  Unstetigkeitspunkten  Dj  und  Q,,  denen 
die  Residuen  —  1  und  +  1  zugehören: 


1) 


A«o.D.  =-/(0(^,  £5,)  -  e(^,  £i,))d. 


p      P         r 

1=1  %  )Sf 


bleibt  ungeändert,  wenn  man  den  ersten  und  zweiten  Unstetig- 
keitspunkt  mit  der  unteren  und  oberen  Grenze  vertauscht;  es 
ist  also 


2) 


/' 


hierbei  sind  aber  die  Integrale  so  zu  erstrecken,  dals  sich 
die  Wege  5  =  ^i?ß2  ^^^  (J^CliDg  JÜcht  schneiden.  Die 
gleiche  Eigenschaft  besitzt  auch  jedes  Elementarintegral  dritter 
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(Jattongy  welches  ans  dem  Yorigen  durch  Hinznf&gimg  einer 
Snmme 


^SuJdWiJdWk 


(t,t  =  l,2,...p) 


entsteht,  wenn  das  Koeffizientensystem  (sik)  symmetrisch  isi 
AnJjser  diesen  Integralen  giebt  es  aber  keine  anderen  Elementar- 
integrale  dritter  Ghtttong,  welche  die  Yertanschong  der  Argu- 
mente $1,  $2  ^^^  ^^^  Parameter  O^,  D,  gestatten. 

Der  letzte  Teil  des  Satzes  ist;  wie  man  sofort  sieht,  eine  unmittelbare 
Eonsequenz  desjenigen,  welcher  am  Ende  des  vorigen  Abschnittes  aus- 
gesprochen wurde.  Denn  man  kann,  wie  eben  gezeigt,  von  der  in  der 
yorigen  Yorlesong  bewiesenen  Differentialformel 

J!)(^,f)  =  2)(f,?) 

unmittelbar  zn  der  Integralgleichung  (2)  gelangen  und  umgekehrt  yon 
dieser  durch  Differentiation  zu  jener  zurückkehren. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Integranden  des  Integrals  cdo,o«($)*- 


dz 


=  e(^,£),)-e(^,£i,)+. 


so  ist  derselbe,  in  seiner  Abhängigkeit  von  ^  aufgefaJst,  natürlich 
eine  Funktion  des  Körpers;  fassen  wir  aber  seine  Abhängigkeit  Ton 
einem  der  beiden  Unstetigkeitspunkte,  z.  B.  von  £i^,  ins  Auge,  so 
ergiebt  sich  das  bemerkenswerte  Resultat,  dals  er  eine  transcendente 
Funktion    desselben    ist.      Denn    es    hängt    zwar    0($,  Ds)    von    £1 

r"  .    . 

algebraisch  ab,  aber  jedes  der  p  Integrale   I  dU  ist  ein  Integral  zweiter 

Grattung,  welches  nicht  auf  algebraische  Funktionen  zurückführbar 
ist,  und  das  gleiche  gilt  also  auch  von  dem  obigen  Integranden 
^b,D»(^)-  Dieser  ist  vielmehr  in  seiner  Abhängigkeit  von  D,  nach 
den  Ergebnissen  der  zweiunddreifsigsten  Vorlesung  ein  eigenthehes 
Integral  mit  zwei  polaren  ünstetigkeiten,  welche  bei  ^  und  ^^  gelegen 
sind  und  von  denen  die  erste  die  Ordnungszahl  Eins  besitzt,  während  die 
Ordnung  der  zweiten  höher  und  durch  die  Zahlenreihe  Pi,c>8,  ..p^ 
zu  bestimmen  ist.  Diese  Feststellungen  bleiben  offenbar  auch  dann 
bestehen,  wenn  wir  zu  obigem  Integranden  noch  irgend  einen  sym- 
metrischen Ausdruck 
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ik  £i 

hinznfBgen.     Daher  gilt  der  Satz: 

Ein  Elementarintegral  dritter  G^attimgy  dessen  Integrand 
algebraisch  von  seinen  ünstetigkeitspunkten  O^  und  Q, 
abhäogty  la&t  niemals  Yertanschung  der  Argumente  und  der 
Parameter  zu;  ein  Elementarintegral  dritter  Gattung;  welches 
diese  Yertauschung  gestattet ,  besitzt  stets  einen  Integranden, 
welcher^  in  seiner  Abhängigkeit  von  den  Parametern  betrachtet^ 
ein  eigentliches  Integral  zweiter  Gattung  ist. 

Dieser  Satz  ergab  sich  bei  der  analogen  Untersuchung  auf  S.  357  flg. 
nicht;  es  blieb  damals  unentschieden^  in  welcher  Weise  der  Integrand 
eines  Integrals^  welches  die  Yertauschung  gestattet,  von  seinen  Para- 
metern abhangt.  Wir  sehen  hier,  dab  wir  bei  der  Bildung  eines  der- 
artigen Integranden  zwar  aus  dem  Kreise  der  Funktionen  des  Körpers, 
nicht  aber  aus  dem  Sj*eise  der  aus  ihnen  hervorgehenden  Integrale 
mit  polaren  Unstetigkeiten  heraustreten.  Die  Yerschiedenartigkeit  der 
Abhängigkeit  eines  derartigen  Integranden  von  Argument  und  Parameter 
bildet  alsdann  die  Grundlage  fär  alle  weitergehenden  Untersuchungen. 
Ein  ähnlicher  Satz,  wie  der  soeben  für  Integrale  dritter  Gattung 
abgeleitete  Yertauschungssatz,  besteht  auch  fQr  solche  der  zweiten 
Gattung.  Wir  erhalten  ihn  entweder,  indem  wir  in  der  Formel  (1) 
O^  und  Q,  in  einen  einzigen  Punkt  ^  zusammenrücken  lassen,  oder 
auch,  indem  wir  die  Grundgleichung 

bei  festem  ^  nur  in  Beziehung  auf  ^  von  ^j  bis  ^^2  integrieren.  In 
beiden  Fällen  ergiebt  sich  die  Gleichung 

«Dl  «IS4 

f^^%S}  a-z  dz  +^du{%)Jdu» 

welche  nur  der  einen  Bedingung  unterworfen  ist,  dals  der  Punkt  ^ 
nicht  auf  dem  Integrationswege  s  =  ^^^2  gelegen  ist.  Diese  Gleichung 
findet  bei  Berücksichtigung  *el  (8)  auf  S.  586  in  folgendem 

Satze  ihren  Ai 


3) 
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Betrachtet  man   das   Integral  zweiter   (Jattmig  mit  dem 
Unstetigkeitsponkte  erster  Ordnung  ^ 

bei  festgehaltenen  Grenzen  nnd  festem  Integrationswege  in 
seiner  Abhängigkeit  von  dem  Pole  $,  so  ist  es  in  Beziehnng 
anf  diesen  ein  Abelsches  Differential  mit  den  ünstetigkeits- 
punkten  ^i;  ^2>  $«7  ^  ^^^  nämlich 

1=1  1=1 

5) 


ai=JdWi,     ßi^'Jdti, 


worin  der  dem  ersten  Oliede  der  Summe  zugehörige  Diyisor 
den  Nenner  ^1^2;  ^^^  ^^™  zweiten  Oliede  gehörige  einen 
Nenner  ^^  besitzt^  während  das  dritte  Olied  ein  Differential 
erster  Ghittung^  der  zugehörige  Divisor  also  ganz  ist. 

Dieser  Satz  tritt  in  der  algebraischen  Untersuchung  an  die  Stelle  des 
Satzes  (V)  auf  S.  356  flg.;  er  kann  im  weiteren  Verlaufe  der  Ent- 
wickelung  mit  diesem  in  völlige  Übereinstimmung  gesetzt  werden. 
Auch  hier  giebt  aber  die  algebraische  Untersuchung  ein  besseres 
Resultat  als  die  funktionentheoretische;  weil  sie  unmittelbar  Aufschlob 
giebt,  in  welcher  Weise  ein  auf  algebraischem  Wege  gebildetes 
Elementarintegral  zweiter  Gattung  von  seinem  Pole  abhängt  Eine 
ebenso  vollständige  Erkenntnis  kann  aus  dem  Satze  (V)  auf  S.  356 
nicht  oder  wenigstens  nicht  direkt  gewonnen  werden. 

Die  Formel  (5)  kann  noch  in  anderer  Weise  interpretiert  werden, 
wenn  man  die  auftretenden  Integrale  als  Funktionen  ihrer  oberen 
Grenze  ^2  betrachtet.  Es  wird  nämlich  alsdann  ein  Elementarintegral 
zweiter  Gattung  mit  unbestimmt  bleibendem  Pole  als  Summe  einer 
Funktion  des  Körpers  und  der  2p  Fundamentalintegrale 

fdWi,        jdti  (t  =  i,2,...f) 

dargestellt.  Die  Möglichkeit  solcher  Darstellung  ist  durch  den  Satz 
auf  S.  574  bereits  festgestellt,  durch  die  Gleichung  (5)  wird  sie  für 
ein  Integral  mit  unbestimmtem  Pole  5ß  ausgeführt;  dabei  ergiebt  sich 
noch,  dafs  die  Koeffizienten  in  Beziehung  auf  ^  Differentiale  erster 
und  zweiter  Gattung  sind. 
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§3. 

Wir  wollen  jetzt  die  für  den  weiteren  Fortgang  der  Entwickelnng 
entscheidende  Erörterung  ansteUen,  in  welcher  Weise  sich  der  Ver- 
taoschnnirssatz   fQr  InteimJe    dritter    Gattonir    modifiziert,    wenn    die 

Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir,  wenn  wieder  s  =  $,^,  0  =  Oj£l, 
ist,  wie  vorher 

1)  /d«3o.D.=/(e(^,D,)  -  eC^,£i,))de+^fdmfdt> 

a  a  i—1  a  a 

und  fOhren  für  die  Differenz  der  beiden  durch  die  Yertauschung  aus- 
einander hervorgehenden  Integrale  eine  kurze  Bezeichnung  ein: 

2)  Jdäc^D^  -Jdä^,^  =  I(s,  <y); 

a  a 

die  Differenz  ist  also  in  Abhängigkeit  von  den  Wegen  s  und  a  ge- 
dacht, durch  welche  ja  die  vier  Punkte  $i>  ^2?  ^y  ^  ^  ^^  Anfangs- 
und Endpunkte  mitbestimmt  sind,  während  das  Umgekehrte  natürUch 
nicht  zutrifft.  Nach  dem  früheren  Ergebnis  ist  dann  I(s,  a)  »  0,  wenn 
die  Wege  s  und  6  sich  nicht  schneiden;  es  handelt  sich  jetzt  um  die 
Wertbestimmung  dieser  Differenz  bei  beliebigem  Verlaufe  der  beiden 
W^e. 

Nun  können  wir  zunächst  für  die  Differenz  J(s,  ö)  einige  unmittelbar 
evidente  Beziehungen  feststellen.     Es  ist  nämlich 

3)  I((y,  s)  =  -  I(s,  ö), 

femer  ist,  wenn  man  den  Weg  s  in  zwei  Teile  s'  =  ^i9i  und  5'' =  915^2 
zerl^: 

4)  1(8'  +  5",  ö)  -  1(5',  ö)  +  J(5",  ö), 

weil  nicht  blofs    f  dä==  j  dä+  1  däf  sondern  auch 

a  a'  a' 

ist.     Ebenso  ist,  falls  <y  =  <t'  +  <J"  ist: 

4a)  I(s,  <y'  +  <y")  =  I{s,  6^)  +  I{s,  cj")- 

Wir  wollen  nun  wieder  auf  den  beiden  gerichteten  Strecken  s 
und  6  das  linke  und  rechte  Ufer  durch  das  positive  und  das  negative 
Zeichen  unterscheiden  und  der  Einfachheit  halber  annehmen,  dafs  die 
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beiden  Wege  sich  nur  in  einem  Punkte  ©  begegnen  (Fig.  36).  Wir 
wollen  femer  die  Vorstellung  in  der  Weise  fixieren,  daCs  der  Weg  c 
den  Weg  s  vom  positiven  zum  negativen  Ufer  überschreitet;  es  ist  also 
in  der  schon  früher  angewendeten  Terminologie  (S.  285)  der  Übergang 
von  ö  über  s  positiv,  der  von  s  über  ö  negativ.  Wir  können  dabei  ohne 
Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  den  Schnittpunkt  @  als  einen  end- 
lichen und  unverzweigten  Punkt  der  Riemannschen  Flache  voraus- 
setzen, da  wir  anderenfalls  einen  der  beiden  Wege  nur  um  ein  so  kleines 
Stück  zu  verschieben  brauchen,  dafs  hierdurch  der  Wert  der  Integrale  nicht 
geändert  wird.     Wir  wollen  dann  schlielslich  um  den  Punkt  @  einen 


kleinen  Kreis  beschreiben  und  hierdurch  jeden  der  beiden  Wege  s 
und  ö  in  drei  Teile  s^,  Sq,  s^  resp.  (Jj,  (Jq?  ^a  zerlegen,  wobei  Sq  =  ^f^f^' 
und  ÖQ  =  Oi^^Df  die  Mittelstücke  sind. 

Wenden  wir  jetzt  auf  die  Integraldifferenz  I(s,  <j)  die  Relationen  (4) 
und  (4a)  an,  so  zerlegt  sie  sich  in  neun  ähnlich  gebildete  Glieder 

I{Sa,Öß)  (a,  p  =  0,  1,2), 


von  denen  aber  alle  bis  auf  das  eine  I(Sq,  Oq)  verschwinden,  weil 
zugehörigen  Integrationswege  keinen  Punkt  gemein  haben.     Daher  ist 
einfach 

5)  I(s,  6)  =  /(5o,  (Jo), 
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wobei  es  uns  überdies  nocb  freisteht,  durch  allmähliche  Verkleinerong 
des  lüreises  mit  dem  Mittelpunkte  @  die  Strecken  Sq,  0q  unbegrenzt 
klein  werden  zu  lassen;  es  bleibt  ako  nur  noch 

5a)  I{Sq,  öq)  =  J  dä^io)  ^{o)  —  J  ^<»^(o)  ^o) 

zu  ermitteln.  "         '     '      "° 

Bezeichnen  wir  nun  die  Werte  der  Funktion  js  in  den  Punkten 
^<®>,  ^|P>,  Of^),  Di®>  resp.  mit  p^,p^,q^,q^y  so  wird  die  Integralfunktion 

®n(o)n(o)  ^  ihren   Unstetigkeitsstellen   ebenso  unendlich   wie  lg — -> 

die  Funktion  »„/o)««))  aber  wie  lg  3^*-  Daher  können  wir  folgende 
Äquivalenzen  einführen: 

hierbei  bedeutet  die  Äquivalenz,  dafs  die  beiden  Differentiale  anter  den 
Integralzeichen  sich  nur  um  eine  Differenz  unterscheiden,  welche  für 
die  Umgebung  von  @  regulär  ist,  wie  wir  im  flbrigen  auch  die  Punkte 
$i%  ^if^  ^f\  ^i^  annehmen  mögen.  Die  Differenz  beider  Integrale 
bleibt  also  auch  regulär,  wenn  wir  den  Kreis  um  @  und  die  Integra- 
tionswege  «,  und  ff,  unbegrenzt  zusammenschrumpfen  lassen,  und 
kommt  somit  beim  Übergang  zur  Grenze  in  FortfaU.  FolgUch  er- 
halten  wir  bis  auf  ein  Integral,  welches  bei  unendlicher  Abnahme  des 
Kreises  und  der  Wege  Sq  und  öq  beliebig  klein  wird: 

5b)        JK,  «0)  -/dig:-£|  -/dig^-if  • 

Nun  ist  aber,  wenn  ^  ein  ganz  beliebiger  Punkt  und  0  der  zugehörige 
Wert  auf  der  ebenen  Biemannschen  Flache  9{.  ist: 


wobei  $$^**)  und  ^^^^  die  positiv  gerechneten  Abstände  der  Punkte 
sind  und  »  den  Winkel  $<<»$$;<»  bedeutet;  dieser  Winkel  ist  das 
Mab  für  die  Drehung  eines  Halbstrahles  aus  der  Lage  <ß<ßj»  in  die 
Lage  ^^o)  und  muls  bei  Bewegung  des  Punktes  ^  stetig  verändert 
werden.  Berücksichtigen  wir  also,  daTs  die  Summe  der  gegenüber- 
liegenden Winkel  des  Kreisvierecks  ^  ^f  +  ^  <ßg»,  «^  O^»)  +  ^  ^'^ 


§  4.    Charakteristik  zweier  Wege.  609 

Die  ZaU  (s,  ö),  welche  kurz  als  ^die  Anzahl  der  Übergänge  von  s 
Qber  ö^  bezeichnet  werden  kann,  wenn  man  das  Wort  ,,Anzahl''  nicht 
im  absoluten,  sondern  im  relativen  Sinne  nimmt,  soll  unter  Anlehnung 
an  eine  von  Eronecker  bei  einer  ähnlichen  Untersuchung  eingeführte 
Terminologie  die  ^^Charakteristik  der  beiden  Wege  s  und  6^^ 
genannt  werden.  Aus  ihrer  Bedeutung  sowohl  wie  aus  obiger 
Fundamentalgleichung  geht  unmittelbar  hervor,  da(s 

(5,  <y)  =  -  (<y,  s) 
ist,  woraus 

(5,5)  =  0 

folgt.  Die  letzte  Formel  kann  man  geometrisch  in  der  Weise  ver- 
stehen, dafs  man  linkes  und  rechtes  TJfer  von  s  als  nebeneinander- 
laufende Wege  scheidet;  dann  geht  die  Richtigkeit  der  Formel  wenigstens 
für  Wege,  die  sich  nicht  schneiden,  eben  daraus  hervor,  dals  diese 
beiden  TJfer  sich  nirgends  durchsetzen,  der  allgemeinere  Fall  kann  aber 
auf  den  spezielleren  zurückgefOhrt  werden.  Femer  ist  fQr  die  Charak- 
teristik ebenso  wie  vorher  fQr  die  Integraldifferenz  I(s,  o): 

(5,  <,'  +  6")  =  (S,  ö')  +  (S,  ö"), 

Für  die  Folge  liegt  die  Bedeutung  obiger  Fundamentalgleichung  (3) 
eben  darin,  da(s  durch  sie  die  ganze  Zahl  (s,  a),  welche  eine  wechsel- 
seitige Beziehung  der  beiden  Wege  s  und  6  repi^entiert,  als  eine 
Kombination  von  Integralen  dargestellt  werden  kann,  welche  über  den 
einen  oder  den  anderen  der  beiden  Wege  erstreckt  sind.  In  dieser 
Auffassung  haben  wir  jene  Gleichung  vollständig  zu  diskutieren  und 
gelangen  so  zum  Verständnis  der  der  Riemannschen  Fläche  eigen- 
tümUchen  Zusammenhangsverhaltnisse. 

§4. 

Wenn  wir  in  der  Gleichung  (6)  des  vorigen  Abschnittes  die  Wege  s 
und  6  beide  als  geschlossen  voraussetzen,  so  stellt  (s,  a)  die  Charak- 
teristik zweier  Periodenwege  dar,  und  es  kommen  auf  der  linken 
Seite  obiger  Gleichung  die  Integrale  dritter  Gattung  in  Fortfall,  da  z.  B. 
£li«Osi,  also 

ist.     Daher  nimmt  alsdann  die  Gleichung  (6)  die  folgende  Gestalt  an: 
I  dt^  I  dwi  H \-  I  dtp  I  dWp  —  /  dto^  1  dt^ /  dWp  j  dtp 

*/ö»  a«  0  9  a  $ 

=  2ni{8,  <t), 
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VierunddreifBinate  Vnrleanng, 
uiugen,  Bo  fiuden  wir  für  die  iu  (&b)  auftretendea 

D 

1  beiden  Integralen  die  reellen  Teile  gleich  sind,  s 
e  Differenz 


md  dieselbe  Differenz  offenbar  den  Wert  + 
der  Übergang   von  s  über  ff  vom   linken  zui 
litiTetn  Sinne   erfolgen  würde. 
Venn  also  die  Kurven  5  und  G  einen  Schi 
Integraldiffereuz   I{s,  ff)   nicht,   wie   vorher,  \ 
beiden    Fällen    entsprechend,   die   unterschied' 
fc  2äj.     Durch  Verallgemeinerung  d 
als  eich  die  beiden  Kuri'en  in  beliebig; 
a    wir    jetzt    zu    dem    folgenden    fnnti 
m  die  Wirkung  der  Vertauachung  von 
<^;ialen  dritter  Gattung  unter  Äufhebun, 
V orauBsetzungen  festgestellt  wird: 

Setzen  wir,  wie  vorher,  die  \ 
und 


recht«! 


)niikt  habfla^ 
eich  Kall,  > 
n   werden 
itrachtnng, 
Pouktea  09^ 
talen    Satw   - 
eter  and  A 
ler  einsclirä 

%=s  und  Sn 


BO  ist  die  Differenz 

6)  /(s,  ij)=  Mröao,—  f  'i^%v,  =  2ni{s,ij),        ^ 

wobei   das   Zeichen   (s,  ff)   eine   ganze   Zahl  bed<  j 

gleich  der  Anzahl  der  positiven  Überginge  des  \ 
den  Weg  a,  vermindert  um  die  Anzahl  der  nefi 
^nge  ist;  hierbei  ist  ein  Übergang  als  positiv 
anzusehen,  je  nachdem  er  vom  linken  zum  recht 
rechten  zum  linken  Ufer  stattfindet. 


r» 
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je  IW  betragen,  so  finden  wir  für  die  in  (6b)  auftretenden  IntegralB 
die  Gleichungen 


+  <Ä, 


Da  aber  in  beiden  Integralen  die  reellen  Teile  gleich  aind,   bo  ei^iebt 
sieb  fttr  die  Differenz 


/(.., ..)  -/iig,^;  -ßk:^^_  =  - 


während  dieselbe  Differenz  offenbar  den  Wert  +  ^i^i  erbalten  würde, 
falle  der  Übergang  von  s  Über  ff  vom  linken  zum  rechten  Ufer,  also 
in  poBitivem  Sinne  erfolgen  würde. 

Wenn  also  die  Kurven  s  und  a  einen  Schnittpunkt  haben,  so  ist 
die  Integraldifferenz  /(s,  ff)  nicht,  wie  vorher,  gleich  Null,  Bondem, 
den  beiden  Fällen  entsprechend,  die  unterschied en  werden  muIsteB, 
gleich  ±  2ni.  Durch  Verallgemeinerung  dieser  Betrachtung,  für  den 
Fall,  dafs  sich  die  beiden  Kurven  in  beliebig  vielen  Punkten  schneideti, 
gelangen  wir  jetzt  sa  dem  folgenden  fundamentalen  Satze,  durch 
welchen  die  Wirkung  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument 
bei  Integralen  dritter  Gattung  anter  Aufhebung  aller  einschränkenden 
VorauBsetzungea  festgestellt  wird: 

Setzen  wir,  wie  vorher,  die  Wege  $i  ^  =  s  und  D,  O,  =  ff, 
und 

/■i-äo.o.  -/(«(S,  O,)  -  elf,  0,))i.  +  '^JdK,  fdt„ 

80  ist  die  Differenz 

6)  J(s,ff)=  /rf(ÖQ,o,—  j  dä%,<i,  =  2ni{s,a), 

wobei  das  Zeichen  {s,  ff)  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  welche 
gleich  der  Anzahl  der  positiven  Übergänge  des  Weges  s  Aber 
den  Weg  ff,  vermindert  um  die  Anzahl  der  negativen  Über- 
gänge ist;  hierbei  ist  ein  Übergang  als  positiv  oder  negativ 
anzusehen,  je  nachdem  er  vom  linken  zum  rechten  oder  vom 
rechten  znm  linken  Ufer  stattfindet. 


n 
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Die  Zahl  (s,  o),  welche  kurz  als  ^^die  Anzahl  der  Über^^nge  von  s 
Qber  ö**  bezeichnet  werden  kann,  wenn  man  das  Wort  ^^Anzahl^'  nicht 
im  absolnten,  sondern  im  relativen  Sinne  nimmt,  soll  unter  Anlehnung 
an  eine  von  Eronecker  bei  einer  ähnlichen  Untersuchung  eingeführte 
Terminologie  die  „Charakteristik  der  beiden  Wege  s  und  6^' 
genannt  werden.  Aus  ihrer  Bedeutung  sowohl  wie  aus  obiger 
Fundamentalgleichung  geht  unmittelbar  hervor,  dafs 

(s,  <y)  =  -  (tf,  s) 
ist,  woraus 

(5,s)  =  0 

folgt.  Die  letzte  Formel  kann  man  geometrisch  in  der  Weise  ver- 
stehen, dafs  man  linkes  und  rechtes  TJfer  von  s  als  nebeneinander- 
laufende Wege  scheidet;  dann  geht  die  Richtigkeit  der  Formel  wenigstens 
far  Wege,  die  sich  nicht  schneiden,  eben  daraus  hervor,  dab  diese 
beiden  Ufer  sich  nirgends  durchsetzen,  der  allgemeinere  Fall  kann  aber 
auf  den  spezielleren  zurückgefOhrt  werden.  Femer  ist  fQr  die  Charak- 
teristik ebenso  wie  vorher  für  die  Integraldifferenz  I(s,  o): 

(5,  <,'  +  6")  =  (s,  ö')  +  (s,  a'O, 

(5'  +  s",ty)  =  (5',ty)-t-(s",ty). 

Für  die  Folge  liegt  die  Bedeutung  obiger  Fundamentalgleichung  (3) 
eben  darin,  dab  durch  sie  die  ganze  Zahl  (s,  0),  welche  eine  wechsel- 
seitige Beziehung  der  beiden  Wege  s  und  6  repi^entiert,  ab  eine 
Kombination  von  Integralen  dargestellt  werden  kann,  welche  über  den 
einen  oder  den  anderen  der  beiden  Wege  erstreckt  sind.  In  dieser 
Aufhssung  haben  wir  jene  Gleichung  voUsi^ndig  zu  diskutieren  und 
gelangen  so  zum  Verständnis  der  der  Riemannschen  Fläche  eigen- 
tümUchen  Zusammenhangsverhaltnisse. 

§4. 

Wenn  wir  in  der  Gleichung  (6)  des  vorigen  Abschnittes  die  Wege  s 
und  a  beide  als  geschlossen  voraussetzen,  so  stellt  (s,  0)  die  Charak- 
teristik zweier  Periodenwege  dar,  und  es  kommen  auf  der  linken 
Seite  obiger  Gleichung  die  Integrale  dritter  Gattung  in  Fortfall,  da  z.  B. 
£l|-=>Oj„  also 

/(0(5ß,D,)-e(^.D,))d;s  =  O 
ist.     Daher  nimmt  alsdann  die  Gleichung  (6)  die  folgende  Gestalt  an: 

I dt^  I dw^-] (-  I dtp  I dWp—  I dw^  j di^ l dWp  1  dtp 

==  2ni(s,  <t), 
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je  180^  betragen ;  so  finden  wir  für  die  in  (5  b)  auftretenden  Integrale 
die  Gleichungen 


/• 


Da  aber  in  beiden  Integralen  die  reellen  Teile  gleich  sind,  so  ergiebt 
sich  für  die  Differenz 

während  dieselbe  Differenz  offenbar  den  Wert  +  2%%  erhalten  würde, 
falls  der  Übergang  von  s  über  6  vom  linken  zum  rechten  Ufer,  also 
in  positivem  Sinne  erfolgen  würde. 

Wenn  also  die  Kurven  s  und  6  einen  Schnittpunkt  haben,  so  ist 
die  Integraldifferenz  J(5,  6)  nicht,  wie  vorher,  gleich  Null,  sondern, 
den  beiden  Fällen  entsprechend,  die  unterschieden  werden  mulsteD, 
gleich  ±2xi.  Durch  Verallgemeinerung  dieser  Betrachtung,  für  den 
Fall,  dafs  sich  die  beiden  Kurven  in  beliebig  vielen  Punkten  schneiden, 
gelangen  wir  jetzt  zu  dem  folgenden  fundamentalen  Satze,  durch 
welchen  die  Wirkung  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument 
bei  Integralen  dritter  Gattung  unter  Aufhebung  aller  einschränkenden 
Voraussetzungen  festgestellt  wird: 

Setzen  wir,  wie  vorher,  die  Wege  ^ßj^ß,  =  s  und  Di£l5=<^> 
und 

/d»o.o.  =/(e(^,  O,)  -  e(^,  Ol))  de  +^fdiVi  -Jdt,, 

1  =  1  a 

so  ist  die  Differenz 

6)  I(s,  0)  =Jd(öD,a.  -jdä^,^  =  2jti(s,a), 

wobei  das  Zeichen  (5,  o)  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  welcie 
gleich  der  Anzahl  der  positiven  Übergänge  des  Weges  s  über 
den  Weg  ö,  vermindert  um  die  Anzahl  der  negativen  Über- 
gänge ist;  hierbei  ist  ein  Übergang  als  positiv  oder  negativ 
anzusehen,  je  nachdem  er  vom  linken  zum  rechten  oder  Toni 
rechten  zum  linken  Ufer  stattfindet. 
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Die  Zahl  (s,  o),  welche  kurz  als  ^die  Anzahl  der  Überg^uige  von  s 
über  a**  bezeichnet  werden  kann,  wenn  man  das  Wort  ,,Anzahl''  nicht 
im  absoluten,  sondern  im  relativen  Sinne  nimmt,  soll  unter  Anlehnung 
an  eine  von  Eronecker  bei  einer  ähnlichen  Untersuchung  eingeführte 
Terminologie  die  „Charakteristik  der  beiden  Wege  s  und  6^' 
genannt  werden.  Aus  ihrer  Bedeutung  sowohl  wie  aus  obiger 
Fimdamentalgleichung  geht  unmittelbar  hervor,  dafs 

(s,  <y)  =  -  (tf,  s) 
ist,  woraus 

(S,5)  =  0 

folgt.  Die  letzte  Formel  kann  man  geometrisch  in  der  Weise  ver- 
stehen, dafs  man  linkes  und  rechtes  Ufer  von  s  ab  nebeneinander- 
laufende Wege  scheidet;  dann  geht  die  Richtigkeit  der  Formel  wenigstens 
f&r  Wege,  die  sich  nicht  schneiden,  eben  daraus  hervor,  dals  diese 
beiden  Ufer  sich  nirgends  durchsetzen,  der  allgemeinere  Fall  kann  aber 
auf  den  spezielleren  zurückgeführt  werden.  Femer  ist  für  die  Charak- 
teristik ebenso  wie  vorher  für  die  Integraldifferenz  I(s,  a): 

(5,  a'  +  ö")  =  (s,  a')  +  (s,  0"), 

(s'  +  s",  ff)  =  («',«)  + («",«). 

Für  die  Folge  liegt  die  Bedeutung  obiger  Fundamentalgleichung  (3) 
eben  darin,  da(s  durch  sie  die  ganze  Zahl  (s,  0),  welche  eine  wechsel- 
seitige Beziehung  der  beiden  Wege  s  und  6  repi^entiert,  ab  eine 
Kombination  von  Integralen  dargestellt  werden  kann,  welche  über  den 
einen  oder  den  anderen  der  beiden  Wege  erstreckt  sind.  In  dieser 
Aufhssung  haben  wir  jene  Gleichung  volbtandig  zu  diskutieren  und 
gelangen  so  zum  Verständnis  der  der  Riemannschen  Fläche  eigen- 
tümlichen Zusammenhangsverhältnisse. 

§4. 

Wenn  wir  in  der  Gleichung  (6)  des  vorigen  Abschnittes  die  Wege  s 
und  a  beide  ab  geschlossen  voraussetzen,  so  steUt  (s,  o)  die  Charak- 
teristik  zweier  Periodenwege  dar,  und  es  kommen  auf  der  linken 
Seite  obiger  Gleichung  die  Integrale  dritter  (Gattung  in  Fortfall,  da  z.  B. 
£l|-»Osi,  also 

ist.     Daher  nimmt  abdann  die  Gleichung  (6)  die  folgende  Gestalt  an: 
I  dti  I  dw^  H (-  j  dtp  I  dWp  —  /  dwi  1  dt^ 1  dWp  j  dtp 

'-j    a  9  a  »  a  •  a  $ 

=  2n%{Sy  <t), 

Heniel  a.  Landsberg,  AIg»br»Uob«  Funktionen  ato.  39 
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oder  in  leicht  verständlicher  Abkürzung,  wenn  z.  B. 

a 

gesetzt  wird: 

la)      <{V/^  +  ...  +  ^^V')- <><{•) fv^;U^'^^2ni{s,a). 

Diese  Gleichung  giebt  eine  bilineare  Beziehung  zwischen  den  Perioden 
der  2jp  Fundamentalintegrale 

gebildet  far  irgend  zwei  Periodenwege  s  und  Oy  und  umgekehrt  stellt 
sie  die  Charakteristik  zweier  Periodenwege  durch  die  zugehörigen 
Perioden  der  Fundamentalintegrale  erster  und  zweiter  Qattung  dar. 
Mit  ihrer  Hilfe  soll  alsdann  im  nächsten  Kapitel  die  Gresamtheit  aller 
geschlossenen  Wege  auf  der  Riemannschen  Flache  untersucht  und  der 
Einflufs  bestimmt  werden ,  den  eine  Zerschneidung  der  Flache  durch 
geschlossene  Kurven  auf  den  Zusammenhang  der  Fläche  ausübt 

Jetzt  wollen  wir  zuvorderst  eine  besondere  Art  von  geschlossenen 
Wegen  s  betrachten,  nämlich  diejenigen,  für  welche  die  2p  Perioden 

sämtlich  gleich  Null  sind.  Nach  dem  auf  S.  674  aufgestellten  Satze 
besitzt  alsdann  jedes  Integral  mit  blofs  polaren  TJnstetigkeiten,  erstreckt 
über  den  Weg  s,  den  Wert  Null.  Denn  jedes  derartige  Integral  ist 
in  der  Form  darstellbar: 

^  =  Ol  <i  + (-  a^tp  +  \w^  + h  hpWp  +  fp{ey  m), 

wo  (p  eine  Funktion  des  Körpers  bedeutet;  folglich  ist  die  zugehörige 
Periode 

^«  =  «1 1^^  +  ...+  a/^  +  \  w^^  +  •  •  •  +  6p  tr^'^  =  0 . 

Wir  stellen  nun  den  geschlossenen  Weg  s,  von  dem  wir  zur  Ver- 
einfachung des  Folgenden  noch  weiter  annehmen,  dafs  er  sich  nicht 
selbst  durchkreuzen  möge,  mit  einem  zweiten  beliebigen,  geschlossenen 
oder  ungeschlossenen  Weg  6  zusammen  und  bringen  die  bewiesenen 
Formeln  zur  Anwendung.  Ist  zunächst  a  ein  ebenfalls  geschlossener, 
aber   sonst   beliebiger  Weg,   so    ist  nach  der  Gleichung  (1)  unter  der 

gegebenen  Voraussetzung 

(5,  <y)  =  0. 

Hieraus  folgt,  dafs  die  Anzahl  der  positiven  Übergänge  von  <T  über  5 
ebenso  grofs  wie  die  Zahl  der  negativen  ist;  wenn  also  für  einen  ge- 
schlossenen  Weg   s   die   Perioden    der   Integrale    erster    und    zweiter 
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öattnng  sämtlich  venichwindeii,  so  mnls  jeder  beliebige  zweite  ge- 
schlossene Weg  den  gegebenen  ebenso  oft  von  links  nach  rechts,  wie 
von  rechts  nach  links  überschreiten. 

Wenn  aber  zweitens  der  Weg  tf  =  Dj  Dg  nngeschlossen  ist,  so 
ergiebt   die   Anwendung   der   Formel  (6)  auf  S.  608,  da  das  Integral 

I  dä^^^  in  FortfEÜl  kommt: 

0 

2)  2«,(s,  ö)  =Jdm^ Q.  ^J{% (5ß,  Q,)  -  6 {%  DJ)  dz. 

Hier  aber  ist  das  Integral  in  diesem  Falle  nur  von  den  Punkten  O, 
und  Dsj^  ^cht  aber  von  dem  Wege  a  abhangig,  der  von  D^  nach  D^ 
ftlhrt;  das  gleiche  gilt  also 

auch  von  der  Zahl  (s,  <y),  g-     „>>" "^^a 

welche   somit,    wie    auch  .--^ ^^^^"^         ^v** — ^<^ 

der  Weg  <y  gewählt  werden  /y^ ,.--'' '^  ^  ^s. 

möge,  immer  nur  von  den       :/    /  \ 

Endpunkten  dieses  Weges,  q  ^^-*il  ) 

nicht    aber    von     seinem  V.  / 

Verlaufe  abhangig  ist.  Der  n.  >^ 

Wert    der    Charakteristik  ^ ^^^..^^-^"''^^ 

ist  also  in  diesem  Falle 
bei  festem  s  und  veränder- 
lichem <y  »  Ol  Dg  nur  von  der  Lage  der  Punkte  €l|  und  O,  bedingt 
und  ist  überdies,  wie  wir  nun  noch  zeigen  wollen,  stets  entweder  0 
oder  ±  1. 

Sind  nämlich  zunächst  (Fig.  37)  Dji  und  Di  zwei  Punkte  auf  dem 
linken  Ufer  von  s,  so  ist  ofiPenbar,  wenn  man  an  diesem  6x  =  D;i  Di 
entlang  führt: 

3)  (s,D;iDi)  =  (s,<ya)  =  0, 

und  ebenso  ist  für  zwei  Punkte  des  rechten  TJfers 

3a)  (s,  D^ D^)  =  (s,  6g)  =  0. 

Hingegen  ist  fär  zwei  gegenüberliegende  Punkte  Dji  und  D^ 

4)  (s,DiD^)  =  (s,<yo)  =  +l,    (s,D^DO-~l. 

Femer  kann  man  ofiPenbar  von  einem  beliebigen  Punkte  ^  der  Fläche, 
ohne  s  zu  durchkreuzen,  einen  Weg  6  entweder  nach  einem  Punkte  D;. 
des  linken  oder  nach  einem  Punkte  D^  des  rechten  Ufers  von  s  heran- 
führen; daher  ist  diesen  beiden  Fällen  entsprechend  entweder 

89* 


Fig.  57. 
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5»)  (s,  -ipa^)  =  0     und     C»,  $D,)  =  -  I , 

Daher  zerfallen  die  Baintlichen  Punkte  ^  der  Fläche  in  zwei  KUsseu. 
je  naclideni  die  erste  oder  die  zweite  der  beiden  Cbarakteristiken 

(s,?a)     and    (fi,$C,) 

verschwindet,  wobei  es  auf  Grund  der  Oleichungen  (3)  und  (3a)  gaiiz 
gleicbgUtig  ist,  welche  gegenüberliegenden  Randpunkte  Di  und  0^ 
raaa  zur  Anwendung  bringt.  Wir  wollen  daher  die  eine  Klasse  von 
Punkten  die  Klasse  der  „inneren"  Punkte,  die  andere  die  Klasse  der 
„äufsereu"  Punkte  nennen  und  durch  Spj  resp.  '"JJ^  bezeichnen;  hierbei 
ist  zu  beachten,  dafs  der  Nachdruck  nur  auf  der  Gegenüberstelliing 
der  beiden  Punktklaaaen  liegt  und  d&Ts  durch  Umkehning  der  Weg- 
richtung von  s  die  Klasse  der  inneren  mit  der  der  äoTseren  Ponkte 
jederzeit  rertauscht  werden  kann  Dann  ist  fBr  /.wei  innere  Punkte  ^i 
tmd  $i: 

(^,<PjCli)  =  0,    (s,Cia<pi)  =  0, 


aleo 


(».' 


Pi)-o, 


und  ebenso  für  zwei  änisere  Punkte 


{.,<(,<(;) -0. 

Hingegen  ist  fDr  zwei  Punkte  $i  and  ^^  Terechiedener  Klasse 


ftbo 


(»,$,O,)-0,    (s,0,$,)-l, 


und  andere  als  die  Werte  0,  ±  1  kann  die  Charakteristik  Qberbaupt 
nicht  erhalten.  Man  kann  also  zufolge  dieeer  Betrachtungen  zwei  innere 
oder  zwei  äuläere  Punkte  so  miteinander  verbinden,  dals  der  Weg  5 
nicht  getroffen  wird^  einen  inneren  nnd  einen  äuiseren  Punkt  aber  so, 
d&Ts  der  Periodenweg  s  einmal  in  positivem  Sinne  durchsetzt  wird. 

Die  hevrieseuen  Relationen  fSr  Charakteristiken  zeigen  unB,  da& 
unter  den  aI^;egebealen  YoraosBetziu^n  der  geschlossene  Weg  s  auf 

^-^  Hiemannschen  Fläche  dieselben   einfachen  Eigenacbaften    besitzt, 
oinen  geschlosseneu,  sich  nicht  schneidenden  W^  auf  der 

Hieraus  folgt,  ilfläche  als   selbstverständlich  angesehen   werden.     Wir 

ebenso  grofs  wi%s  gewonnene  Resultat  in  folgendem   Satze  vollsiändig 

schlossenen    Wej 
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Wenn  f&r  einen  geschlossenen,  sich  nicht  schneidenden 
Weg  8  die  Perioden  der  Integrale  erster  und  zweiter  Qattnng 
samtlich  Null  sind,  so  wird  durch  den  Schnitt  8  die  Rie- 
mannsche  Flache  in  zwei  getrennte  Teile  zerlegt,  welche  das 
Innere  und  das  Äulsere  der  Kurve  genannt  werden  können 
und  welche  aus  der  Klasse  der  inneren  Punkte  ^i  und  der 
äuliseren  Punkte  ^g  bestehen. 

Wenn  das  G^chlecht  jp  =  0  ist,  so  hat  jeder  geschlossene  Weg  die 
Eigenschaften,  die  wir  hier  vorausgesetzt  haben;  dann  zerfallt  also  die 
Flache  durch  AuslFQhrung  irgend  eines  geschlossenen  Schnittes  in  ge- 
trennte Teile.  Wenn  aber  p  positiv  ist,  so  müssen  wir  nunmehr  in 
der  folgenden  Vorlesung  auch  diejenigen  geschlossenen  Wege  in  Be- 
tracht ziehen,  fQr  welche  sich  von  Null  verschiedene  Perioden  ein- 
stellen und  die  Charakteristiken  daher  ganz  anderen  Gesetzen  unterworfen 
sind.  Hierzu  ist  aber  eine  eingehende  Diskussion  der  Gleichung  (1) 
unter  allgemeinsten  Annahmen  für  die  Wege  8  und  6  erforderlich. 

Alle  die  hier  bewiesenen  Eigenschaften  von  Integrationswegen 
sind  zunächst  auf  eine  bestimmte  Riemannsche  Fläche  9t«  bezogen. 
Es  ist  aber  evident,  dals  sie  alle  bestehen  bleiben,  wenn  wir  eine 
andere  Variable  x  des  Korpers  K{z,  u)  einführen  und  die  Flache  9t« 
umkehrbar  eindeutig  auf  die  Flache  9tx  abbilden.  Die  jetzt  und  in 
der  Folge  festzustellenden  Zusammenhangseigenschaften  der  Riemann- 
schen  Flachen  sind  also  in  keiner  Weise  an  eine  bestimmte  Flache  ge- 
bunden, sondern  allen  den  zu  den  verschiedenen  Ghröisen  des  Korpers 
gehörigen  Flachen  in  gleicher  Weise  eigentümlich. 
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5)  (s,?ßD;i)  =  0    und    (5,?ßD^)  =  l 

oder 

5a)  (s,?ßD^)  =  0    und    (s,^D2)  =  -l. 

Daher  zerfallen  die  sämtlichen  Punkte  ^  der  Fläche  in  zwei  ElasseH; 
je  nachdem  die  erste  oder  die  zweite  der  beiden  Charakteristiken 

(s,^Dz)    und    (s,?ßD^) 

verschwindet^  wobei  es  auf  Grund  der  Gleichungen  (3)  und  (3  a)  ganz 
gleichgiltig  ist^  welche  gegenüberliegenden  Randpunkte  Di  und  JD^ 
man  zur  Anwendung  bringt  Wir  woUen  daher  die  eine  Eksse  von 
Punkten  die  Klasse  der  ^^  inneren '^  Punkte,  die  andere  die  Klasse  der 
.^äulseren''  Punkte  nennen  und  durch  ^x  resp.  $^  bezeichnen;  hierbei 
ist  zu  beachten,  dafs  der  Nachdruck  nur  auf  der  Gegenüberstellung 
der  beiden  Punktklassen  liegt  und  dafs  durch  Umkehrung  der  Weg- 
richtung von  s  die  Klasse  der  inneren  mit  der  der  äufseren  Punkte 
jederzeit  vertauscht  werden  kann.  Dann  ist  für  zwei  innere  Punkte  % 
und  ^i: 

abo 

und  ebenso  fQr  zwei  äulsere  Punkte 

Hingegen  ist  für  zwei  Punkte  Sßx  vnd  ^^  verschiedener  Klasse 

also 

und  andere  als  die  Werte  0,  ±  1  kann  die  Charakteristik  überhaupt 
nicht  erhalten.  Man  kann  also  zufolge  dieser  Betrachtungen  zwei  innere 
oder  zwei  äulsere  Punkte  so  miteinander  verbinden,  dab  der  Weg  s 
nicht  getrofiPen  wird;  einen  inneren  und  einen  äu&eren  Punkt  aber  so, 
dafs  der  Periodenweg  s  einmal  in  positivem  Sinne  durchsetzt  wird. 

Die  bewiesenen  Relationen  für  Charakteristiken  zeigen  uns,  dab 

unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  der  geschlossene  Weg  s  auf 

^""j-,  Riemannschen   Fläche   dieselben   einfachen   Eigenschaften    besitzt, 

VI-  Y^ijQii  Kff^®^  geschlossenen,  sich  nicht  schneidenden  Weg  auf  der 

.  daher  diP^^^®  ^Is  selbstverständlich  angesehen  werden.    Wir 

mmenfassen:  ^  gewonnene  Resultat  in  folgendem   Satze  vollständig 

\ 
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Wenn  für  einen  geschlossenen  ^  sich  nicht  schneidenden 
Weg  s  die  Perioden  der  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 
samtlich  Null  sind,  so  wird  durch  den  Schnitt  8  die  Rie- 
mannsche  Flache  in  zwei  getrennte  Teile  zerlegt^  welche  das 
Innere  und  das  Äulisere  der  Kurve  genannt  werden  können 
und  welche  aus  der  Klasse  der  inneren  Punkte  ^i  und  der 
äufseren  Punkte  Sßg  bestehen. 

Wenn  das  Geschlecht  p^O  ist;  so  hat  jeder  geschlossene  Weg  die 
Eigenschaften,  die  wir  hier  vorausgesetzt  haben;  dann  zerfallt  also  die 
Flache  durch  AusJRihrung  irgend  eines  geschlossenen  Schnittes  in  ge- 
trennte  Teile.  Wenn  aber  p  positiv  ist,  so  müssen  wir  nunmehr  in 
der  folgenden  Vorlesung  auch  diejenigen  geschlossenen  Wege  in  Be- 
tracht ziehen,  fQr  welche  sich  von  Null  verschiedene  Perioden  ein- 
stellen und  die  Charakteristiken  daher  ganz  anderen  Gesetzen  unterworfen 
sind.  Hierzu  ist  aber  eine  eingehende  Diskussion  der  Gleichung  (1) 
unter  allgemeinsten  Annahmen  für  die  Wege  s  und  6  erforderlich. 

AUe  die  hier  bewiesenen  Eigenschafben  von  Integrationswegen 
sind  zunächst  auf  eine  bestimmte  Riemannsche  Flache  9t«  bezogen. 
Es  ist  aber  evident,  dals  sie  alle  bestehen  bleiben,  wenn  wir  eine 
andere  Variable  x  des  Korpers  K(js,  u)  einführen  und  die  Fläche  91« 
umkehrbar  eindeutig  auf  die  Flache  9tx  abbilden.  Die  jetzt  und  in 
der  Folge  festzustellenden  Zusammenhangseigenschaften  der  Riemann- 
sehen  Flachen  sind  also  in  keiner  Weise  an  eine  bestimmte  Flache  ge- 
bunden, sondern  allen  den  zu  den  verschiedenen  Ghröfsen  des  Korpers 
gehörigen  Flachen  in  gleicher  Weise  eigentümlich. 


Fünfunddreifsigste  Vorlesung. 

Einteilung  der  Wege  auf  der  Biemannschen  Fläche  in  Klassen.  —  Die  Hanpi- 
klasse.  —  Geschlossene  und  ungeschlossene  Wege.  —  Addition  und  Subtraktion 
Von  Wegen.  —  Linear  abhängige  und  unabhängige  Periodenwege.  —  Der  Bang 
eines  Systemes  von  Perioden.  —  Fundamentalsysteme  von  Periodenwegen.  —  Not- 
wendige und  hinreichende  Bedingungen  für  abhängige  und  unabhängige  Systeme. 
—  Die  Charakteristikenform.  —  Bilineare  Formen;  ihre  Transformation.  — Tma- 
formation  ganzzahliger  alternierender  Formen  durch  ganzzahlige  Substitutioneii.  — 

Canonische  Zerschneidung  der  Biemannschen  Fläche. 

§1. 

Gehen  wir  jetzt  dazu  über,  die  Gesamtheit  der  Wege  auf  der 
Biemaimfichen  Flache  zu  untersuchen,  so  entnehmen  wir  aus  den  Er- 
gebnissen der  vorigen  Vorlesung  die  Berechtigung,  zunächst  eine  be- 
sondere Art  auszuzeichnen,  nämlich  alle  diejenigen  geschlossenen 
Wege  s,  für  welche  die  2p  Hauptintegrale 

I dt^,     jdt^,,..  I dtp,     I dWi,     Idw^,.^.   1  dtVp 

»9  M  9  M  i 

verschwinden  und  welche  daher  nach  dem  Satze  auf  S.  613  die  Rie- 
mannsche  Fläche  zerstückeln.  Alle  diese  Wege  vereinigen  wir  in  eine 
Klasse  von  Wegen,  welche  wir  auch  hier,  analog  wie  bei  der  Ein- 
teilung der  Divisoren,  als  die  Hauptklasse  bezeichnen. 

Betrachten  wir  jetzt  irgend  zwei  geschlossene  oder  ungeschlossene 
Wege  a  und  b  auf  der  Fläche,  so  können  wir  sie  durch  Addition 
zu  einem  einzigen  Wege  a  +  b  verbinden,  wenn  der  Endpunkt  von  a 
zugleich  der  Anfangspunkt  von  h  ist;  ebenso  können  wir  sie  durch 
Subtraktion  zu  einem  einzigen  Wege  a  —  b  zusammenschliefsen,  wenn 
sie  gleichen  Endpunkt  haben.  Bedeutet  also  (0)  einen  Weg,  der  auf 
einen  Punkt  zusammengezogen  werden  kann,  so  haben  wir  unter  dem 
Wege  —  6  =  0  —  6  stets  den  in  umgekehrter  Richtung  durchlaufenen 
Weg  6  zu  verstehen.  Wir  definieren  nun  zwei  Wege  a  und  6  ab 
äquivalent  und  bezeichnen  dies  durch  a^b,  wenn  die  Differenz  a  —  h 
zur  Hauptklasse  gehört.  Die  Gesamtheit  aller  einander  äquivalenten 
Wege  vereinigen  wir,  ebenfalls  ganz  wie  bei  den  Divisoren,  in  eine 
Wegklasse. 

Die  hier  gegebene  Definition  genügt  offenbar  den  beiden  Be- 
dingungen,  welche   an  jede  Äquivalenz   gestellt   werden   müssen.    Ist 
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lämlicli  a  ~  6,  so  ist  auch  6  <^  a;  denn  wenn  der  Weg  a  —  b  zur 
Bauptklasse  gehört,  so  gilt  das  gleiche  auch  von  dem  umgekehrten 
Wege  6  —  a.  Ist  femer  a  <^  6  und  6  ~  c,  so  ist  auch  a*^  c]  denn 
B^enn  a  -  6  und  6  -  c  in  der  Hauptklasse  enthalten  sind,  so  gehört 
EU  ihr  auch  der  aus  beiden  zusammengesetzte  Weg 

a  —  c  =  (a  —  6)  +  (6  —  c). 

Die  in  der  Hauptklasse  enthaltenen  Wege  sind  samtiich  dem  Wege  (0) 
äquivalent;  daher  sind  alle  Wege  der  Hauptklasse  auch  einander  äqui- 
v^alent  und  bilden  also  auch  eine  Klasse,  wenn  wir  die  zuletzt  gegebene 
dlgemeine  Definition  dieses  Begriffes  zu  Gh-unde  legen. 

Ist  femer  a<^  a'  und  6  '^^  V,  so  ist  auch  a  ±  6  '^  a'  ±  &'.  Wir 
können  daher  Wegklassen  ebenso  addieren  und  subtrahieren,  wie  wir 
Früher  Divisorenklassen  multiplizieren  und  dividieren  konnten. 

Damit  zwei  Wege  a  und  b  äquivalent  sind,  müssen  der  Definition 
mfolge  die  2p  Gleichungen 

Jdt^  =  jdt^,       Jdt^  =Jdt^,  . . .  Jdtp  ^Jdtp 

.  ab  ab  ab 

I dtüi  =  / dw^,     I dtü^  =  / dw^,  •  •  •  / dwp=^  1  dwp 

a  b  a  h  ab 

3rfällt  sein,  wobei  natürlich  die  2p  Hauptintegrale  ^i,  ^, . . .  tp,  Wi,w^,...  Wp 
mch  durch  irgend  ein  anderes  Fundamentalsystem  für  die  allgemeinen 
[ntegrale  zweiter  Gattung  ersetzt  werden  können.  Aufserdem  ergeben 
sich  aus  der  Erk^rung  der  Differenz  zweier  Wege  noch  weitere  Be- 
iingungen  fElr  ihre  Anfangs-  und  Endpunkte;  bei  Feststellung  der- 
ielben  ist  es  aber  zweckmälsig,  die  ungeschlossenen  Wege  von  den 
geschlossenen  zu  unterscheiden. 

Wenn  der  Weg  a  ungeschlossen  ist,  so  mulis  ein  ihm  äquivalenter 
Weg  b  denselben  Endpunkt  besitzen,  damit  a  —  6  ein  einziger  Weg 
ist,  und  er  mulis  auch  denselben  Anfangspunkt  haben,  weil  a  —  b  jeden- 
falls geschlossen  sein  mufs.     Hieraus  folgt: 

Ein  ungeschlossener  Weg  a  =  ^^  $2  ^^^  ^^^  solchen 
Wegen  b  äquivalent,  welche  denselben  Anfangs-  und  Endpunkt 
besitzen  und  fttr  welche  die  2p  Gleichimgen  (1)  erfällt  sind. 
Diese  Bedingungen  sind  notwendig  und  hinreichend.  Die 
Gesamtheit  der  von  5ßi  nach  ^ß,  führenden  Wege  wird  durch 
die  hinzutretenden  Bedingungsgleichungen  (1)  in  Klassen  ge- 
schieden. 
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Anders  liegt  die  Sache  bei  den  geschlossenen  Wegen  ^  weil  bei  einem 
solchen  jeder  beliebige  auf  ihm  gelegene  Ponkt  als  gleidizeitiger  An- 
fangs- und  Endpunkt  angesehen  werden  kann.  Um  also  zwei  ge- 
schlossene Wege  a  und  b  durch  Addition  oder  Subtraktion  zu  einem 
einzigen  Wege  a  ±:b  vereinigen  zu  können,  ist  es  nur  erforderUchj 
dals  sie  einen  Punkt  gemein  haben,  und  da  man  zwischen  ii^^d  zwei 
geschlossene  Wege  a  und  c  stets  und  in  mannigfaltigster  Weise  einen 
geschlossenen  Weg  b  Zwischenschalten  kann,  welcher  mit  beiden  einen 
Punkt  gemein  hat,  so  kann  man  stets  die  Differenz 

a-c  =  (a-6)  +  (&-c) 

als  einen  einzigen  Weg  erhalten;  freilich  müssen  alsdann,  damit  die 
Addition  und  Subtraktion  geschlossener  Wege  in  uneingeschränkter 
Allgemeinheit  vollzogen  werden  kann,  auch  solche  Wege  zugelassen 
werden,  welche  sich  selber  schneiden  oder  in  einzelnen  Teilen  mehr- 
fach durchlaufen  werden.  Wir  wollen  nun  in  der  That,  wenigstens 
solange  es  sich  um  die  allgemeine  Gfruppierung  aller  mogUchen 
Periodenwege  handelt,  alle  nur  denkbaren  geschlossenen  Wege  in  die 
Untersuchung  hineinziehen;  dann  dürfen  wir  bei  diesen  von  allen 
weiteren  Lagenbedingungen  absehen  und  feststellen: 

Für  geschlossene  Wege  a  und  b  bilden  die  2p  Glei- 
chungen (1)  allein  ein  System  von  notwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen  der  Äquivalenz.  Zwei  geschlossene 
Wege  können  stets  zu  einem  einzigen  vereinigt  werden. 

Die  einfachste  Art,  von  einem  gegebenen  Wege  zu  einem  äqui- 
valenten überzugehen,  besteht  in  einer  hinreichend  kleinen  Deformation 
durch  Verschiebung  der  einzelnen  Punkte,  bei  ungeschlossenen  Wegen 
unter  Festhaltimg  der  Orenzpunkte,  bei  geschlossenen  ohne  jede  weitere 
Einschiunkung;  es  ist  klar,  dafs  alsdann  die  Gleichungen  (1)  erfüllt 
sind.  Durch  derartige  Deformationen,  die  nichts  Wesentliches  ver- 
ändern, können  wir  bei  der  Hinleitung  der  Integrationswege  vor  allem 
auch  etwaige  ünstetigkeitspunkte  der  Integrale,  mit  denen  wir  zu  thnn 
haben,  z.  B.  den  Punkt  5ß^  in  der  ersten  Reihe  der  Integrale  (1),  ver- 
meiden. Wir  können  und  wollen  daher  jetzt  und  später  von  vorn- 
herein die  Wege  von  solcher  Beschaffenheit  annehmen,  dals  in  allen 
ihren  Punkten  die  auftretenden  Integrale  endlich  bleiben. 

Wir  können  femer  in  dem  Falle,  dals  ein  ganzes  Stück  eines 
Integrationsweges  mehrfach  durchlaufen  wird,  stets  durch  kleine  De- 
formation bewirken,  dals  der  Weg  nur  noch  mehrfache  Punkte, 
aber  keine  mehrfachen  Linienteile  besitzt.  Daher  dürfen  wir  ohne 
jede  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  Wege  mit  mehrfachen  Linien- 
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teilen  aiuwchliefsen;  dies  aber  erweist  sich  als  zweckmälsig^  weil 
anderenfiEklls  bei  Bestimmung  der  Charakteristiken  Unbequemlichkeiten 
eintreten  können. 

Im  folgenden  handelt  es  sich  zunächst  darum,  einen  yollstandigen 
Überblick  über  die  gewonnene  Einteilung  der  Wege  in  Klassen  zu 
gewinnen.  Dabei  sind  überall  äquivalente  Wege  als  nicht  wesentlich 
yerschieden  anzusehen,  und  es  ist  daher  auch  z.  B.  ganz  gleichgiltig,  in 
welcher  Weise  zwei  Periodenwege  zu  einem  einzigen  vereinigt  werden. 
Für  äquivalente  Wege  erhalten  nicht  blofs  die  Fundamentalintegrale 

sondern  zufolge  des  Satzes  auf  S.  574  überhaupt  alle  Integrale  erster 
und  zweiter  Grattung  denselben  Wert;  die  Integrale  dritter  Grattung 
können  aber  noch  verschieden  ausfieJlen. 

Bei  dieser  Untersuchung  können  wir  uns  von  nun  ab  ganz  auf 
geschlossene  Wege  beschränken,  weil  die  Eigenschaften  ungeschlossener 
Wege  auf  jene  zurückführbar  sind;  denn  zwei  ungeschlossene  Wege  a 
und  b  gehören  ja  nur  dann  in  dieselbe  Klasse,  wenn  sie  gleichen 
Anfangs-  und  Endpunkt  haben,  der  Weg  a  —  b  abo  geschlossen  ist. 
Ist  abo  erst  die  Übersicht  über  die  sämtlichen  Klassen  geschlossener 
Wege  gewonnen,  so  sind  damit  auch  die  ungeschlossenen  erledigt 

§2. 

Sind  s^,s^,.,.Sm  irgend  welche  Periodenwege,  x^,x^^...Xm  aber 
positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  so  ist  nach  dem  vorigen  Ab- 
schnitte auch 

1)  s  =  ai«!  +  a;,«,  +  •  •  •  +  x^Sn, 

ein  geschlossener  Weg,  der  durch  Addition  und  Subtraktion  aus 
51,^2,  ...Sm  entsteht  und  dessen  E^se  überdies  durch  die  Klassen 
von  ^i;  ^1 .  .  ^  und  die  Zahlen  x^yX^j  *  -  >Xm  völlig  bestimmt  ist.  Für 
die  Einteilung  der  Wege  auf  der  Riemannschen  Fläche  ist  es  nun  von 
entscheidender  Bedeutung,  ob  fUr  ein  gegebenes  System  von  m  Wegen 
Si,  «2; . . .  Sm  die  ganzen  Zahlen  x^^x^^ . .  .Xm^o  bestimmt  werden  können, 
daCs  sie  nicht  alle  Null  sind  und  s  zur  Hauptklasse  gehört,  abo 

ist.  In  diesem  Falle  nennen  wir  die  Wege  linear  abhängig;  wenn 
aber  die  Äquivalenz  (la)  nur  durch  das  selbstverständliche  Lösungs- 
system iCj=3sa;^=...  =  a:^  =  0  befriedigt  werden  kann,  so  bezeichnen 
wir  sie  ab  ein  System  von  m  unabhängigen  Periodenwegen. 
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Um  nun  die  Frage  zur  Entscheidung  zu  bringen^  ob  ein  gegebenes 
System  ein  unabhängiges  ist  oder  nichts  bilden  wir  die  zugehörigen 
Perioden  der  obigen  Fundamentalintegrale  erster  und  zweiter  Grattimg. 
Setzen  wir  jetzt^  wie  auf  S.  574: 

weil  die  Integrale  erster  Ghtttung  hier  ganz  gleichmälsig  mit  denen 
der  zweiten  auftreten^  und  bezeichnen  die  zu  dem  Wege  Sa  gehörigen 
Perioden  dieser  Integrale  der  Reihe  nach  mit 

60  erhalten  wir  das  folgende  zu  dem  Wegsystem  s^,  s^,  - .  Sm  gehörige 
Periodensystem: 

^11     ^1   •  •  •  ^pi     ^p+i»i     ^p+«ii  •  •  •  ^#»»1 

^12      ^M     •  •  •  ^p2      ^p+1,8      ^P+8,2   •  •  •  hp^i 


2) 


=  (2'«). 


,  h.m     hm  •  •  •  *ptn     'p-4-l,m     ^p+2,m  •  •  •  hp^m  , 

Zwischen  diesen  Gröfsen  bestehen  nach  der  Gleichung  (1)  auf 
S.  609  eine  Anzahl  bilinearer  Relationen,  welche  jetzt  die  folgende 
Gestalt  erhalten: 

Q\        hatp^i^ß  +  hatp^^^ß  H h  tpahp^ß  —  tp-\-l,ahß  —  tpJ^i.aUß 

—  Up,atpß  =  —  27CiCaß  (ff,  (5  =  1,  2,  .  . .  Ill), 

worin  Caß  =  —  Cßa  eine  ganze  Zahl,  nämlich  die  Charakteristik  (5«,  s^ 
ist.  Die  Zahl  dieser  Bilinearrelationen  ist,  wenn  man  nur  die  wirklich 
verschiedenen  und  die  nicht  identisch  erfüllten  Gleichungen  abzahlt,  gleich 

m{m—\),  weU  man  alsdann  für  (a, /S)  nur  die  Kombinationen  ohne 

Wiederholimgen  zu  nehmen  braucht. 
Soll  nun  der  Weg 

zur  Hauptklasse  gehören,  so  müssen  die  Perioden  der  2p  Haupt- 
integrale t^,t^,  ^  .  .hp  für  den  Weg  s  verschwinden;  es  müssen  also  die 
2p  linearen  homogenen  Gleichungen 

^11^1  +  ^12^J  H V  kmXm  =0 

tpiXi  +tp^X^  H VtpmXm  =0 

4) 

tp^l^lX^  +  ^pH- 1,2^2  H h  tp^i^m^m  =0 


hp,l^\       +t%p^%X%      H VUp.mXm       =0 

eine  eigentliche  Lösung  in  ganzen  Zahlen  x^,x^y .  . ,  x^  haben.    Ist  aber 
der  Rang  des  zugehörigen  Koeffizientensystems  T^;  welches  ja  aus 
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blols  durch  Yertauschung  von  Zeilen  und  Kolonnen  hervorgeht,  gleich  m, 
d.  h.  yerschwinden  in  der  Matrix  Tm  nicht  alle  Determinanten 
m^'  Ordnung,  so  besitzt  das  Oleichungssystem  (4)  überhaupt  keine 
Losung;  die  Wege  s^,8^, , ,  .Sm  sind  also  in  diesem  FaUe  linear  unab- 
hängig. 

Wenn  andererseits  der  Bang  des  Systems  T^  kleiner  als  m  ist, 
so  besitzt  das  Gleichungssystem  eine  eigentliche  Lösung,  und  es  wird 
sich  in  der  weiteren  Verfolgung  dieses  Gedankenganges  herausstellen, 
dals  dann  auch  stets  ein  ganzzahliges  Losungssystem  der  Gleichung  (4) 
existiert  Damit  wird  dann  also  bewiesen  sein,  dals  die  Anzahl  der 
in  dem  Wegsystem  (s^,  s^,  . . .  Sm)  enthaltenen  linear  unabhängigen 
Wege  gleich  dem  Range  der  Matrix  T  ist.  Dieses  merkwürdige  Resultat, 
dals  die  yollständige  Lösung  des  Gleichungssystems  (4),  wenn  über- 
haupt, so  auch  allemal  in  ganzen  Zahlen  erfolgen  kann,  läfst  sich  aber 
nicht  direkt,  sondern  nur  schrittweise  durch  Berücksichtigung  der  Be- 
deutung der  Grölsen  tgn  und  der  zwischen  ihnen  bestehenden  algebra- 
ischen Beziehungen  (3)  erschlielsen. 

Zunächst  ist  ersichtlich,  dafs  der  Rang  des  Eoef&zientensystems  T,n 
nur  dann  gleich  m  sein  kann,  wenn  m^2p  ist.  Nehmen  wir  den 
äuJjsersten  Fall  m  =  2p,  so  wollen  wir  zunächst  zeigen,  dals  sich  der 
Maximalrang  2p  auch  wirklich  erreichen  lälist;  d.  h.  wir  wollen  be- 
weisen, dals  2p  Periodenwege  ^,  5^, . .  .  Sgp  so  gewählt  werden  können, 
daXs  die .  Determinante  des  zugehörigen  Periodensystems  der  Haupt- 
integrale 


«1 

«8 

•  •  Sp 

Sp^l 

.  .S2p 

tl 

ttt 

t»           ■ 

•  •  tlp 

^l,p  +  l 

•  'Kip 

tp+i 

tpl 

tp+1,1 

.  .  tpp 
'  •  ^p+l,p 

^P-hhP  +  l  ' 

t^p 

hp,! 

Up,i   .  ■ 

•  ^iPyP 

hp,p  +  l          . 

'  •  ^P,  8p 

/  ^D  ^ol  ^0%  ...  ton  ^n.o4-l  •  •  .  ^u.Sii  V'^  / 


von  Null  verschieden  ist.  Es  ist  aber  klar,  dafs  wir  für  diesen  Zweck 
auch  die  2p  Integrale  ^i,  ^, . . .  ^p  durch  irgend  ein  anderes  Funda- 
mentalsystem  t^,  Tj,  . . .  rs^  fttr  die  allgemeinen  Integrale  zweiter  Gattung 
ersetzen  können;  denn  ist 

^Ä  =  dkiti  H h  aji^ipUp  +  (pk{Zy  u)      (Ä  =  1,  2, . . .  2i)), 

wo  die  Determinante  \cihi\  der  konstanten  Koeffizienten  a^,  nach  S. 574 
nicht  ver  ^,  so  folgt 

<  =  ahxtii  -\ h  ttA^iptip^i, 
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also  nach  dem  Mnltiplikationssatze 

und  die  Detenninanten  \tki\  nnd  \tu\  sind  abo  gleichzeitig  Nnll  oder 
von  Null  verschieden.  Wir  können  abo  auch  ffir  diesen  Nachweis  das 
System  tift^,  -  -  -kp  beliebig  durch  elementare  Transformationen  ver- 
ändem,  bei  denen  nur  ein  Integral  umgeformt  und  z.  B.  ti  durch 
ti  +  Xtk  ersetzt  wird^  wobei  l  eine  beliebige  Eonstante  bedeutet  Diese 
Elementartransformation  ist  dieselbe^  welche  wir  bereits  in  §  2  der 
elften  Vorlesung  angewendet  haben^  nur  dals  es  sich  hier^  noch  ein- 
facher ab  damaby  ausschlieüsilich  um  Systeme  mit  konstanten  Ele- 
menten handelt 

Betrachten  wir  nun  zunächst  das  erste  Integral  t^,  so  giebt  es 
jedenfaUs  einen  geschlossenen  Weg  s^^  ffir  welchen  die  zugehörige 
Periode  t^^  nicht  verschwindet;  denn  wenn  für  alle  geschlossenen  Wege 
die  entsprechenden  Perioden  Null  wären^  so  würde  (s.  S.  324)  die  Funk- 
tion ^i($)  dem  Körper  K  angehören,  was  unserer  Annahme  widerspricht 
Nach  Auswahl  des  Weges  s^  ist  in  dem  quadratischen  Systeme  (5)  die 
erste  Kolonne  gegeben;  wir  können  uns  aber  durch  elementare  Trans- 
formation des  Fundamentabystems  ^i>  ^; . . .  ^/»  so  einrichten^  daCs  alle 
Elemente  der  ersten  Kolonne  mit  Ausnahme  des  ersten  Null  sind. 
Ersetzen  wir  nämlich  für  t  >  1  das  Integral  tt  durch 

hl 

SO  wird  in  der  That  die  zu  s^  gehörige  Periode  von  U: 

-  hl 

in  ==  Ui  —  7—  ^1  =  0. 

In  dem  so  veränderten  System  besitzt  jedenfEJb  t^  wieder  eine  tod 
Null  verschiedene  Periode,  und  da  die  zu  s^  gehörige  Periode  t^^  gleich 
Null  ist,  80  giebt  es  einen  zweiten  geschlossenen  Weg  $,,  für  welchen 
die  zugehörige  Periode  ^g  nicht  verschwindet;  nach  Auswahl  des 
Weges  Sg  sind  die  ersten  beiden  Kolonnen  des  Systems  T  gegeben- 
Wir  können  dann  weiter  die  Integrale  ^j, .  . .  ^p  so  verändern,  dafe 
ihre  Perioden  nicht  blofs  für  s^,  sondern  auch  für  s^  Null  sind;  zu 
diesem  Zwecke  brauchen  wir  blob  für  i  >  2  das  Integral  U  durch 


ti  =  ti 


hl 


zu  ersetzen,  wodurch  alle  jene  Perioden  tn  und  t^  Null  werden.  Nach- 
dem dies  geschehen,  können  wir  wieder  einen  dritten  Periodenweg  5, 
wählen,  für  welchen  ^5  von  Null  verschieden  ist;  denn  da  die  Perioden 
von  ^3  für  5j  und  s^  verschwinden,  so  mufs  es  einen  weiteren  Weg  53  geben, 
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r  eine  von  Null  verschiedene  Periode  liefert;  wir  können  dann  weiter 
. .  .Up  80  transformieren;  dafs  alle  ihre  Perioden  für  Si^s^yS^  Null 
id.  So  fortgehend  können  wir  snccessive  die  2p  Periodenwege 
s^,  . . .  Ssp  und  die  2p  Fondamentalintegrale  ^n  ^^  •  •  •  ^sp  so  be- 
mmen,  dais  in  dem  quadratischen  System  (5)  alle  Elemente  unter- 
Ib  der  Diagonale  verschwinden,  während  die  Diagonalelemente  von 
ill  yerschieden  sind.    Dann  aber  ist  auch  die  Determinante 


^^A  I  —  ^n^  •  •  •  ^p,«p 

Q  Null  yerschieden^  und  diese  Eigenschaft  bleibt  auch  notwendiger- 
ise  bestehen,  wenn  wir  von  dem  transformierten  Fundamentalsystem 
r  Integrale  zweiter  Ghtttung  zu  dem  ursprünglichen  wieder  zurück- 
bren.     Daraus  folgt  also  jetzt  der  wichtige  Satz: 

Es   giebt   auf  der   Biemannschen   Fläche   2p   linear    un- 
abhängige Periodenwege  s^,  s^, . . ,  s%p. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  daXs  für  ein  solches  Wegsystem  nicht 
>fs  die  Determinante  der  Perioden  I^^aI^  sondern  auch  die  zugehörige 
iterminante  des  ganzzahligen  Systems  C  der  Charakteristiken 

I  C|  =  I  (^A  I  =  I  {Sff,  Sh)\  (flf,Ä  =  1,  2, . . .  2p) 

Q  Null  verschieden  ist.  Zu  diesem  Zwecke  haben  wir  die  Glei- 
ongen  (3)  in  Anwendung  zu  bringen,  in  welchen  die  Charakteristiken 
bilineare  Verbindungen  der  Perioden  erscheinen,  und  hierdurch  die 
terminante  |C|  als  Produkt  zweier  Periodendeterminanten  dar- 
stellen. Wir  bilden  nämlich  dasjenige  quadratische  System,  welches 
3  T  entsteht,  indem  wir  die  1,  2, . . .  j>^  Zeile  unter  Zeichenänderung 
ip.  mit  der  (p  +  1)*«*,  {p  -f  2)**", . . .  2|)**°  Zeile  vertauschen  und  sodann 
ßh  durch  Vertauschung  der  Zeilen  und  der  Kolonnen  zum  kon- 
tierten Systeme  übergehen: 

^1,1      W>,i    •  •  •  ^p,i      ""  ^1       ""  *21      '     '  "^pt 

^p4-1,2       ^p+S,8     •  •  •  ^l>,2       — ^12         —  ^2       •  •  •  —  ^Pi 
,'p-hl,2p    ^p+2,2p>  •  •  ^8p,8p     ~  ^l,2p    —  ^,2p  •  •  •         *Pi^P  , 

ir  bezeichnen  dieses  System,  indem  wir  uns  eine  spätere  etwas  ge- 
iietere  Notation  vorbehalten,  vorläufig  durch  T^;  seine  Determinante 
offenbar  gleich  der  Determinante  von  I.  Setzen  wir  nun  das 
stem  Tq  mit  dem  Systeme  T  zusammen,  so  ergiebt  die  Komposition 
•  o*«°  Zeile  von  T^: 

^-{-IfO}      rP+S,a;  •  •  •  ^fPfOi  *la>  ^a^  •  •  •         *pa 
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mit  der  jS*"*  Kolonne  von  Ti 

hß,     tiß,  .  .  .  tpß,     tp-{-hßf     ^P+iyß}  •  •  •  ^p,ß 

zufolge  der  Oleichongen  (3)  gerade  die  Zahl  2niCaß]  wir  erhalten  also, 
abgesehen  von  dem  Faktor  2ni,  das  System  C  der  Charakteristiken, 
oder  wenn  wir^  wie  auf  S.  126^  die  Komposition  der  Systeme  als  sym- 
bolische Multiplikation  bezeichnen^  es  ist 

7)  T^T==2ni'C. 

Gehen  wir  jetzt  zu  den  Determinanten  über,  so  folgt  aus  (7): 

oder 


1 


8a)  \t,H\^(2itif\c,H\'^ 

Die  Determinante  \Cgh\  der  Charakteristiken  ist  also  wirklich;  ebenso 
wie  \tgh\,  von  Null  verschieden.  Es  folgt  aber  aus  der  Gleichung  (8a) 
noch  weiter,  dals  die  Determinante  |  tgh  \  der  Perioden,  abgesehen  von 
dem  Faktor  (2jciy,  ganzzahlig  ist;  denn  da  die  Determinante  jedes 
alternierenden  Systems  von  {2py  Elementen  das  Quadrat  eines  so« 
genannten  Pfaffischen  Ausdruckes  ist,  so  ist  \Cgh\  eine  QuadratzaU 
Da  sich  dieses  fQr  den  Augenblick  noch  nicht  wesentliche  Resultat 
später  noch  einmal  und  ohne  Anwendung  obigen  Determinantensatzes 
ergiebt,  so  heben  wir  für  jetzt  nur  den  folgenden  Satz  hervor: 

Wenn  die  2p  Periodenwege  s^, ,  . .  s^p  in  der  vorher  an- 
gegebenen Weise  gewählt  imd  daher  linear  unabhängig  sind, 
so  ist  die  Determinante  der  Charakteristiken 

von  Null  verschieden. 

Da  Cji  =  0  ist  und  die  Elemente  c^g,  Cis^  •  •  •  Ci,2j»  der  ersten  Zeile  somit 
nicht  ebenfalls  alle  verschwinden  können,  so  folgt  hieraus  noch  der  Satz: 

Gehört  ein  Periodenweg  s^  nicht  zur  Hauptklasse,  so  giebt 
es  stets  einen  zweiten  s^,  welcher  mit  s^  eine  von  Null  ver- 
schiedene Charakteristik  c^2"^(ßi>^i)  hildet. 
Dieses  Theorem,  von  welchem  wir  auch  später  zur  Zerschneidung  der 
Riemannschen  Fläche  Gebrauch  machen,  ist  umkehrbar,  weil  nach 
S.  610  die  Periodenwege  der  Hauptklasse  mit  jedem  anderen  ge- 
schlossenen Wege  die  Charakteristik  Null  bilden.  Es  legt  also  bereits 
den  Wesensunterschied  zwischen  den  eigentlichen  Periodenwegen  und  denen 
der  Hauptklasse  in  voller  Deutlichkeit  dar.  Die  letzteren  haben  die  ein- 
fachen Eigenschaften  der  geschlossenen  Wege  in  der  Ebene,  und  da  ein 
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Weg  s^  der  Hanptklasse  mit  jedem  beliebigen  geschlossenen  Wege  s^  die 
Charakteristik  (s^,  Sj)  =  0  bildet ^  so  zerstücken  sie  auch  die  Biemannsche 
Flache;  ein  eigentlicher  Periodenweg  hingegen  zerlegt  für  sich  allein  die 
Riemannsche  Flache  niemals  in  getrennte  Teile^  weil  er  stets  mit  einem, 
also  auch  mit  unendlich  vielen  anderen  positive  Charakteristiken  bildet 
und  sich  daher  der  Überlegung  des  §  4  der  vorigen  Vorlesung  entzieht. 
Nehmen  wir  nun  zu  den  Wegen  s^, , ,  ,S2p  einen  beliebigen  weiteren 
Periodenweg  Sq  hinzu ,  so  können  wir  jetzt  leicht  zeigen,  dals  die 
2p  +  1  Wege  Sq,  s^, , . ,  s^p  stets  ein  abhangiges  System  bilden,  dafs 
wir  also  2p  +  1  ganze  Zahlen  Xq,Xi,...  x%p  bestimmen  können,  die 
nicht  alle  Null  sind  und  fOr  welche  der  Weg 

9)  a^o^o  +  a?!«!  +  •  •  •  +  x^pS^p  '^  0 

wird.     Nach  den  früheren  Ausführungen  ist  es  hierzu  erforderlich,  die 

2p  Unearen  Gleichungen 

^10^0        +  ^1«?!        +  ^ijÄ?»        + h  t\,ip x%p      =0 

tpnXo       +tpiXi       +tp%xt       H Vtp^tpXtp      =0 

tp^i.aOCa  +  tp^i^xXi  +  tp^i^%x%  H h  tp^i^^pXtp  =  0 

hp,(iX^    -^  t%p^iXi     +  hp^^Xi    H \'t%p,ipX%p    =0 

in  ganzen  Zahlen  aufzulösen.  Das  zugehörige  Eoef&zientensystem  ent- 
steht aus  dem  in  (5)  aufgestellten  System  T  durch  Yoranstellung  einer 
weiteren  Kolonne,  die  aus  den  Perioden  ^q,  /^q;  *  *  -  ^sj>>o  der  2p  Haupt- 
integrale für  den  Weg  s^  besteht,  und  besitzt  daher  ebenfalls  den 
Rang  2p\  folgUch  hat  das  Oleichungssystem  (10),  wenn  man  von  Pro- 
portionalitatsfaktoren  absieht,  eine  einzige  Lösung.  Um  nun  zu  be- 
weisen, dafs  diese  Lösung  ganzzahlig  gewählt  werden  kann,  multiplizieren 
wir  die  Gleichungen  (10)  der  Reihe  nach  mit 

und  erhalten  so  durch  Addition  und  unter  Berücksichtigung  der 
Gleichungen  (3): 

10a)  CgoXo  +  CgiXi  +  CgiX2+ h  Cg^%pXip  =  0        (g^  1,2,.,.  2p), 

worin  jetzt  die  Koeffizienten  Cga  =  {Sg,  Sa)  Charakteristiken,  also  ganze 
Zahlen  sind.     Da  femer  die  Determinante 

\Cgk\  (g,h^l,2,...2p) 

nach  dem  Satze  auf  S.  622  von  Null  verschieden  ist,  so  hat  auch  das 
Eoef&zientensystem  der  Gleichimgen  (10a)  den  Rang  2p]  diese  Glei- 
chungen besitzen  also  ebenfalls  eine  und  nur  eine,  natürlich  ganzzahlige 
Lösung.    Da  aber  jede  Lösung  des  ersten  Gleichungssystems  auch  das 
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zweite  befriedigt,  so  sind  die  Systeme  (10)  und  (10a)  überhaupt  äqui- 
valent, die  Losung  der  Gleichungen  (10)  also  ebenso  wie  die  von  (10a) 
ganzzahlig,  was  zu  beweisen  war.    Es  gilt  also  der  Satz: 

Das  System  der  2p  linear  unabhängigen  Periodenwege 
Si,  s^y . . .  s%p  bildet  mit  jedem  weiteren  Periodenweg  s^  ein 
linear  abhangiges  System;  es  heilst  daher  ein  Fundamental- 
8yst*em  von  Periodenwegen. 

Von  den  so  bestimmten  ganzen  Zahlen  ^;  ^>  ^> .  •  •  Xtp  kann  die 
erste  x^  nicht  Null  sein,  weil  sonst  s^,  s^, . . .  Stp  nicht  linear  unablungig 
wären.  Wir  können  abo  in  der  obigen  zwischen  $o,  s^,  $^, . . .  s^p  he- 
stehenden  Äquivalenz  (9)  Sq  auf  die  eine  Seite  bringen  und  mit  dem 
von  Null  verschiedenen  Koeffizienten  Xq  von  Sq  durchdividieren.  Hier- 
durch erhalten  wir  für  den  Weg  s^  und  überhaupt  f&r  jeden  geschlossenen 
Weg  eine  Gleichung  der  Form 

11)  So  =  r^s^  +  r^Sj  +  •  •  •  +  ripS^p, 

worin  r^,  r,, . . .  r^p  eindeutig  bestimmte  rationale  Zahlen  sind.  Eine 
derartige  symbolische  Gleichung,  welche  für  einen  beliebigen  ge- 
schlossenen Weg  Sq  oder  vielmehr  für  eine  Klasse  geschlossener  Wege 
besteht,  da  alle  äquivalenten  Wege  dasselbe  Koeffizientensystem 

^1}  **2>  •  •  •  ^*p 
liefern,  soll  überhaupt  nur  eine  andere  Schreibweise  der  obigen  Äqui- 
valenz (9)  sein  und  stets  in  diesem  Sinne  verstanden  werden.  Hierans 
folgt  sofort,  dais  für  die  Charakteristiken  imd  die  Perioden  immer 
ganz  dieselben  Gleichungen  mit  rationalen  Koeffizienten  gelten  wie  für 
die  Wege  selbst;  z.B.  ist  für  eine  Charakteristik  (so, Sa): 

jgN  (so,  Sa)  =  n  (Si,  Sa)  +  Ti  ($2,  Sa)  + h  r^p (Sj^,  Sk) 

=  fiCih  +  ^«cjA  H h  ^ipC^p^h) 

und  ebenso  gilt  für  die  Periode  des  Integrals  h  über  den  Weg  ^  die 

Gleichung 

13)  tfto  =  Titht  +  rg^AÄ  H h  ^ip^h^ip- 

Es  sei  jetzt  6^,  0^, , . .  öm  ein  ganz  beliebiges  System  geschlossener 
Wege  auf  der  Ri^mannschen  Fläche.  Dann  bestehen  die  m  Gleichungen 
der  Form 

^1    =^11^1     +^2^2     +'"+ri,2pS2p 
^2    =^21^1     +^22^2     H hr2,2pS2p 


(fm  =  rmiSt  +  rm%s%  H [-  r^^^pSip, 

worin  die  Koeffizienten 
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bestimmte  rationale  Zahlen  sind.  Da  nun  zwischen  den  Wegen  s^,  5,; . . .  s^p 
keine  lineare  ganzzahlige  Relation  besteht^  so  ergiebt  sich  nunmehr 
ÜBst  unmittelbar: 

Die  Zahl  der  in  dem  Systeme  ((^i^  (^2>  •  •  •  ^m)  enthaltenen 
linear  unabhängigen  Wege  ist  gleich  dem  Bange  des  Eoeffi- 

zientensystems 

/„    \  /fi  =  l,2,...m  \ 

Um  nämlich  die  zwischen  den  Wegen  o^,  6^, . , ,  öm  bestehenden  linearen 
Beziehungen  yollstandig  herzuleiten^  ist  es  nur  notwendige  das  Gleichungs- 
system mit  rationalen  Koeffizienten 

rigXi  +  rtgXi  H \-  T^gX„,  =  0        (gr  =  l,  2, . . .  2p) 

YoUstandig  aufzulösen.  Ein  derartiges  Wegsystem  ist  hiemach  dann 
und  nur  dann  wieder  ein  Fundamentalsystem;  wenn  m  ^2p  und  die 
Determinante 

\^9h\  (flP,Ä  =  l,2,...2i)) 

von  Null  yerschieden  ist. 

Bilden  wir  endlich^  um  die  oben  gefundene  Bedingung  in  eine 
andere  Form  zu  setzen^  die  Perioden  des  Integrals  tg  fclr  die  Wege 
^if  ^if ' ' '  ^m  luid  bezeichnen  dieselben  mit  tgt,  Xg%y . . .  Xg^f  so  ist  zu- 
folge der  in  Gleichung  (13)  gegebenen  Regel 

^^2    =*'21^^1    +^22^^«    "i h^2,2p^y,2p 

'^gm  =  fmltgl  +  ^1112^^2  H h  ^fn,2p^y,2p. 

Man  erhält  also  das  Periodensystem 

indem  man  die  Zeilen  des  quadratischen  Systems  T  mit  den  Kolonnen 
des  Koeffizientensystems 

^11  ^21       •  •  •  '^ml 

^12  ^22       •  *  *  ^ff»2 


B  = 


zusammensetzt;  es  ist  also  in  kurzer  Bezeichnung 

14)  T  =  TB. 

Umgekehrt  ist^   wenn  man  das  reciproke  System  zu  T  mit  j 
zeichnet: 

14a)  B==T-'T. 

Homel  a.  Landiberg,  Algebrftiiohe  Funktionell  eto. 
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Aus  der  Gleichung  (14)  folgt^  daXb^  wenn  in  dem  System  12  der  ratio- 
nalen Koeffizienten  r^^  die  Determinanten  einer  bestimmten  Ordnung 
sämtlich  verschwinden^  das  Gleiche  auch  fclr  das  System  T  der  Perioden 
gilt;  denn  nach  dem  Multiplikationssatze  ist  eine  Determinante 
r^'  Ordnung  von  T  eine  lineare  homogene  Verbindung  der  samtlichen 
Determinanten  r^'  Ordnung  von  R.  Ebenso  folgt  aus  (14a),  dals  das 
Verschwinden  samtlicher  Determinanten  einer  bestimmten  Ordnung 
Yon  T  die  gleiche  Eigenschaft  fär  R  zur  Folge  hat  Folglich  haben 
T  und  R  gleichen  Bang,  und  es  ist  überhaupt  das  Gleichungssystem 
mit  rationalen  Zahlkoeffizienten 

Yollig  gleichwertig  dem  System  mit  im  allgemeinen  komplexen  und 
irrationalen  Koeffizienten: 

weil  beide  auseinander  durch  blolse  Komposition  der  Gleichungen 
hervorgehen;  die  Losungen  des  ersten  Systems  sind  abo  auch  die  des 
zweiten.  Damit  ist  also  jetzt  der  am  Anfange  dieses  Abschnittes  aus- 
gesprochene Satz  vollständig  bewiesen: 

Ist 

ein  beliebiges  System  geschlossener  Wege  auf  der  Biemann- 
schen  Fläche  und 

das  zugehörige  Periodensystem  der  2p  Fundamentalintegrale, 
so  ist  die  Zahl  der  in  dem  Systeme  Z  enthaltenen  linear  un- 
abhängigen Wege  gleich  dem  Bange  von  T.  Notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  für  ein  Fundamentalsystem  von  Perioden- 
wegen ist  also^  dafs  m  =  2p  imd  die  Determinante 

von  Null  verschieden  ist. 

Ein  Fundamentalsystem  von  Periodenwegen  s^y  s^, ,  .  ,  s^p  hat  die 
charakteristische  Eigenschaft,  dafs  jeder  beliebige  geschlossene  Weg  s 
auf  der  Biemannschen  Fläche  sich  auf  eine  und  nur  eine  Weise  in  die 
Form  setzen  läfst: 

s  =  XiSi  +  x^s^  H h  XipS^p, 

wobei  XiyX^y,.,  x^p  rationale  Zahlkoeffizienten  sind.  Es  gehört  aber 
nicht  etwa  zu  jedem  beliebigen  Systeme  rationaler  Zahlen  x^jX^, . .  i^f 
ein  geschlossener  Weg  s  auf.  der  Biemannschen  Fläche;   sondern  nur 
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dann;  wenn  die  Zahlen  Xi,x^, .  - .  x%p  ganz  sind;  sind  wir  im  stände^  za 
einem  gegebenen  Eoeffizientensystem  den  zugehörigen  geschlossenen 
Weg  s  zu  konstruieren. 

Rationale  Zahlkoeffizienten  x^^x^, . , .  x%p  können^  wie  unmittelbar 
aus  der  Auflosung  der  Gleichungen  (10a)  folgt;  nur  dann  zu  einem 
geschlossenen  Wege  Veranlassung  geben^  wenn  ihr  Generalnenner  ein 
Teiler  der  Determinante  \Cgh\  ist.  Wir  werden  später  sehen,  daXs  bei 
geeigneter  Auswahl  des  Fundamentabystems  die  Determinante  |  Cgh  \  den 
kleinsten  denkbaren  Wert  Eins  annehmen  kann.  Alsdann  erhalt  man 
also  aUe  Periodenwege  aus  der  Linearform 

X^8^  +  X^S^  H h  X%pS%pf 

wenn  man  für  die  Unbestimmten  x^^x^^, . ,  x^p  alle  möglichen  ganzen 
Zahlen  setzt,  und  es  ergiebt  sich  so  jeder  Weg  nur  einmal.  In  dem  all- 
gemeinen FallC;  den  wir  zunächst  betrachten  und  in  dem  die  Deter- 
minante \Cffk\  einen  beliebigen  Wert  besitzt,  haben  wir  den  Komplex 
der  Wege,  welche  auf  ganzzahlige  Koeffizienten  führen,  vor  den  anderen 
auszuzeichnen  und  ihre  charakteristischen  Eigenschaften  festzustellen. 
Es  gelingt  dies,  wie  nunmehr  zu  zeigen  ist,  durch  Herstellung  einer 
gewissen  Normalform,  auf  welche  sich  jeder  derartige  Komplex  be- 
ziehen lä&t. 

§3. 

Wählen  wir  auüser  dem  geschlossenen  Wege 

1)  5  =  x^Si  +  x^s^  H +  XipSip 

noch  einen  zweiten,  durch  die  rationalen  Zahlen  tfiftf^f-y^p  be- 
stimmten Feriodenweg 

la)  ^  =  ViSi  +  tfiS^ -i h  y^pS^p 

auf  der  Riemannschen  Fläche,  so  ist  die  Charakteristik  der  beiden 
Wege  s  und  ö  nach  der  Formel  (12)  des  vorigen  Abschnittes: 

(S,  6)  =  y^  (S,  S^)  +  %(«,  S,)  +  •  •  •  +  y2p(s,  S2p)] 

femer  ist  nach  derselben  Gleichung 

(S,  Sk)  =  Xi  (5i,  Sa)  +  Xf(S9,  Sä)  +  •  •  •  +  X2p(Sip,  Sk) 

=  CthXi  +  CikX^  H h  Cip^kXtp, 

folglich  ist 

2)  (S,  6)  =2*  <^9hX9yk  (flf,  Ä  =  1, 2, .  .  .  2p) 

gk 

eine  bilineare  Form  der  Zahlensysteme  x^fX^,..,  x%p  und  y^y^f  -  >  -  y^p 
mit  ganzzahligen  Koeffizienten.    Es  gilt  somit  der  Satz: 

40* 
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Ist 

^  "*  (*i>  ^;  •  •  •  ^w 

ein  Fundamentalsystem  von  Periodenwegen  und  werden  irgend 
zwei  geschlossene  Wege  s  und  0  auf  der  Biemannschen  Fläche 
in  Bezug  auf  Z  durch  die  Zahlensysteme  x^yX^,,.,  xtp  resp. 
Viftfif'-'  Vip  hestimmt;  so  ist  die  Charakteristik  {Sy  6)  der 
beiden  Wege  eine  ganzzahlige  bilineare  Form  dieser  Zahlen- 
systeme 

2a)  C -=^^  CgkXgyk         (g,h  =  i,2,...2p), 

gh 

deren  Koeffizienten  Cgk  =  {Sg^  Sj)  die  Charakteristiken  je  zweier 
Wege  des  Fundamentalsystems  sind;  dieselbe  soll  die  Charak- 
teristikenform heilsen. 

Hiemach  hangt  die  WeiterfOhrung  unserer  Aufgabe  von  der  Unter- 
suchung einer  bestimmten  Bilinearform  und  speziell  von  ihrer  Tranß- 
formation  ab.  Wir  wollen  daher^  um  die  folgenden  Entwickelungen 
vorzubereiten^  einige  allgemeine  Sätze  über  Bilinearfonnan  und  die 
Bechenoperationen^  welche  mit  ihnen  vorgenommen  werden  können, 
kurz  entwickeln. 

Eine  zunächst  ganz  beliebige  bilineare  Form 

^  O'aßXaffß  («,  (J  =  1,  2, .  .  .  ») 

ist  stets  nur  als  eine  Zusammenfassung  des  zugehörigen  Eoef&zienten- 
systems 

Ä  =  (ttafi)  (a,  ß  =  1,  2, .  . .  m) 

ZU  einem  einzigen  analytischen  Gebilde  anzusehen;  zu  jeder  Bilinear- 
form gehört  ein  bestimmtes  quadratisches  System  und  umgekehrt^  und 
jeder  Veränderung  der  Bilinearformen  läuft  eine  entsprechende  Operation 
der  quadratischen  Systeme,  wie  sie  in  §  3  der  neunten  Vorlesung 
dargelegt  wurden ;  genau  parallel.  Daher  soll  auch  die  bilineare  Form, 
ebenso  wie  das  zugehörige  quadratische  System ,  mit  einem  einzigen 
und  zwar  demselben  Buchstaben  A  bezeichnet  werden,  und  nur  wenn 
es  darauf  ankommt,  die  Unbestimmten  der  Bilinearform  hervorzuheben^ 
ersetzen  wir  Ä  durch 


Klfl   y^'       ymJ  V     '^P/       V      r 


Ebenso  wie  bei  den  Matrizen  zwischen  Horizontal-  und  Vertikal- 
reihen,  so   ist  bei   den   Formen  zwischen  der  ersten  und  der  zweiten 
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eihe  der  Unbestimmten  genau  zu  unterscheiden.     Es  gehört  also  zu 
)m  konjugierten  Systeme 

e  konjugierte  Form  _     .^^ 

-4=^  aßaXatfß, 


ap 


eiche   aus  Ä  durch   Yertauschung   von  Xa   und   ya   hervorgeht.     Ist 
=«  A,  abo  aaß  =  aßaj  so  ist  die  Form  symmetrisch;  ist  -4.  —  —  -4, 
so  aaß="-aßa  nnd  aao  =  0,  so  ist  die  Form  alternierend   Zu  dieser 
tzteren  Klasse  gehört  die  oben  eingeführte  Gharakteristikenform 


C^^CaßXatfß 
a,p 


(af,p=l,2,...2i>). 


d. 


^^  =  1  für  a  =  ß 


m 


ierbei  bedeutet  es  keine  Einschränkung  der  Allgemeinheit^  wenn  wir 
OS  die  Form  mit  einer  geraden  Anzahl  von  Yariabelnpaaren  gebildet 
enken^  da  wir  ja  anderenfalls  in  dem  zugehörigen  quadratischen 
ysteme  blofs  eine  Horizontal-  und  eine  Yertikalreihe  mit  ver- 
ihwindenden  Elementen  hinzuzufügen  brauchen;  von  dieser  Freiheit 
ollen  wir  bei  alternierenden  Formen  stets  Gebrauch  machen. 
Das  einfachste  quadratische  System  war  das  Einheitssystem 

>„^  =  Ofar  a^(5' 

Em  =  {Saß) 

im  entspricht  die  Einheitsform 

-Em  =^  SaßXaffß  —  x^y^  +  x^y^  + 

aß 

nd  diese  Form  spielt  bei  jeder  Reduktion  gewöhnlicher  oder  symme- 
rischer  Formen  eine  besonders  wichtige  Rolle.  Für  alternierende 
'ormen  mulis  aber  eine  Normalform^  welche  ebenfalls  alternierend  ist^ 
ewählt  werden;  wir  nehmen  ab  solche  die  folgende^  welche  wir  die 
alternierende  Hauptfurm'^  oder  auch  kurz  die  ^^Hauptform'^ 
ßhlechtweg  nennen: 

)     E  =  Xiyp^i  +  Xiyp^i-\ h  Xj,y^p  —  ^p+iVi  —  ^p+iVi ^«/.!/p- 

)as  zugehörige  Eoefßzientensystem  lautet 

0      0...      0     1    0...0^ 


.a,(5  =  l,2, 


a)      E  = 


0      0 


0 

0. 

...     0 

0 

1. 

..0 

•           • 

0 

• 

0 

•          •          • 

...      0 

•             • 

0 

•             • 

0. 

•          • 

..1 

-1 

0 

...      0 

0 

0. 

..0 

0  - 

• 

-1 

• 

...      0 

1           •           •           • 

0 

•           • 

0. 

• 

..0 

•         • 

-10    0 


0) 


=  (««/»)       (a,p  =  l,2,...2p) 
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und  kann,  wenn  wir  es  in  vier  kleinere  Quadrate  von  je  p*  Elementen 
zerlegen,  kurz  so  geschrieben  werden: 

3b)  E,p  =  ( — ?^); 

es  ist  also  Saß  *-  ±  1;  wenn  ß  ^  a  ±p  ist,  in  allen  anderen  Fallen 
aber  gleich  Null.  Bei  EinftQirang  dieser  Bezeichnung  kann  die  zwischen 
den  Perioden  der  Fnndamentalintegrale  bestehende  Gleichung  (3)  des 
vorigen  Paragraphen: 

4)  tigtp^i^k+  <«p^p+»,aH htpghp^h  —  tp^j^gtik hp,gipk=—2iciCgi 

auch  in  die  einfache  Form  gesetzt  werden: 

4a)  —  2 Jtt  Cgk  =^  €aß tag  tßk  =  E {tag\  tßk)      (of ,  (J  =  1,  2, .  . .  2p). 

aß 

Unterwerfen  wir  in  einer  bilinearen  Form 

5)  Ä^^aaßXaffß  (a,ß^l,2,...m) 

aß 

die  eine  Beihe  der  Yariabeln  ffifff^,  -  -  -ffm  einer  linearen  Substitution 


m 


6)  yß-^^ißvVyf 

y  =  l 

SO  geht  die  Form  in  eine  andere 

7)  B=^baßXayß 

aß 

mit  den  Koeffizienten 

m 

7  a)  ^aß=^aaYqyß 

über;  also  gilt  fQr  die  Eoeffizientensysteme  die  Multiplikationsgleichong 

7b)  B  =  AQ, 

und   dieselbe   Oleichung  kann  und  soll  auch  die  Beziehung  zwischen 
den  Bilinearformen  Ä  und  B  vollständig  darstellen. 

Unterwerfen  wir  andererseits  die  Unbestimmten  Xa  einer  linearen 
Substitution 


m 


8)  Xa  =^Paß  Xß 

ß^l 

und  geht  hierdurch  A  wieder  in  B  über,  so  ist  jetzt 


m 


9)  baß  =^Pyaayßi 


y  =  l 
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also  ist^  wenn  wieder  P  das  zu  P  konjugierte  System  bedeutet: 

9a)  J8=P^. 

Wenn  wir  schlielslich  beide  Reihen  von  Yariabeln  durch  die  Glei- 
chungen (6)  und  (8)  linear  transformieren^  so  gilt  für  die  transformierte 
Form  B  die  allgemeine  Eompositionsgleichung 

10)  B=PÄQ. 

Der  allgemeinsten  linearen  Transformation  der  Form  entspricht  abo 
eine  Multiplikation  der  Systeme,  wobei  die  Eoeffizientensysteme  der 
Substitutionen  ganz  dieselbe  Bolle  wie  das  KoefGzientensystem  einer 
Bilinearform  übernehmen.  Wir  können  daher,  wenn  wir  wollen,  auch 
von  einem  Produkte  zweier  oder  mehrerer  Bilinearformen  sprechen, 
worunter  eben  die  zu  dem  komponierten  Systeme  gehörige  Form  zu 
verstehen  ist. 

Alternierende  und  symmetrische  Bilinearformen  werden  meist  nur 
so  transformiert,  dals  sie  alternierend  resp.  symmetrisch  bleiben.  Dies 
tritt  immer  dann  ein,  wenn  die  Eoeffizientensysteme  P  und  Q  gleich 
sind,  also  die  Yariabeln  Xa  nnd  y«  derselben  Substitution  unter- 
worfen werden.    Ist  nämlich  Ä=^  ±  A  und 

B=^PAP, 

so  folgt  durch  Übergang  zu  dem  konjugierten  Systeme  nach  dem 
Satze  (3)  auf  S.  132: 

J8  =  P^P, 

und  da  Ä  =  ±  Ä  ist,  so  ist  auch  J8  =  ±  B.  Derartige  Trans- 
formationen heiXsen  kongruente  Transformationen  der  Bilinearform. 
Wir  bemerken  schlielBlich  noch,  dals  mit  Hilfe  der  jetzt  ein- 
gef&hrten  Bezeichnungen  sich  die  bilinearen  Gleichungen,  welche 
zwischen  den  Perioden  taß  der  2p  Fundamentalintegrale  t^,  ^, . . .  ^p 
bestehen,  in  einer  viel  übersichtlicheren  Form  darstellen  lassen.  Wir 
hatten  in  der  Gleichung  (7)  des  vorigen  Abschnittes  gefunden: 

TQT=27ci'C] 

hierin  war  C  das  System  der  Charakteristiken  Caß,  T  das  System  der 
Perioden,  und  Tq  ging  aus  T  hervor,  indem  wir  die  a*®  Zeile  unter 
Zeichenänderung  mit  der  (a  +  p)^^  vertauschten  und  sodann  das  kon- 
jugierte System  bildeten.  Dieser  Übergang  von  T  zu  T^  kann  aber  mit 
Hilfe  des  Systems  E,  wie  der  Anblick  der  auf  S.  619,  621  und  629 
vollständig  hingeschriebenen  Systeme  lehrt,  einfach  so  dargestellt  werden: 

^0  =  -^^^. 
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FolgUch  erhalten  wir  die  EompositioiiBgleichimg 

TET 2«f.C, 

durch  welche  das  System  der  Periodenrelationen  (4)  yollstandig  zn- 
sammengefaTst  wird.  Zufolge  der  letzten  Ausführungen  können  wir 
aber  diese  Gleichung  auch  durch  einen  Satz  über  bilineare^  durch 
Transformation  ineinander  überführbare  Formen  ausdrücken,  nämlich 
durch  folgenden: 

Bedeutet 

(M  (a,(J=l,2,...2p) 

das  Periodensystem  der  2p  Fundamentalintegrale  ti,t^, . .  Jtf 
für  2p  linear  unabhängige  Wege  Si^s^,...  s^py  so  geht  die 
alternierende  Hauptform 

E^^SaßXaVß 

durch  die  kongruenten  Transformationen 

bis  auf  einen  Faktor  in  die  Gharakteristikenform 

=  ^  ^aßXa  Vß 


'-^ 


über,  wobei  Caß  =  (s«,  Sß)  ist;  es  ist  nämlich 

11)  TET=-2;ri.C. 

Bei  Anwendung  der  Produktbildung  zweier  Formen  tritt  auch  die 
alternierende  Hauptform  E  in  einen  einfachen  Zusammenhang  mit  der 
Einheitsform  £;  es  ist  nämlich 

12)  E}^-E, 

In  der  That  ergiebt  die  Zusammensetzung  des  Systems 


mit   sich   selbst,   da   man   mit   den   Teilsystemen    einer    Matrix   ganz 
ebenso  wie  mit  den  einzelnen  Elementen  selbst  rechnen  kann: 

,       (-E^       0    X       (-E,      0   \ 
^''      \    0        -El)      \   0      -Ej      ^^"^ 
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§4. 

Bilden^  ebenso  wie  im  vorigen  Abschnitte,  s^fS^, . .  .s^p  ein  Fun- 
damentabystem  von  Periodenwegen,  so  haben  wir  gesehen,  dals  die 
Charakteristikenfonn 

gleich  der  Charakteristik  der  beiden  Periodenwege 

s  «  (c^s^  +  x^s^  H h  XipSip 

nnd 

^  =  yi^i  +  %Si  + H  »ii»«ap 

ist  Wir  wollen  nun  das  Fundamentalsystem  s^fS^,  ..^s^p  dorch  ein  anderes 
^i;  ^s;  •  •  -^sp  ersetzen,  welches  mit  dem  ersten  durch  die  Gleichungen 

2)  ^a=^haßS^  (a,(J  =  l,2,...2l)) 

ß 

verbunden  ist;  hierbei  sollen  die  Koeffizienten  Jcafi  ganze  Zahlen  und 
ihre  Determinante  |  haß  |  =  ±  1  sein,  dann  kann  man  auch  umgekehrt 
die  Wege  Sa  als  lineare  ganzzahlige  Verbindungen  der  Wege  Ja  aus- 
drücken, denn  als  Auflösung  von  (2)  erhält  man 

2  a)  Sa=^1Caß8ß, 

worin 

eine  ganze  Zahl  ist  Zwei  solche  Fundamentalsysteme  leisten  also, 
wenn  wir  jetzt  die  Unbestimmten  Xa  und  i/a  auf  die  ganzzahligen 
Werte  beschranken  und  nur  den  Komplex  der  sich  so  ergebenden 
Wege  ins  Auge  fassen,  für  die  Darstellung  der  Periodenwege  auf  der 
Riemannschen  Flache  völlig  dasselbe;  sio  sollen  aus  diesem  Ghnnde  als 
äquivalente  Fundamentalsysteme  bezeichnet  werden. 

Stellt  man  nun  die  geschlossenen  Wege  s  und  c  auch  durch  das 
zweite  Fundamentalsystem  dar,  setzt  man  also 

5  =  Xi  «1  +  X^~S^  +  •  •  •  +  ÖCtp'S^p 

^  =  yi^i  +  y%^%  +  — H  y^p^^py 

so  müssen  die  Zahlen  Xa  und  x^  miteinander  durch  die  linearen  61ei- 
chungen  zusammenhängen: 

3)  Xa  =  ThaXi  +  haX%  H f-  hp.a^ip, 

deren  Koeffizientensystem  ofiPenbar  zu  dem  der  Gleichungen  (2)  kon- 
jugiert ist;  ganz  die  gleiche  Beziehung  findet  natürlich  auch  zwischen 
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dm  Z^en  ;.  and  ^.  .bitt.    Dem  OWgmg.  yoi  «i»m  Fmd>n»i>t.t 

Gharakteristikenform  C  durch  kongmente  Substitationen  mit  ganzen 
Zahlkoef&zienten  und  der  Determinante  + 1.  Bezeichnen  wir  also  zwei 
ganzzahlige  alternierende  Formen^  welche  durch  kongmente  Substitu- 
tionen mit  der  Determinante  ±  1  ineinander  übergehen^  ebenfalls  als 
äquivalent;  so  gilt  der  Satz: 

Zu  äquivalenten  Fundamentabystemen  von  Periodenwegen 
gehören  äquivalente  Gharakteristikenformen  und  umgekehrt 

Wir  wollen  aber  zunächst  nur  gewisse  einfeu^he  und  leicht  inter- 
pretierbare Substitutionen  anwenden^  die  wir  ab  Elementar trans- 
formationen  bezeichnen^  und  durch  diese  allein  die  Gharakteristiken- 
form in  eine  bestimmte  Normalform  bringen^  vermöge  deren  wir  die 
wesentlichen  Eigenschaften  eines  Fundamentalsystems  von  Perioden- 
wegen leicht  übersehen  können. 

Erstens  können  wir  in  einem  der  Wege  s,  z.  B.  in  5^;  die  Richtung 
umkehren.    Da  alsdann 

(^i)  ^1 «1,     »A  =  Sa     för  ä  >  1 

ist;  so  lautet  die  Elementartransformation  der  Vanabeln 

Die  Matrix  der  Gharakteristikenform  erleidet  alsdann  nur  die  Ver- 
änderung, dals  die  erste  Horizontal-  und  Vertikalreihe  das  Zeichen 
wechseln  oder,  was  ganz  dasselbe  besagt,  dals  diese  beiden  Reihen  sich 
miteinander  vertauschen. 

Zweitens  können  wir  zwei  Wege,  z.  B.  s^  und  Sg,  miteinander  ver- 
tauschen.    Dann  ist 

also 

(E.)  _  _  _  _ 

yi  =  y2>   y^^Vu   yz-y^y-y^p^y^P' 

Die  Gharakteristikenform 

c  =  <^i2(p^iyi-^yi)  +  ^13(^1^3-^8^1)  +  ci4Ky4-^4yi)  +••• 

+  (kzi^yz-^zy-)  +  CiAi^y^-^^yi)  +  •  •  • 

geht  alsdann  über  in 

c=-  ci^i^iy^-^Wi)  +  ^13(^2^3-^3^2)  +  ^14(^2^4— ^4^2)  +  ••• 

+  ^23(^1^8-^8^1)  +  ^24(^1^4-^4*1)  +••• 
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Die  zugehörigen  Matrizen  der  ursprünglichen  und  der  transformierten 
Form  sind  also 


0 

c« 

ClS 

Cl4 

. .  .Ci,ap 

<^1 

0 

Cn 

«.4 

..  .C»,2p 

«11 

Cn 

0 

Cu 

.  .  .  C8,2p 

•            • 

^43 

•      • 

0 

•                  • 

.  .  .C4,»p 

und 


0 

c»i 

<is 

«14 

•  •  .  C2,  Sp 

«u 

0 

ClJ 

Cl4 

.  .  .  Ci,2p 

% 

Cjl 

0 

<^ 

.  .  .  C8,2p 

^42 

C41 

«48 

0 

•  •  .  ^4,89 

Ca«.! 

1  Ca«.i 

l     C««.! 

1  Ca  «.4 

•    •    •    €9«  9m 

,  C2p,i    C2|^2    C8p,8  Cjp,4  .  •  •  C2p,9p  ) 

vertauscht  man  also  die  Wege  s^  und  s^,  so  werden  auch  in  den  alter- 
nierenden Systemen  die  Indices  1  und  2  durchweg  vertauscht;  d.  h.  es 
wird  sowohl  die  erste  Horizontalreihe  mit  der  zweiten  als  auch  die 
erste  Vertikalreihe  mit  der  zweiten  vertauscht. 

Drittens  kann  man  zu  einem  der  Wege,  z.  B.  s^,  ein  beliebiges 
ganzzahliges  positives  oder  negatives  Vielfaches  eines  anderen  Weges^ 
z.  B.  von  s^,  hinzufügen^  so  dalB 

ist;    diese  Transformation    bedeutet  nach    den   früheren   Auseinander- 
Setzungen^  dals  an  den  Weg  ^  nach  geeigneter  Deformation  der  1^1 -mal 
in  positivem  oder  negativem  Sinne  durchlaufene  Weg  s^  angefügt  wird. 
Die  zugehörige  Substitution  der  Unbestimmten  lautet  dann 

x^  =  x^-\-gx^^    x^''X^,,,.X2p^Xip 

^  yi  =  yi  +  9y$,   y^^y^y-y^p^y^p^ 

sie  bringt  in  der  Charakteristikenform  eine  Zusatzsumme  hervor,  so  dab 

(7(rr;  y)  =  C(^';  y)  +  gc^zi^^y^  - ^3^2)  +  S^^uC^a »4  -  ^4y2)  +  ' '  " 

+  gci^ip  (x2  y%p  —  y%X2p) 

wird.     Die  ursprüngliche  Matrix  wird  also  verwandelt  in 


0 

^12 

Cj3                   Ci4 

•  ^,«p 

^1 

0 

<^S+9CiS     C%4+9^4'  • 

.  C2,2p  +  ^Cl,2p 

^31 

<^+9<hii 

0               c,. 

•  ^S,2i, 

C41 

^42+9^41 

C43              0 

•C^%p 

C20.1 

l    C9„9+QC9ft 

.1   C2„n                    C9ft.4, 

.0 

es  wird  also  das  9 -fache  der  ersten  Zeile  zur  zweiten  und  gleichzeitig 
das  ^-fache  der  ersten  Kolonne  zur  zweiten  hinzugefügt.  Durch  diese 
Operation  kann  stets  bei  passender  Wahl  von  g  erreicht  werden,  dals 
ein  Element  c%h  der  zweiten  Zeile  absolut  kleiner  ab  das  entsprechende 
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Element  Cih  der  ersten   wird;   vorausgesetzt^   dab  h  nicht  gleich  1 
oder  2  isi 

Die  hier  angewendeten  ganzzahligen  Elementartransformationen 
der  Yariabeln  der  Bilinearform^  welche  elementaren  Verandenmgen  der 
Periodenwege  entsprechen^  haben  samtlich  die  Determinante  ±  1.  Man 
kann  aber  umgekehrt  zeigen^  dais  jede  ganzzahlige  Substitution  mit 
der  Determinante  ±  1  aus  einer  endlichen  Anzahl  dieser  drei  Arten 
von  Elementartransformationen  zusammengesetzt  werden  kann.  Der 
Beweis  dieses  Satzes  wird  mit  ganz  denselben  Mitteln  geföhrt,  mit 
welchen  wir  in  §  2  der  elften  Vorlesung  gezeigt  haben^  dals  ein  am 
ganzen  Funktionen  einer  Veränderlichen  0  bestehendes  quadratisches 
System  mit  der  Determinante  Eins  in  elementare  Systeme  zerlegt  werden 
kann;  man  hat,  um  das  Verfahren  auf  die  hier  angewendeten  ganz- 
zahligen  Systeme  zu  übertragen^  überall  nur  das  Wort ,;  ganze  Funktion'' 
durch  ,;ganze  Zahl^^  zu  ersetzen,  während  die  Methode  selbst  genan 
dieselbe  bleibt.  Daher  braucht  der  Beweis,  der  zudem  f&r  unser  eigent- 
liches Ziel  nicht  erforderlich  ist,  nicht  weiter  ausgeführt  zu  werden. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  dafs  durch  eine  Folge  solcher  Elementar- 
transformationen die  ganzzahlige  Bilinearform  C  in  folgende  Normal- 
form gebracht  werden  kann: 

worin  e^,  e^, .  .  -  Cp  positive  ganze  Zahlen  sind  und  jede  Zahl  Ca  in  allen 
folgenden  ea+i, .  . .  Cp  enthalten  ist.  Diese  Zahlen  Ca,  welche  immer 
doppelt,  nämlich  als  Koeffizienten  je  zweier  Olieder  der  Bilinearform 
auftreten,  haben  eine  einfache  arithmetische  Bedeutung;  es  sind  nämlich^ 
wie  wir  sehen  werden,  die  2p  Zahlen 

ö)  ^1}       ^Ij       ^}       ^f       ^3}       ^3;   •  •  •  ^Pf       ^P 

die  Elementarteiler  des  quadratischen  Systems  (Caß)  oder  der  Bilinear- 
form C,  wenn  dieser  Begriff  genau  wieder  in  dem  auf  S.  181  dar- 
gelegten Sinne  verstanden,  also  der  h^  Elementarteiler  als  Quotient 
des  Ä*®°  und  (Ji  —  1)*°°  Determinantenteilers  definiert  wird.  Die  Deter- 
minantenteiler, also  auch  die  Elementarteiler  einer  ganzzahligen  Bilinear- 
form sind,  was  genau  wie  auf  S.  176  flg.  bewiesen  wird,  gegenüber  allen 
ganzzahligen  Transformationen  mit  der  Determinante  ±  1  invariant. 

In  dem  quadratischen  System  (Caß)  suchen  wir  zunächst  das  kleinst« 
positive  Element  auf  und  bringen  dieses  durch  eine  Anzahl  von  Ver- 
tauschungen (Äg)  und  Zeichenänderungen  (Sj)  an  die  Stelle  c^^]  nach- 
dem dies  geschehen,  können  wir,  indem  wir  je  ein  geeignetes  Viel- 
faches  der   zweiten   oder   ersten   Zeile   und   Kolonne   mit  Hilfe  einer 
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Operation  S^  zur  dritten,  vierten,  . . .  2p^^  hinzufügen,  alle  übrigen 
Elemente  der  ersten  resp.  zweiten  Zeile  und  Kolonne  dem  absoluten 
Werte  nach  kleiner  ab  c^g  machen.  Dieses  Verfahren  setzen  wir  so 
lange  als  möglich  weiter  fort,  indem  wir  immer  das  kleinste  positive 
Element  an  die  erste,  nicht  mit  einer  Null  zu  besetzende  Stelle  (q,) 
des  Systems  bringen;  es  findet  erst  dann  seinen  Abschlufs,  wenn 
aulser  (^  =  e^  alle  übrigen  Elemente  der  ersten  und  zweiten  Zeile  und 
Kolonne  Null,  und  die  Elemente  der  folgenden  Beihen  YielÜEkche  von  e^ 
geworden  sind,  so  dafs  das  transformierte  System  folgende  Gestalt  an- 
genommen hat: 


r  0 

«l 

0    0  ...  0 

-«i 

0 

0    0  ...  0 

0 

0 

0 

•          • 

0 

• 

iJ  =  Cj  C, 

0 

0 

Für  die  beiden  ersten  Beihen  ist  es  nämlich  unmittelbar  ersichtlich, 
dafe  das  YerMren  fortgesetzt  werden  kann,  so  knge  in  ihnen  noch 
aulser  c^^  ^on  Null  verschiedene  Elemente  vorhanden  sind;  aber  auch 
für  die  Elemente  des  Bestsystems  E  ist  es  leicht  zu  zeigen,  dals 
sie  schlielslich  sämtlich  Vielfache  von  e^  sein  müssen,  denn  wenn  z.  B. 
c^4  =  a  noch  kein  Vielfaches  von  e^  ist,  so  kann  man  dieses  durch 
Addition  der  dritten  Beihe  zur  ersten  an  die  Stelle  c^^  bringen  und 
sodann  durch  Addition  eines  VieliGEUshen  der  zweiten  Beihe  zur  vierten 
erzielen,  dals  sich  in  der  ersten  Beihe  ein  von  Null  verschiedenes 
Element  a^  ge^^  befindet,  welches  kleiner  als  e^  ist. 

Wenn  aber  der  angegebene  erste  Abschlufs  des  obigen  Verfahrens 
nach  einer  Anzahl  von  Elementaroperationen  erreicht  ist,  so  können 
wir  nunmehr  das  Bestsystem  e^C^  in.  ganz  gleicher  Weise  behandeln 
und  gelangen  schliefslich  zu  folgender  Normalform  des  ganzzahligen 
alternierenden  Systems 


0 

«1 

0 

0  . 

..      0 

0  ] 

«1 

0 

0 

0  . 

..      0 

0 

0 

0 

0 

Ca    • 

..      0 

0 

0 

0  - 

-Cg 

0  . 

..      0 

0 

0 

0 

t 

0 

0  .. 

.      0 

• 

0 

0 

0 

0  .. 

.-ep 

0 

wobei  jedes  Element  e«  positiv  und  ein  Teiler  von  Co-fi  ist. 
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Da  alle  angewendeten  Elementartransformationen  die  Determinante 
±  1  haben;  so  haben  sich  weder  die  Determinante  noch  auch  die 
Elementarteiler  des  Systems  C  =  (Caß)  g^ndert  Die  Elementarteiler 
des  transformierten  Systems  sind  aber^  wie  eine  leichte  Überlegang 
ergiebt;  der  Beihe  nach  folgende: 

seine  Determinante  ist  gleich  6^6| . . .  e|.    Hieraus  folgt: 

1)  Es  ist 

die  Zahlen  e^jC^f » .  .Cp  sind  abo  samtlich  von  Null  verschieden,  weil 
es  ihr  Produkt  ist;  femer  ist  die  Determinante  eine  Quadratzahl, 
und  damit  ist  in  der  That  jetzt  aufe  neue  ein  Satz  bewiesen,  der  schon 
früher  bei  Gelegenheit  der  Aufstellung  der  Formel  (8  a)  in  §  2  an- 
gegeben wurde. 

2)  Die  Zahlen  der  Beihe  (5)  sind  die  Elementarteiler  des  Systems  (C). 
Die  Elementarteiler  eines  ganzzahligen  alternierenden  Systems  haben 
also  stets  die  Eigenschaft,  dafs  der  (2i  — 1)^  und  der  (2i)^  einander 
gleich  sind.  Die  ganzen  Zahlen  ^^  6^9  •  •  •  ^p  können  somit  audi  yon 
vornherein,  ohne  Zuhilfenahme  der  angewendeten  elementaren  Trans- 
formationen, als  die  Elementarteiler  des  gegebenen  Systems  C  direkt 
bestimmt  werden. 

Durch  das  angegebene  Verfahren  aufeinanderfolgender  Elementar- 
transformationen der  Querschnitte  Si,  s^, , . .  s%p  geht  also  die  Charak- 
teristikenform zunächst  in  folgende  Normalform  über: 

Wir  wollen  aber  diese  Normalform  noch  in  eine  für  unsere  Unter- 
suchungen etwas  zweckmälsigere  Oestalt  bringen,  indem  wir  der  Reihe 
nach 

durch 

^17       ^/>4-l>      ^2?       »^P-f  2^      ^3>      ^p4-S^  •  •  •  ^Pl  ^2p 

ersetzen  und  analog  natürlich  mit  der  Unbestimmten  y  verfahren.  Diese 
letzte  Transformation,  welche  aus  einer  Anzahl  von  Operationen  (jE^) 
zusammengesetzt  werden  kann,  entspricht  nur  einer  anderen  Numerierung 
der  Periodenwege. 

Die   Charakteristikenform    erhält  alsdann  in  der  That  die  am  An- 
fange angekündigte  normale  Gestalt 
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und  die  Bedeutnng  dieser  Normalform  ist  folgende.  Wir  haben  das 
ursprüngliche  Fundamentalsystem  von  Periodenwegen  ^i;  "^s; . . .  s%p  durch 
elementare  Transformationen  in  ein  äquivalentes  "Sj.  ^g,  ...  5^2 p  ver- 
wandelt;  f&r  welches  nur  die  Charakteristiken 

(5p,  52p)      =-.(5,p,5p)      =Cp 

von  Null  verschieden  sind,  wahrend  alle  anderen  Charakteristiken  ver- 
schwinden. Jeder  Periodenweg  "Si  bildet  also  nur  mit  einem  einzigen 
anderen,  nämlich  mit  5;4.p,  wenn  i^p,  oder  mit  5i_p,  wenn  i>p 
ist,  eine  von  Null  verschiedene  Charakteristik;  d.  h.  er  überschreitet 
die  übrigen  Periodenwege  entweder  gar  nicht  oder  gleich  oft  in  posi- 
tivem und  in  negativem  Sinne,  den  Weg  Si±p  überschreitet  er  aber 
eine  bestimmte  positive  Anzahl  von  Malen,  nämlich  6rnial,  öfber  in 
dem  einen  Sinne  wie  in  dem  anderen. 

Ist  femer  s  ein  beliebiger  Periodenweg  auf  der  Biemannschen 
Fläche  und  erhalt  derselbe  bei  Anwendung  des  Fundamentalsystems 
^19  ^2^  *  •  '  ^sp  ^^  Darstellung 

s  =  xj^  +  x^'s^  H h  XipSip, 

so  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (6)  für  die  rationalen  Zahlen  Xhi 

\ß}  5p-|-i)  =*  ^1^1,         ...  (Sf  Sip)  ==  6pXp 

7)  _ 

(s,  5,)  =  -  e^Xp+i, . . .  (s,  Sp)  =  -  epXip] 

diese  Zahlen  fallen  also  dann  und  nur  dann  ganz  aus,  wenn  die 
2p  Kongruenzen 

8)  (s,  5,)  =  {s,  Ji^p)  =  0  (mod.  ßi)  (» =  1, 2, . .  .p) 

erfüllt  sind. 

Wir  haben  somit  das  folgende  wichtige  Resultat  gewonnen: 

Bezeichnet  man  zwei  Fundamentalsysteme  von  Perioden- 
wegen als  äquivalent,  sobald  sich  aus  ihnen  durch  Addition 
und  Subtraktion  dieselben  Wege  ableiten  lassen,  so  ist  jedes 
Fundamentalsystem  (^i,  $2>  *  *  *  ^sp)  ^^^  ^^^  zugehörigen  Charak- 
teristikenform 
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a/y  äff 

und  den  Elementarteilem  ^i^  6,, . . .  ßp  einem  anderen 

äquivalent;  für  welches  die  Gharakteristikenform 

normal  ist.  Zwei  Fondamentalsysteme  sind  also  dann  und 
nur  dann  äquivalent,  wenn  ihre  Gharakteristikenformen  die 
gleichen  Elementarteiler  besitzen. 

Soll  ein  Periodenweg  bei  seiner  Darstellung  durch  eines 
dieser  Fundamentabysteme  ganzzahlige  Koeffizienten  erhalten, 
so  müssen  die  2p  Kongruenzen  (8)  erfüllt  sein;  sind  also  die 
Elementarteiler  gleich  Eins,  so  erhält  jeder  beliebige  Perioden- 
weg ganzzahlige  Koeffizienten. 

§5. 

Es  erübrigt  noch,  auf  Grund  des  gewonnenen  Überblickes  über 
die  Gesamtheit  der  Periodenwege,  ebenso  wie  in  §  3  der  einundzwan- 
zigsten Vorlesung,  die  Bedeutung  der  kanonischen  Zerschneidung  der 
Riemannschen  Fläche  festzustellen.  Nun  sind  für  die  in  §  3  der  ein- 
imdzwanzigsten  Vorlesung  eingeführten  Schnitte  (hf^if^y^^f  •  -  -^pfK 
die  Gharakteristiken 

(«1,  6i)  -=  (öfg,  &2) =  (ap,  bp)  -  +  1, 

alle  übrigen  Gharakteristiken  aber  Null;  die  zugehörige  Gharakteristiken- 
form ist  also  die  Hauptform.  Daher  ist  es  im  wesentlichen  nur  not- 
wendig, zu  zeigen,  dafs  es  Fundamentalsysteme  giebt,  für  welche  die 
Wege  ^1,  Sg, .  .  .  S2p  sich  nicht  selbst  durchsetzen,  die  zugehörige 
Gharakteristikenform  aber  normal  ist  und  die  Elementarteiler  Eins  besitzt. 
Nur  die  letzte  dieser  Forderungen  bedarf  noch  der  ErKutenmg;  die 
Bedeutung  derselben  ergiebt  sich  aber,  wenn  wir  das  auf  S.  622  be- 
wiesene Theorem  zu  folgendem  Hilfssatze  erweitem: 

Ist  a  ein  Periodenweg,  welcher  nicht  zur  Hauptklasse 
gehört  imd  sich  nicht  durchsetzt,  so  giebt  es  stets  einen 
zweiten  6,  für  welchen  die  Gharakteristik 

(a,6)»  +  l 
ist. 
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Bei  diesem  Satze  ist  auch  die  zweite  Voranssetzung  wesentlich;  ersetzt 
man  nämlich  a  z.  B.  durch  den  doppelt  durchlaufenen  Weg  2  a  oder  nach 
Mabgabe  der  Ausführungen  auf  S.  616  durch  einen 
äquivalenten  a\  der  alsdann  stets  einen  Doppelpunkt 
erhalten  muls  (s.  Fig.  38),  so  ist  die  Charakteristik 
{a\h)  für  jeden  Weg  h  eine  gerade  Zahl,  also  die 
Forderung,  dals  {a\  h)=^\  sein  soll,  nicht  erfüllbar. 
Beim  Beweise  nehmen  wir  zunächst  auf  Gh-und 
des  vorher  erwähnten  Satzes  an,  dals  zu  dem  Wege  a  ^^  ^ 

ein  zweiter  h  so  bestimmt  sei,  dals  die  Charakteristik 

(a,6)  =  c>l 

isi  Dann  wollen  wir  aus  h  einen  zweiten  Weg  h  so  ableiten,  dais 
(a,  &)  =  1  wird.  Das  dabei  angewendete  allgemein  giltige  Verfahren 
demonstrieren  wir  in  der  Fig.  39  auf  folgender  Seite  in  dem  einfachsten 
Falle,  wenn  e  =  2  ist  und  die  Riemannsche  Fläche  zu  einem  ellip- 
tischen Gebilde  gehört. 

Überschreitet  der  Weg  a  den  Weg  h  nur  in  positivem  Sinne,  so  bildet  er 
mit  ihm  e  Schnittpunkte  @i,  @8, . . .  ©e;  finden  aber  auch  f  negative, 
also  e-\-  f  positive  Übergänge  statt,  so  kann  man  jedenfalls  unter  den 
vorhandenen  e  +  2f  Schnittpunkten  stets  e  Punkte  @i,  ©,, . . .  ©^  so 
wählen,  dals  die  Übergänge  zwischen  ©^  und  ®^,  ©^  ^^^  ®87  •  •  * 
@«  und  @i  sich  aufheben.  Um  dies  noch  ausdrücklich  zu  beweisen, 
ermitteln  wir  die  den  e  +  2f  Übergängen  entsprechenden  positiven 
oder  negativen  Einheiten 

^i;      ^27      ^8^  •  •  •  ^«4-2/; 

von  welchen  die  erste  gleich  +  1  sein  soll.    Bilden  wir  dann  die  Summen 

so  ist  die  erste  gleich  1  und  die  letzte  gleich  6,  und  da  jede  der 
Summen  sich  von  der  vorhergehenden  um  ±  1  unterscheidet,  so  müssen 
sich  auch  die  Summen  2, ...  e  —  1  einstellen.     Es  sei  abo 

^a       =  ^1  +  ^2  H \-  Sa       =1 

^ß      =  f  1  +  «2  H +  Cfi      =2 


Öe^if  =  fj  +  a,  H h  €e+2/  =  C 

und  hierbei  mögen  die  Indices  cc,  ß, .  . .,  wenn  mehrere  Möglichkeiten 
vorhanden  sind,  stets  möglichst  groüs  gewählt  werden.  Dann  ist  not- 
wendigerweise fia-f  1;  «/9+i7  •  •  •  gleich  +  1;  denn  wäre  z.  B.  €a^i=^—  1, 

Hensel  o.  Landsberg,  Algebndsohe  Faxiktionen  eio.  4X 
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80  wäre  c^a+i  =  0,  also  gäbe  es  noch  ein  späteres  0  mit  dem  Wertet, 
und  es  hätte  a  nicht  den  grolstmoglichen  Wert  Es  sind  also  in  der 
That  die  Anfangsglieder  der  e  Teilsnmmen  * 

ebenso  wie  die  Teilsnmmen  selbst  gleich  +I9  <lie  nsob.  Weglassmig  der 
An£EUig8glieder  verbleibenden  Reste  sind  abo  gleich  Null;  diesen  AnfimgB- 
gliedern  s^,  fa-f  19  ^ß+19  -  -  •  ^d+i  entsprechen  daher  solche  Schnittpunkte 
@i^  @2^  @s; . . .  @e;  zwischen  welchen  ebenso  viel  positive  wie  negatiye 
Über^mge  liegen^  was  zu  beweisen  war. 

Es  mögen  nun  bei  @i  und  S,  ^®  beiden  ersten  unter  den  eben  er- 
mittelten e  positiven  Übergängen  von  a  stattfinden^  dann  wandern  wir  auf  6 

in  positiver  Richtnng 
Ä    ^  -h  von  @i  bis  ©,,  und 

zwar  so,  dab  wir 
in  @i  unmittelbar 
hinter  dem  Über- 
gange  beginnen  und 
in  @2  ^^^  Übergang 
vollziehen  und  uns 
<^    y  /  ^^^      also  am  Anfang  und 


N^  /  am    Ende    der    B&- 


wegung  in  @|  und 
@8  auf  dem  positiven 

Fig.  89.  "  ^ 

Ufer  von  a  befinden; 
sodann  wandern  wir  von  @g  nach  ©^  in  negativer  Richtung  am  Ufer- 
rande  von  a  zurück.  Der  so  erhaltene  Weg  h^  welcher  aus  einem 
Teile  von  a  und  einem  Teile  von  h  besteht,  überschreitet  den  Weg  a 
nur  bei  @2  ^^^  ^  negativem  Sinne,  während  bei  @|  kein  Übergang 
stattfindet,  es  ist  also  (a,  6)  =  +  1;  w&s  zu  beweisen  war. 

Liegen  zwischen  @i  und  @2  ^^^  Übergänge  von  6,  die  sich 
kompensieren,  so  kann  man  nachträglich  den  Weg  h  noch  so  defor- 
mieren, dafs  diese  gänzlich  in  Wegfall  kommen,  wie  sehr  leicht  durch 
eine  ähnliche  Uferbetrachtung  bewiesen  werden  kann.  Wir  konnten 
daher  auch  annehmen,  dals  a  und  h  überhaupt  nur  den  einen  Schnitt- 
punkt bei  @2  besitzen,  aber  wir  brauchen  diese  Betrachtungen  nicht 
durchzuführen,  da  Übergänge,  die  sich  aufheben,  für  die  folgenden 
Untersuchungen  überhaupt  nie  in  Betracht  kommen. 

Nachdem  dies  bewiesen,  gelangen  wir,  ausschliefslich  auf  Grund  der 
Ergebnisse  dieses  Kapitels,  in  folgender  Weise  zu  der  früher  auf  anderem 
Wege  abgeleiteten  kanonischen  Zerschneidung  der  Riemannschen  Flache. 
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Wir  wählen  zunächst  einen  doppelpnnktfreien  Periodenweg  a^,  der 
nicht  der  Hauptklasse  angehört ,  nnd  bestimmen  zu  ihm  nach  dem  eben 
bewiesenen  Satze  einen  zweiten  b^,  für  welchen  (o^y^i)  =  +  1  ist  Diese 
Wege  zerstücken  die  Biemannsche  Flache  nichts  weil  jeder  das  linke  nnd 
das  rechte  Ufer  des  anderen  entweder  ohne  weitere  Durchsetzung  oder 
wenigstens  mit  Durchsetzungen^  die  sich  gegenseitig  kompensieren, 
yerbindet  Ist  nun  p>l,  so  giebt  es  nach  dem  Satze  auf  S.  621 
einen  dritten  Weg  a^,  welcher  mit  a^  und  b^  ein  unabhängiges  System 
bildet.  Diesen  dürfen  wir  ebenfalls  ab  knotenlos  voraussetzen;  und  wir 
dürfen  auch  annehmen,  dals  in  der  Schar 

der  Wege,  welche  wir  erhalten,  wenn  wir  an  o^  Vielfache  von  Oj 
und  bi  anfügen,  keiner  einen  Doppelpunkt  hat;  denn  ein  solcher  Weg 
lielse  sich  stets  in  solche  zerlegen,  die  sich  nicht  durchsetzen,  und 
wenigstens  einer  von  diesen  muJGs  dann  mit  64,  6^  ein  unabhängiges  System 
bilden.  Daher  können  wir  auch  erreichen,  dais  a^  mit  a^  und  b^  die 
Charakteristik  Null  hat;  denn,  wenn  ß^  positive  Uber^mge  von  a^  über 
o^  und  cci  negative  über  b^  stattfinden,  können  wir  diese  vernichten, 
indem  wir  Og  durch  ^  +  o^^i  +  i^i&i  ersetzen,  und  gelangen  so  wieder 
za  einem  Wege  ohne  Doppelpunkt.  Wir  bestimmen  sodann  zu  a^  einen 
weiteren  Periodenweg  b^,  für  welchen  (a^,  b^)  —  1  ist,  und  können  wieder 
annehmen,  dafs  b^  weder  a^  noch  b^  trifft  In  dieser  Weise  fortgehend, 
erhalten  wir  schlieislich  2p  linear  unabhängige  Periodenwege 

«1,     &i,     (hf     &2>  •  •  •  ^P7    hy 
welche  die  Riemannsche  Fläche  nicht  zerstücken  und  für  welche 

1)  («1,  \)  =  (o,,  6s,)  = . . .  =  (ap,  6p)  =  +  1, 

aUe  übrigen  Charakteristiken  aber  NuU  sind. 

Setzen  wir  also  jetzt  in  den  allgemeinen  Entwickelungen  des 
vorigen  Paragraphen 

2) 

5p4-l=  6^,       Sp4.2=  63,    ...  S%p  =  6p, 

so  ist  die  zugehörige  Charakteristikenform  ^P{Sgf  S/^x^ifk  die  Hauptform 

gh 

3)    E  =  xipp^t  —  Xp+iyt  +  XfiVp^i  —  Xp+iifi  + f-  Xpy^p  —  a;2pyp, 

und  jeder  Periodenweg  s  kann  auf  eine  und  nur  eine  Weise  in  die 
Form  gesetzt  werden: 

41* 
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4)  5  =  iCiSi  +  XjSj  H h  XpSp  +  ajp+iSp+i  H h  a^tpSjp, 

worin  x^j  x^j  -  -  -  xtp  ganze  Zahlen,  nämlich  die  Gharakteristdken 

sind. 

Es  ist  nun  noch  zu  zeigen,  dalB  wir  auf  diesem  W^e  eben&lk 
völligen  Aa&chlnfs  über  den  Verlauf  der  Integralfunktionen  auf  der 
zerschnittenen  und  unzerschnittenen  Riemannschen  Flache  erhalten.  Ist 
zunächst  tk  eines  der  2p  Fundamentalintegrale  und  s  der  Perioden- 
weg  (4),  so  ist  in  den  früheren  Bezeichnungen  (S.  624): 


/' 


äh  ==  thiXi  +  h%x%  H h  tk,%pX%pf 

wobei  die  ganzen  Zahlen  Xi,.,.x%p  durch  die  Gleichungen  (5)  bestimmt  sind. 
Ist  aber  allgemein  t  ein  beliebiges  Integral  erster  oder  zweiter  QMxmgf 
so  ist  dasselbe  nach  dem  Satze  auf  S.  574  auf  eine  und  nur  eine  Weise 
in  der  Form  darstellbar: 

^  —  Ci<i  H h  c^php  +  v(^,  u), 

wo  qp  {Zy  u)  eine  Funktion  des  Körpers  bedeutet    Folglich  ist  die  Periode 

/►                     %p                              2p  8p 

dt=^x^^Cktki  +  a^^CA<A»  H h  xtp^ Cj^tk,%p 

a  A=l  A=l  A=l 

==x^  I  dt  +  x^  jdt-^ —  +  Xtp  I  dt. 

Diese  Oleichung  besagt  aber  völlig  dasselbe  wie  der  Satz  auf  S.  338, 
wenn  wir  noch  die  durch  die  Gleichungen  (5)  erklarte  Bedeutung  der 
ganzen  Zahlen  Xh  in  Betracht  ziehen.  Sie  stellt  nämlich  fest,  dafs  jede 
Periode  des  Integrals  eine  ganzzahlige  lineare  Verbindung  der  Haupt- 
perioden  für  die  Wege  s^, . , ,  s^p  ist  und  dals  die  Koeffizienten  bestimmte 
Charakteristiken  sind.  Um  auch  die  formale  Übereinstimmung  mit  jenem 
herzustellen,  haben  wir  nur  zu  berücksichtigen,  dals  in  den  damaligen 
Bezeichnungen  (s.  S.  337) 

fdt  =  fdt  =  Bi,     Jdt  =fdt  =  -Äi      (» =  1, 2,    ,p) 

ist;  daher  erhält  die  Formel  (6)  die  Gestalt 

6a)    Jdt  =  (5,  aj  ^  + . . .  +  (s,  ap)Ap  +  {s,b,)B,+"+  (s,  bp)  B,, 

welche  mit  der  früheren  Formulierung  völlig  identisch  ist.  Damit  ist 
die  Periodizitätsuntersuchung  eines  beliebigen  Abelschen  Integrab  erster 


§  6.  Periodizität  der  Integrale  erster  und  zweiter  (Gattung.  645 

oder  zweiter  Ghittiing  erledigt;   anf  die   analogen   Eigenschaften   der 
Integrale  dritter  Gattung  gehen  wir  besser  erst  später  ein. 

Der  Ghrundgedanke,  der  in  den  letzten  drei  Vorlesnngen  zur  Dnrch- 
f&hrong  gelangt  ist,  nämlich  den  Vertanschnngssatz  auf  algebraischem 
Wege  abzuleiten  und  fCLr  die  Untersuchung  der  Periodizität  der  Abel- 
schen  Integrale  zu  verwerten,  rührt  Yon  Weierstrafs  her  und  ist 
Yon  ihm  in  seinen  Vorlesungen  verfolgt  worden,  die  bisher  nur  auszugs- 
weise bekannt  geworden  sind;*)  aber  die  Art  der  Durchfiihrung  dort 
und  hier  scheint  erhebliche  Unterschiede  au£suweisen.  An  Stelle  der 
Funktion  B(ß,  $)  benutzt  Weierstrafs  eine  etwas  kompliziertere 
H(x,  y;  x',  y'),  auf  deren  Zusammenhang  mit  der  unserigen  wir 
später  (S.691)  zurückkommen,  und  beweist  für  diese  dieVertauschungs- 
formel,  die  dem  Hauptsatze  der  33.  Vorlesung  auf  S.  593  f.  genau  ent- 
spricht. Über  die  Methoden,  durch  welche  Weierstrab  alfldaTin  auf 
Ghimd  dieser  Formel  zur  Feststellung  der  Periodeneigenschaften  der 
Integrale  gelangt,  ist  bisher  nichts  veröffentlicht  worden. 

*)  Man  vergleiche  hierfür  vor  allem  den  anf  S.  694  zitierten  Bericht  von 
Brill  and  Noether  (S.  426— 480). 


Sechsunddreifsigste  Vorlesung. 

Die  Periodenrelationen  der  Integrale  erster  and  zweiter  Gkittnng.  —  Weierstrafflsche 
und  Riemannsche  Form  der  Periodenrelationen.  —  Lineare  Transformation  der 
Perioden.  —  Die  Perioden  der  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  als  Funk- 
tionen der  Unstetigkeitspnnkte.  —  Primfonktionen.  —  Zerlegung  der  Funktionen 

des  Körpers  in  Primfonktionen. 

§  1. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über^  die  weiteren  Eonseqnenzen  des  Satzes 
über  die  Yertauschnng  von  Parameter  nnd  Argnment  zn  ziehen  und 
im  Znsammenhang  hiermit  anch  darzulegen,  dais  die  in  der  zweinnd- 
zwanzigsten  Vorlesung  abgeleiteten  Periodenrelationen  samtlich,  wenn 
auch  zunächst  in  etwas  anderer  Form,  aus  ihm  hervorgehen. 

Spezialisieren  wir  zunächst  den  Satz  auf  S.  632  fOr  den  Fall,  dab 
das  Querschnittsystem  s^,  s^, , . .  s%p  eine  kanonische  Zerschneidung  der 
Riemannschen  Fläche  hervorbringt,  so  ergiebt  sich  folgendes  Theorem: 

Wird  die  Riemannsche  Fläche  durch  die  Periodenwege 

Si       =  «1,     5j       =  «2, . . .  Sp    =  Op 
Sp^i  =  6i,    Sp+8  =  6g, . . .  Sip  =  bp 

in  kanonischer  Weise  zerschnitten  und  ist 

das  zugehörige   Periodensystem   der  2p  Fundamentalintegrale 
ti,t^, .  .  .  t%pj  so  geht  die  alternierende  Hauptform 

p 

durch  die  kongruenten  Transformationen 

3)  Xa=^^taßXß^     y^=.^t„ßyß        (or,  (5  =  1,  2, . . .  2l)) 

bis  auf  einen  Faktor  in  sich  selbst  über;  es  ist  nämlich 
4)  TET=-2Ät.E. 
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In  der  Gleiclmiig  (4)  sind  (  ^j  =i>(2j?  — 1)  bilineare  Relationen 

zwischen  den  4p^  Perioden  taß  der  Fondamentalintegrale  erster  und 
zweiter  Ghittong  t^^  -  -  -tp,  ^p+i;  -  -  hp  znsammengefafst,  nämlich  die 
folgenden 

4a)  ^  Saß  taa'  tßß'  =  —  2^1  Sa'ß'  («',  (3'  =  1,  2, .  .  .  2p) 

oder 

p 

4b)  ^  (tjtatp+k,ß  -tp^k,atkß)  =^  -  2ni€aß     (or,  (3  =  1,  2,  .  .  .  2p); 

jede  derselben  enthalt  diejenigen  Perioden  der  sämtlichen  2p  Hanpt- 
integrale,  welche  sich  auf  eine  bestimmte  Kombination  zweier  Quer- 
schnitte Sa,  Sß  beziehen. 

Man  kann  aber  diese  Gleichungen  noch  in  eine  zweite  Gestalt 
bringen,  welche  zwar  formal  verschieden  ist,  aber  thatsächlich  ganz 
dieselben  algebraischen  Beziehungen  zwischen  den  4p^  Perioden  taß 
festlegt.  Da  nämlich  nach  der  Gleichung  (12)  auf  S.  632  das  Quadrat 
der  alternierenden  Hauptform  bis  aufs  Vorzeichen  gleich  der  Einheits- 
form, also 

ist,  so  folgt  aus  (4):  __ 

ET'ET=^2xi'E] 

d.h.  die  Zusammensetzung  der  Systeme  ET  und  ET  ergiebt  bis  auf 
den  Faktor  2ni  das  Einheitssystem,  sie  sind  also,  wenn  das  eine 
noch  durch  2ni  dividiert  wird,  reziprok.  Da  aber  nach  S.  130 
reziproke  Systeme  vertauschbar  sind,  so  folgt  auch  die  Gleichung 

et.et=2«».j;=«-2ä».e» 

oder 

5)  TET=-2Äi.E. 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  (4),  so  sieht  man,  dafs  T  einfach 
durch  das  konjugierte  System  T  ersetzt  ist;  es  gilt  also  auch  der 
folgende  Satz: 

Die  alternierende  Hauptform  E  geht  auch  durch  die  zu  (3) 
konjugierten  Transformationen 

6)  Xa^^^tßaXß,      ya^'^tßaVß      (a,  (5  =  1,  2, .  .  .  2p) 

bis  auf  den  Faktor  —2ni  in  sich  selbst  über. 

Lost  man  aber  die  symbolische  Gleichung  (5)  in  das  System  von 
l'(2j'-~l)  Bilinearrelationen  auf,  welches  sie  vertritt,  so  findet  man 
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5a)  ^  Baß  ta'a  V/J  =  —  2«»  ««'/}'  («',  (3'  =  1,  2, .  . .  tp) 

oder 

p 

5b)  ^(^at*/?,P+t-^«,P+tW^ 2Ä»£a^     (of,  (5  =  1,2,...  2p); 

jede  dieser  Relationen  enthält  die  sämtlichen  2p  Perioden  je  zweier 
Hauptintegrale  ta  und  <^;  während  also  in  einer  Gleichung  (4  b)  immer 
alle  2p  Integrale  und  je  zwei  Periodenwege  auftreten,  so  erscheinen 
in  einer  Gleichung  (5  b)  immer  alle  2p  Periodenwege  und  je  zwei 
Fundamentalintegrale. 

Die  Gleichungen  (5  b)  sind  diejenige  Form  der  Periodenrelationen, 
welche  sich  durch  die  in  §  2  der  zweiundzwanzigsten  Vorlesung  an- 
gewendete Methode  der  Integration  über  den  gesamten  Rand  der  zer- 
schnittenen Riemannschen  Fläche  ergiebt. 

Wählt  man  nämlich  in  (5  b)  für  ta  und  tß  zwei  Integrale  erster 
Ghittung;  d.  h.  nimmt  man  a  und  ß>  p  an,  so  ist  Baß  ==  0,  und  man 
erhält  die  in  Gleichung  (I)  auf  S.  349  aufgestellte  bilineare  Beziehung 
zwischen  den  Perioden  zweier  beliebiger  Integrale  erster  Gattung.  In 
der  That  ist  in  den  damaligen  Bezeichnungen 

4 

4'^  =  -  iß.P+k  =  -  fdtß,    Bi'^  =  tß,  =  fdtt,, 

wodurch  die  beiden  verglichenen  Gleichungen  identisch  werden.  Wählt 
man  aber  für  ta  ein  Integral  zweiter,  für  t^  eins  der  ersten  Grattung,  so 
erhält  man  die  durch  die  Gleichung  (11)  auf  S.350  angegebene  Perioden- 
relation; setzt  man  nämlich 

wo  i  und  k  der  Reihe  1,2,  .  .  ,p  angehören,  so  sind  die  Diflferenzen 
der  beiden  Integrale  an  den  Querschnitten  Ui  und  bi  in  den  damaligeii 
Bezeichnungen 

^t  =  ^  I dtp^k  =  —  tp^i^p^i,     Bi=  I dtp^k  =  ^p-\-k,i 
Gl  =  -  /  dti  =  -  ti^p^i,  Dl  =J  dti  =  tu, 

bi  a; 

also 


§  1.   Periodenrelationen  für  Integrale  erster  nnd  zweiter  Gattung.       649 
p  p 

und  da  die  Summe  rechts  nach  (5b)  gleich  —  2ni  oder  Null  ist^  je 
nachdem  i  und  k  gleich  oder  ungleich  sind,  so  bleibt  zur  Herstellung 
völliger  Übereinstimmung  mit  der  damals  gefundenen  Relation  blols 
noch  nachzuweisen,  dab  das  Residuum 

6)  B^^(tidiVt)  =  -  da 

ist;  WO  dik  das  schon  öfter  benutzte  Symbol  bedeutet  und  tp^k  wieder 
durch  Wk  ersetzt  ist. 

Um  diese  Gleichung  zu  beweisen,  berücksichtigen  wir,  dals  nach 
den  Gleichungen  (10)  und  (10a)  auf  S.  571  zu  den  Indices  i  und  Je 
bestimmte  Zahlen  .  . 

gehören  und  dafs  ^^       P.^^.^y^ ^(,) ^^ 

ist,  während  der  Hauptteil  von  ti  nach  S.  591  mit  dem  von 

j(Ä) 

übereinstimmt.  Daher  kann  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (6)  das 
Integral  tty  weil  das  Residuum  nur  vom  Hauptteil  abhängt,  geradezu 
durch  (ph.Yh  ^^^^^  werden,  und  es  ist 

Da  aber  bei  (z  »  oo)  nur  ein  Punkt  der  Riemannschen  Fläche  gelegen 
ist,  so  erhält  man  nach  S.  342,  wenn  man  vom  Residuum  des  Abel- 
sehen  zu  dem  des  entsprechenden  rationalen  Differentials  übergeht,  für 
eine  beliebige  Ghröfse  g  des  Körpers 

wo  /S(§)  die  Spur  von  g  in  Bezug  auf  die  Variable  z  bedeutet. 
Folglich  ist 

Weil  aber  die  Fundamentalsysteme  i^^\  |(i), . . .  |("-i)  und  i^^«),  i/^), . . .  i/"-i) 
komplementär  sind,  so  ist  die  Spur 

nach  der  Gleichung  (2)  auf  S.  232  nur  dann  von  Null  verschieden, 
nämlich  gleich  Eins,   wenn  g  =  h  ist.     In  diesem  Falle  aber  ist  auch 


_i_- 


i2«»  (tidm)  =  Bp,  (  r,-n+^) 


650  Sechsonddreifingste  Yorleffoiig. 

und  dieses  Residuum  ist  nach  S.  271  dann  und  nur  dann  von  Null 
verschieden;  nämlich  gleich  —  1^  wenn  yg'^yh  ist    Das  Residuum 

ist  also  gleich  Null,  es  sei  denn,  dals  g  =  h  und  yg  =s  y^  iat,  in 
welchem  Falle  sein  Wert  —  1  ist;  dann  aber  ist  auch  Qi »  q^  und 
i  =  k.    Damit  ist  die  Gleichung  (6)  YoUstandig  erwiesen. 

In  ähnlicher  Weise  lielse  sich  schlielslich  auch  die  Gleichung  (5  b) 
für  den  letzten  Fall,  da(s  ta  und  tß  beide  Integrale  zweiter  Ghtttung 
sind;  durch  die  Methode  der  Randintegration  erweisen;  hierauf  gehen 
wir  nicht  weiter  ein,  weil  die  entsprechende  Formel  in  der  zweiimd- 
zwanzigsten  Vorlesung  in  dieser  Allgemeinheit  nicht  abgeleitet  wurde. 

Die  beiden  verschiedenen  Formelsysteme  (4)  resp.  (5)  werden  ge- 
wöhnlich als  die  Weierstrafssche  und  die  Riemannsche  Form  der 
Bilinearrelationen  zwischen  den  Perioden  der  Integrale  erster  und  zweiter 
Gattung  unterschieden,  weil  die  erste  sich  bei  dem  Weierstralsschen 
Verfahren  der  Ableitung  aus  dem  Vertauschungssatze,  die  zweite  bei 
der  Riemannschen  Methode  der  Randintegration  als  die  ursprüng- 
lichere einstellt;  beide  Formen  sind,  wie  wir  gesehen  haben,  völlig 
miteinander  äquivalent 

Bilden  wir  die  Relationen  fOr  das  elliptische  Gebilde,  das  wir  in 
der  Weierstralsschen  Normalform  voraussetzen: 

w«  =  (^-6i)(^-C2)(^-e3)  =  ^-f  ^-^, 

^^^^^  e,  +  e,  +  e,  =  0 

angenommen  ist,  so  werden  die  Integrale  erster  und  zweiter  Grattung 
nach  (1)  und  (2a)  auf  S.  595  u.  597 


ihre  Perioden  sind 


/dz  C  dz 

a  6 

Czdz  fzdz 


Wir  erhalten  daher  die  Gleichung 

7)  Vi^i  ""  ^c'g  =  2jri 

für  die  Perioden  der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gathmg; 
diese  heifst  die  Legendresche  Relation. 
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.  Gehen  wir  in  der  Gleichung  (4)  Yon  den  Systemen  zu  den  Deter- 
minanten über,  so  finden  wir 

also 

Es  ist  aber  bemerkenswert  nnd  für  die  Untersuchung  des  nächsten 
Abschnittes  wesentlich,  dafs  das  Vorzeichen  «,  über  welches  in  der 
letzten  Gleichung  noch  nicht  entschieden  ist,  stets  einen  bestimmten 
einfachen  Wert,  nämlich  (—  1/,  erhalt  Dalj9  eine  solche  Entscheidung 
möglich  sein  mufs,  wird  bereits  durch  die  Legendresche  Relation  (7) 
plausibel,  welche  sofort  zeigt,  dafs  für  j)  =  1  b^=  —  \  ist;  dals  aber 
die  angegebene  Yorzeichenbestimmung  allgemein  richtig  ist,  folgt  durch 
Anwendung  eines  Determinantensatzes  aus  den  Gleichungen  (4b). 

Denkt  man  sich  nämlich  zunächst  die  Gh-Sfeen  <.^  als  unbestimmte 
Variabeln  und  bezeichnet  die  auf  der  linken  Seite  von  (4  b)  auftretenden 
Summen  zur  Abkürzung  mit 

p 

Saß  =^y   (fkatp-\.k,ß  —  tkßtp-{-k,a)  =  —  Sßa 

und  das  von  ihnen  gebildete  quadratische  System  mit  8,  so  ist  identisch 

TET=8, 
also  beim  Übergange  zu  den  Determinanten 


taß\^^\Saß 

Nun  ist  die  Determinante  |  Saß  \  eines  alternierenden  Systems  von  gerader 
Ordnung  stets  das  Quadrat  einer  bestimmten  rationalen  Funktion  der 
Elemente*),  nämlich  eines  sogenannten  PfE^chen  i^gregates 

P  ==  5i,i>+i  ^«,i»+2  •  •  •  Sp,%p  H ; 

dasselbe  besteht  aus  den  1  •  3  •  5  . . .  (2p  —  1)  yerschiedenen  und  mit 
geeigneten  Vorzeichen  versehenen  Produkten  der  Form  SaßSyd  -  -  -s,^, 
worin  a  ß  y  d  . , .  s  ^  eine  Permutation  von  1  2  ...  2p  —  1  2|>  be- 
deutet und  das  Vorzeichen  jedes  Gliedes  positiv  oder  negativ  zu  nehmen 
ist,  je  nachdem  seine  Permutation  aus  der  des  Leitgliedes  durch  eine 
gerade  oder  ungerade  Anzahl  von  Vertauschungen  hervorgegangen  ist. 
Hieraus  folgt,  dais  jede  Determinante  geraden  Grades  identisch  in  ein 
Pfaffsches  i^gregat  umgeformt  werden  kann;  es  ist  nämlich 

8)  IWH-P» 

und  zwar  mufs  man  beim  Ausziehen  der  Quadratwurzel  das  positive 
Zeichen  nehmen,  weil,  wenn  T  das  Einheitssystem  ist,  £>  =  E  wird, 

*)  Siehe  z.B.Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten,  6.  Aufl.  §  6, 8. 
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also  sowohl  die  Determinante  \taß\  als  anch  das  zn  8  gehörige  P£Ei£EBGhe 
Aggregat  P  den  Wert  +  1  erhalt. 

Nimmt  man  jetzt  in  der  Identität  (8)  die  Qroisen  taß  gleich  den 
Perioden  des  Fondamentalsystems  an,  so  ist  zufolge  der  Gleichungen  (4b): 

Saß=^  —  2nisaß 
und  in  dem  Pfaffischen  Aggregat  P  erhalt  das  erste  Glied  den  Wert 
{—2n%)^f  während  alle  folgenden  verschwinden;  folglich  gilt  in  der 
That;  wie  vorher  behauptet  wurde,  die  Determinantenrelation 

9)  |<a/j|  =  (-2«iy  (a,p-l,2,...2p). 

§2. 

Die  kanonische  Zerschneidung  der  Biemannschen  Flache  kann  in 
sehr  verschiedenartiger  Weise  ausgefcLhrt  werden.  Betrachten  wir  neben 
der  im  vorigen  Abschnitte  untersuchten  Zerschneidung  durch  die  Schnitte 

eine  zweite,  welche  durch  die  Schnitte 
hervorgebracht  wird,  so  ist 

1)  /  6a=-^mßaSß  («,p=l,2,...2j)); 

ß 

hierbei  bedeuten  maß  ganze  Zahlen,  welche  auch  als  Charakteristiken 
dargestellt  werden  können;  es  ist  nämlich  nach  S.  644 

Wia  =  {paf  5p+  i),  W2o  ==  (pa,  Sp^i),  .  .  .  Wp«      ==  {paf  Sfp) 

WjD+l,a  =  —  (pa,  Si)y      mp4.2,a  =  —  {pay  8%),  .  .  .  m^p^a  =  —  (pay  Sp). 

Diese  Zahlen  sind  aber  nicht  willkürlich,  sondern  gewissen  Bedingungen 
unterworfen,  und  wir  gelangen  zu  diesen  in  einfachster  Weise,  wenn 
wir  die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  benutzen. 

Bezeichnen  wir  die  Periodensysteme  der  Fundamentalintegrale 
ti,t^y  .  .t%pj  welche  den  Zerschneidungen  durch  die  Periodenwege  {s) 
und  (ö)  entsprechen,  resp.  mit 

T  =  (taß)     und     T  =  (raß)       («,(5  =  1,2,. .  .2p), 
so  folgt  unmittelbar  aus  der  Gleichung  (1): 

2)  ray^^iaßfnßy  (a,(J,y  =  l,2,...2p), 

oder  es  ist 

2a)  T  =  TM, 
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Da  nun  die  Determinanten  der  Systeme  T  und  T  beide  den  gleichen 
Wert  (—  2«»y  haben,  so  folgt  zunächst  für  die  Determinante  der 
Sabstitationskoeffizienten 

3)  |W„^|  =  +  1  («,(3  =  1,2,. ..2p). 

Es  gilt  also  der  Satz: 

Beim  Übergai^  von  einer  kanonischen  Zerschneidung  der 

Biemannschen  Flache  zu  einer  anderen  hat  die  Determinante 

der  Substitutionskoeffizienten  den  Wert  +  1. 

Diese  Bedingung  ist  aber,  wenn  j)>l  ist,  nicht  die  einzige,  sondern 

es  tritt  ftladüTiTi  zu  ihr  eine  zweite  viel  inhaltsreichere.    Da  nämlich  (s) 

und  (ö)  beide  auf  kanonische  Zerschneidungen  der  Flache  führen,  so 

ist  nach  der  Gleichung  (4)  des  vorigen  Abschnittes  sowohl 

4)  rET=-2Äi.E 

als  auch  _ 

5)  TET==-2Äi.E. 

Die  letzte  Gleichung  laist  sich  aber  nach  (2  a)  und  unter  Benutzung 
des  Satzes  (3)  auf  S.  132  in  die  Form  setzen: 

ÄTETJM  =  -2»i.E, 
und  wir  erhalten  somit  durch  Vergleichung  mit  der  ersten: 

6)  MEM^^E. 

Hieraus  schliebt  man  ebenso  wie  im  vorigen  Abschnitte,  dafs  auch 

6a)  MEM=^E 

ist  und  dafe  beide  Gleichungen  völlig  äquivalent  sind.  Diese  Relationen 
finden  aber  in  folgendem  Satze  ihren  Ausdruck: 

Hängen  zwei  kanonische  Zerschneidungen  der  Biemann- 
schen Flache  durch  die  Gleichungen 

1)  ^a^^mßgSß  (a,  (5=  1,2,...  2p) 

miteinander  zusammen,  so  geht  die  Gharakteristikenform 

p 


sowohl  durch  die  ganzzahligen  und  nnimodularen  Substitutionen 

Xa—^mafiXß,     ya=^maßyß     {a,ß=^l,2, .  .  .2p) 
Xa  —^  W^a a?/5,      Va  «^  W/5a  V (i      (a,  (5  =  1,  2, .  .  .  2/)) 

in  sich  über. 
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Daher  genügen  die  4|>^  Snbstitationskoeffizienten  Bedingnngsgleichnngen, 
welche  man^  ganz  analog  wie  im  vorigen  Abschnitte^  in  zwei  ver- 
schiedene, aber  äquivalente  Formen  setzen  kann,  nämlich  entweder 

p 

^)  ^  (Wai  W^,p+ifc  —  Wa,p-f*  W^t)  =  Baß 

oder  (a,  (3  =  1,2,...  2p) 

7a)  ^  {f^ka^p+k,ß  —  f^p+t,af^kß)  =  Baß] 

für  |>  ==  1  si^en  dieselben  nur  ans,  dals  die  Substitationsdeterminante 
gleich  Eins  ist,  für  p>  1  erhalt  man  aber  eine  viel  grolsere  Anzahl, 

nämlich  (  ^j  =|>(2j!>  — 1)  unabhängige   Gleichungen    für   die   ganzen 

Zahlen  maß,  und  aus  diesen  kann  alsdann  die  Determinantenrelation  (3) 
als  Folgerung  auf  ganz  demselben  Wege  wie  im  vorigen  Abschnitte 
hergeleitet  werden,  so  dals  diese  abo  keine  neue  Bedingung  zu  den 
Gleichungen  (7)  hinzufügt 

Die  erhaltenen  Bedingungen  sind  aber,  wie  wir  jetzt  noch  erweisen 
wollen,  nicht  blofs  notwendig,  sondern  sie  bilden  auch  ein  hinreichendes 
System.    Es  gilt  also  folgender  Satz: 

Geht   die   Gharakteristikenform  E  durch  die  ganzzahligen 
Substitutionen 

a?«  =^  maß  Xß  ,      ya  =^  maß  Vß 

in  sich  über,  so  kann  man  von  einer  kanonischen  Zerschneidong 
der  Riemannschen  Fläche  durch  das  Querschnittsystem 

vermöge  der  Gleichungen 

<y«  =^mßaSß  (a,  p  =  1,  2,  .  .  .  2p) 

ß 

zu  einem  zweiten  Querschnittsystem  6^j6^, , . .  a^p  übergehen, 
welchem  ebenfalls  eine  kanonische  Zerschneidung  der  Riemann- 
schen Fläche  entspricht. 

Nach  der  Voraussetzung  gilt  nämlich  die  Eömpositionsgleichung 

Femer  ist,  wenn  zu  dem  kanonischen  Schnittsystem  (s)  das  Perioden- 
system T  gehört: 

rET=-2Äi.E; 
setzt  man  also 
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80  ist 
folglich 

Diese   Gleicliimg   besagt  aber  nach   S.  632,  dais  die  Charakteristiken 

sind;  das  Qnerschnittsystem  0^,6^, , . ,  0%p  entspricht  ako  einer  kano- 
nischen Zerschneidung  der  Biemannschep  Flache,  was  zn  beweisen  war. 

Den  Übergang  Ton  dem  Periodensystem  T  zu  T  dorch  die  Glei- 
chnngen  (2)  bezeichnet  man  ab  lineare  Transformation  der 
Perioden;  hierbei  bezieht  sich  der  Ausdruck  ^^linear'^  darauf,  dals  die 
Determinante  \taß\  den  Wert  Eins  hat.  Eine  Transformation  der 
Perioden,  deren  Determinante  gleich  n  ist  und  bei  welcher  die 
Charakteristikenform  E  in  ihr  n-£aches  übergeht,  heilst  von  der 
n*^  Ordnung;  solche  Transformationen  und  Zerschneidungen  ergeben 
sich,  wenn  die  Punkte  der  Biemannschen  Flache  mehrdeutig  auf- 
einander bezogen  werden. 

Man  kann  eine  lineare  Transformation  der  Perioden,  ebenso  wie 
in  §  4  der  vorigen  Vorlesung  die  Transformationen  der  Fundamental- 
systeme von  Periodenwegen,  in  elementare  auflosen;  diese  Elementar- 
transformationen müssen  aber,  im  Unterschiede  von  den  früheren  all- 
gemeineren, so  gewählt  werden,  da(s  jede  einzelne  die  Hauptform  E 
in  sich  überführt.  Auf  die  Ausführung  im  einzelnen  gehen  wir  hier 
nicht  weiter  ein. 

§3. 

Wir  wollen  jetzt  aus  der  Yertauschungsformel  noch  ein  weiteres 
Resultat  ableiten  und  hierdurch  immittelbar  die  Frage  entscheiden, 
in  welcher  Weise  die  Perioden  eines  Integrak  zweiter  oder  dritter 
Gattung  mit  veranderUchen  Unstetigkeitspunkten  von  diesen  ab- 
hängen. 

Bilden  wir  zunächst  das  elementare  Integral  zweiter  Gattung  mit 
dem  Pole  f : 


,_/ieM).„, 


und  wenden  auf  dieses  die  Gleichung  (3)  auf  S.  603  unter  der  Voraus- 
setzung an,  dals  der  Weg  $i$s  gleich  dem  Periodenweg  Sa  ist,  so 
erhalten  wir 
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oder  mit  Benutzung  der  früher  eingeführten  Bezeichnungen 


-«  *=l 


Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Die  sämtlichen  Perioden  des  früher  eingeführten  Elementar- 
integrals t^  mit  dem  einfachen  Pole  ^  sind  lineare  Kom- 
binationen der  für  den  Punkt  ^  gebildeten  Di£Ferentiale 
der  2p  Fundamentalintegrale  ^;  ^; . . .  hp- 

Man  kann  aus  dieser  Formel  (1)  mit  Hilfe  der  in  §  1  erhaltenen 
Relationen  die  Gleichungen  (IIa)  und  (lY)  der  zweiundzwanzigsten 
Vorlesung  auch  der  Form  nach  wiedergewinnen,  was  wir  hier  nicht 
mehr  ausführen,  weil  die  Rechnung  nichts  prinzipiell  Neues  dar- 
bietet. Ebenso  ist  die  Formel,  die  wir  sofort  für  die  Perioden  des 
Elementarintegrals  dritter  Ghittung  ableiten  werden,  im  wesentlichen 
mit  der  Gleichung  (III)  auf  S.  354  äquivalent.  Wir  sehen  abo  in  der 
That,  dals  alle  Resultate^  die  wir  in  §  2  der  zweiundzwanzigsten  Vor- 
lesung durch  die  Methode  der  Randintegration  gefunden  hatten,  sich 
jetzt  auch  als  unmittelbare  Eonsequenzen  des  Vertauschungssatzes  er- 
geben. Aber  die  jetzt  angewendete  Methode  ist  einheitlicher  und  von 
gröfserer  Tragweite  als  die  frühere,  sie  führt  femer  überall  zu  fertigen 
Rechnungsergebnisseu  und  macht  nirgends  Einschnuikungen  not- 
wendig. 

Wir    bestimmen    jetzt   nach    gleicher   Methode    die   Perioden   des 
Elementarintegrals  dritter  Gattung 

fdäc,  o.  =/(e  (^,  D,)  -  0  (^,  OO)  dz 

mit  den  Unstetigkeitspunkten  O^  und  Q^,  denen  die  Residuen  —  1 
und  +  1  zugehören.  Verbindet  man  Dj  und  Q,  durch  einen  Schnitt  (?, 
welcher  von  Dj  nach  D,  führt  und  keinen  der  Periodenwege  Sa  schneidet, 
so  ergiebt  die  Anwendung  des  Satzes  auf  S.  608  für  einen  Perioden- 
weg Sa: 

/ d«D,a,  +^  jdWk  jdtk  =^  Jdtk  I dwk 
oder 
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(Ol  ^    \ 

tkajdtp^k  -  tp-\-k,aJdtkl 

wobei  die  Integrale  längs  des  Weges  ö  von  O^  nach  D^  ^^  leiten 
sind.  Erstreckt  man  andererseits  das  Integral  über  eine  kleine  ge- 
schlossene Linie  x,  welche  den  Punkt  0^  in  negativem  oder  D,  in 
positivem    Sinne    umkreist^    so    folgt   aus   derselben   Formel^    da    die 

Integrale    1  dta  verschwinden: 

X 

2a)  /  dcSoiO,  ==  2xi{x,  ö)  =  2xi. 

X 

Daher  gilt  der  Satz: 

Die  sämtlichen  cyklischen  Perioden  des  Elementarintegrak 
dritter  Gattung  mit  den  Unstetigkeitspnnkten  O^  und  D^  und 
den  Residuen  —  1  und  +  1  sind  lineare  Kombinationen  der 
2p  Fundamentab'ntegrale  t^yt^,  ^  - ,  Up,  wenn  dieselben  von  S\ 
nach  d,  auf  einem  Wege  6  erstreckt  werden,  der  keinen  der 
Periodenwege  s^yS^, . , ,  s%p  schneidet,  sie  sind  also,  als  Funk- 
tionen der  Unstetigkeitspunkte  betrachtet,  Integrale  zweiter 
Ghittung;  die  logarithmischen  Perioden  sind  ±2ni. 

Denkt  man  sich  also  die  Biemannsche  Flache  durch  die  Periodenwege 
5^,52,...  8%p  und  den  Weg  6  zerschnitten,  so  ist  auf  der  neuen 
Flache  yt"  das  Integral  (OjOiOiC^)  fi^^  eindeutige  Funktion  des  Ortes, 
denn  zwei  verschiedene  Wege,  welche  beide  von  ^^  nach  ^^  f^i^en 
und  keinen  der  2p  +  1  Schnitte  s^,  s^, . .  -  s^p,  6  durchkreuzen,  ergeben 
denselben  Integralwert.  Vereinigen  wir  mehrere  derartige  Elementar- 
integrale zu  einem  einzigen 

and  nehmen  wir  an,  dats  Q^  auf  dem  Bande  eines  Weges  Sa  gelegen 
and  nur  Hilfspunkt,  also  sein  Besiduum 

—  2ij  —  M^  —  •  •  •  —  2Jy  =  0 

ist,  so  haben  wir  v  Schnitte  6q^j  c^j ,  ^ .  6^^  zu  ziehen  und  erhalten 
alsdann  fCLr  beliebige  Integrale  dritter  Gattung  wieder  genau  denselben 
allgemeinen  Satz,  den  wir  auf  S.  340  formuliert  hatten.  Damit  ist  also 
auch  auf  dem  jetzt  eingeschlagenen  Wege  die  Frage  entschieden,  was 
fOr  Funktionen  des  Ortes  die  Integrale  mit  logarithmischen  Unstetig- 
keitspunkten  sind. 

Heutel  u.  L»ndtberg,  Algebraliohe  Fonktioneu  etc.  42 
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Die  Fonnel  (2)  ist  nnmittelbar  für  Integrale  dritter  Gattung 
cDjQ^o.  nur  dann  anwendbar,  wenn  keine  der  beiden  logarithmischen 
Stellen  unendlich  fem  liegt;  will  man  aber  die  Perioden  eines  Inte- 
grdia  coogoC;  dessen  einer  Unstetigkeitspnnkt  O^  im  Unendlichen  liegt^ 
in  ihrer  Abhängigkeit  von  dem  anderen  O  nntersuchen,  so  braucht 
man  blola 

zu  setzen,  wobei  0^  ganz  beliebig  ist;  dann  erhalt  man 


wobei 


C=  /dc5| 


«OcoOo 


in  Bezug  auf  O  konstant  ist. 

Aus  der  Gleichung  (2)  ISJkt  sich  schlie&lich  noch  eine  wichtige 
Folgerung  ziehen,  von  welcher  wir  bald  Gebrauch  zu  machen  haben. 
Setzen  wir 

dtk  ==  Ck,     j  dtpj^h  «-  Cp+i, 


so  läfst  sich  diese  Relation  auch  dahin  aussprechen,  daCs  das  Integral 

keine  cyklischen  Perioden  besitzt;  das  Elementarintegral  coi£^o,  ^^^ 
sich  also  durch  HinzufQgung  eines  Integrak  zweiter  (Gattung  mit  dem 
Pole  ?ß^  seiner  cyklischen  Perioden  berauben.  Dasselbe  gilt  natürlich 
auch  von  einem  Integrale  mit  beliebig  vielen  logarithmischen  Stellen, 
und  es  gilt  auch  von  jedem  Integrale  mit  blola  polaren  ünstetigkeiten, 
wie  dies  schon  in  dem  Theoreme  auf  S.  574  ausgesprochen  ist  Daher 
erhalten  wir  den  Satz: 

Jedes  beliebige  Abelsche  Integral  o  lälst  sich  durch 
Hinzufügung  eines  Integrals  t  mit  einem  einzigen  Pole  $,; 
der  von  den  logarithmischen  Stellen  von  q  verschieden  ist^ 
seiner  cyklischen  Perioden  berauben. 

Die  logarithmischen  Perioden  des  Integrals  bleiben  hierbei  unverandert: 
sind  also  die  Residuen  von  o  durchweg  ganze  Zahlen  m»,  so  besitzt 
das  in  der  angegebenen  Weise  reduzierte  Integral 
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w=^  m  +  t 
nur  noch  Perioden  der  Form  2nimf,  die  Exponentialfdnktion 

ist  also   eine  eindeatige   Fanktion   des  Ortes  auf  der  Biemannsclien 
Flitche. 

§4. 

Es  wurde  schon  auf  S.  155  bemerkt,  dals  in  einem  Körper  K  im 
allgemeinen  keine  Fonktionen  existieren,  welche  nur  eine  einfache 
NoUstelle  und  einen  einfachen  Pol  besitzen,  und  dais  aus  diesem 
Qrunde  nicht  jeder  Divisor  der  Ordnung  Null  zur  Hauptklasse  gehört. 
Die  Bedeutung  und '  die  Eonsequenzen  dieser  Thatsache  sind  in  den 
späteren  AusfQhrungen  in  mannigfachster  Weise  hervoi^etreten,  und 
gerade  dieser  Umstand  wurde  Veranlassung  und  Ausgangspunkt  für 
die  eindringendere  Analyse  der  Körper  positiven  Oeschlechtes.  Es  ist 
daher  von  Wert,  dals  wir  jetzt  mit  Hilfe  der  Integrale  dritter  Gattung 
Funktionen  mit  einfacher  Nullstelle  und  einfachem  Pole  zu  bilden  im 
stände  sind;  diese  sind  aber  natürlich  nicht  mehr  eindeutige  Funktionen 
des  Ortes  auf  der  Biemannschen  Flache,  sondern  sie  erhalten  bei  Fort- 
setzung längs  eines  geschlossenen  Weges  konstante  Faktoren.  Durch 
Hinzunahme  dieser  Funktionen  erweitem  wir  den  algebraischen  Körper  K 
in  ähnlicher  Weise,  wie  wir  ihn  früher  (s.  S.  574)  durch  Adjunktion  der 
allgemeinen  Integrale  zweiter  Gattung  bereichert  haben.  Aber  während 
die  frühere  Erweiterung  den  Zweck  hatte,  nur  die  Unregelmälsigkeiten 
in  der  Art  des  Unendlichwerdens  der  Funktionen  von  K  auszugleichen, 
so  bezieht  sich  die  jetzige  auf  die  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  ge- 
meinsam und  steht  daher  mit  der  Klasseneinteilung  der  Divisoren  in 
Zusammenhang;  während  jene  sich  bei  additiver  Zusammenfügung  der 
Funktionen  als  fruchtbar  erweist,  bewährt  diese  ihre  Wirksamkeit  bei 
Ausführung  von  Multiplikationen. 

Bilden  wir,  wie  im  vorigen  Abschnitte,  das  Integral 

<o.  =/(e (?,  £i,)  -  e  (^,  Dl))  dxr 

mit  den  Unstetigkeitspunkten  Oj  und  O^  und  den  Residuen  —  1   und 
-f  1,  so  wird  dasselbe  in  Oj  und  D^  ^^P*  ^® 

±  1. 

unendlich,  wenn  D,   ein  arblattriger  Verzweigungspunkt  und  äi  der 
Wert  von  e  in  ihm  ist.    Die  Funktion 
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hat  daher  nnr  in  Cl^  einen  einfachen  Pol,  in  Qj  eine  einfache  Nnll- 
stelle,  und  sie  verhalt  sich  in  allen  übrigen  Punkten  der  Biemannschen 
Flache  regulär  und  besitzt  in  ihnen  die  Ordnungszahl  NulL    Man  hum 

daher   dieser  Fonktion   den  Divisor  ^  geradezu   zuordnen   und  dies 

auch  durch  die  Bezeichnung 

e*o.D.»)_n(^,g) 

zum  Ausdruck   bringen;   wir  nennen   die   Funktion  TT  eine  zu  dem 

Divisor  ^  gehörige  Primfunktion. 

Bilden  wir  ein  Produkt  derartiger  Funktionen,  so  besitzt  dasselbe 
eine  gleiche  Anzahl  willkürlicher  Null-  und  ünendlichkeitsstellen  und 
ist  also  einem  Divisor  der  Ordnung  Null  zugeordnet.  Haben  wir  um- 
gekehrt einen  beliebigen  Divisor  der  Ordnung  Null 

fQr  welchen  also  die  Summe  der  ganzen  Zahlen 

^1  +  ft  H h  f*A  =  0 

ist,  so  wählen  wir  einen  beliebigen  Hilfspunkt  D^  und  bilden  mit  ihm 
die  Funktion 

welche  in  CLq  die  Ordnungszahl  Null  hat  und  daher  genau  dem 
Divisor  3)  entspricht. 

Da  die  Integrale  (9Coo(^)  durch  Angabe  der  ünstetigkeitspunkte 
und  der  Residuen  nur  bis  auf  solche  der  ersten  (Gattung  bestimmt  sind, 
so  ist  es^  um  die  allgemeinsten  Funktionen  zu  bilden,  welche  durch 
Produktbildung  von  Primfunktionen  erzeugt  werden  können,  noch  er- 
forderlich, solche  öröfsen  hinzuzunehmen,  deren  Logarithmus  ein 
beliebiges  Integral  erster  Gktttung  ist: 

Derartige  Funktionen  sind  auf  der  ganzen  Riemannschen  Fläche  regulär 
und  haben  keine  Null-  oder  Unendlichkeitsstellen;  sie  übernehmen  in 
dieser  Theorie  die  Rolle  der  Einheitsfunktionen  und  sollen  daher  zum 
Unterschiede  von  den  früher  benutzten  algebraischen  als  „transcen- 
dente  Einheitsfunktionen"  bezeichnet  werden. 
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Beide  Arten  von  IHinktioneiiy  sowohl  die  Prim-  wie  die  Einheita- 
frinktionen,  sind  natürlich  auf  der  Biemannschen  Flache  nicht  ein- 
deutig, sondern  da  die  im  Exponenten  auftretenden  Integrale  bei 
Fortsetzung  längs  eines  Periodenweges  einen  konstanten  Zuwachs  c, 
nämlich  den  zugehörigen  Periodizitatsmodul,  erhalten,  so  reproduzieren 
sich  die  Exponentialfunktionen  selbst  bis  auf  eine  multiplikative  Eon- 
stante e^.  Wir  brauchen  aber  hierbei  auch  bei  den  Integralen  dritter 
Gattung  blols  die  cyklischen  Perioden  in  Betracht  zu  ziehen,  da  die 
logarithmischen  ganzzahlige  Vielfache  von  2xi  sind  und  also  bei  der 
Exponentialbildung  fortMlen.  Ein  Produkt  aus  Einheits-  und  Prim- 
funktionen teilt  also  mit  den  Funktionen  des  Körpers  K  die  Eigen- 
schaft, auf  der  Biemannschen  Flache  bis  auf  einzebie  Pole  regnfo  zu 
sein,  unterscheidet  sich  aber  von  ihnen  dadurch,  daCs  es  im  allgemeinen 
nicht  eindeutig  vom  Orte  abhangt. 

Wir  wollen  jetzt  die  allgemeinste,  zu  einem  gegebenen  Divisor  S) 
der  Ordnung  Null  gehörige  Funktion 

bilden  und  uns  die  Frage  vorigen,  wie  der  Divisor  S  beschaffen  sein 
mufs,  damit  bei  geeigneter  Auswahl  der  p  Konstanten  d  die  Multipli- 
katoren üf^,  JU^,  . . .  M%p,  welche  den  2p  Querschnitten  entsprechen, 
samtlich  gleich  Eins  werden.  Ist  diese  Bedingung  erfOllt,  so  ist  P($) 
eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  auf  der  Biemannschen  Fläche,  also 
eine  Grölse  g  des  Körpers  K,  und  der  ihr  entsprechende  Divisor  ist  S); 
der  Divisor  S)  gehört  also  in  diesem  Falle  der  Hauptklasse  an.  Da 
wir  2p  Forderungen  zu  genügen  und  nur  p  Grölsen  C^,  C^^ . . .  Cp  zur 
Verfügung  haben,  so  erhalten  wir  auf  diesem  Wege  ein  System  von  p 
f&r  die  Zugehörigkeit  des  Divisors  S  zur  Hauptklasse  hinreichenden 
Bedingungsgleichungen. 

Nun  ergiebt  sich  aber  aus  der  Formel  (2)  auf  S.657 


lg  Ma  =^  (tka  Qk  —  tp+k,  a  Qp+k)         («  =  1,  2, .  .  .  2p), 

wobei  die  GröHsen  Qk  und  Qp+k  durch  die  Gleichungen 


Qk  =  ilij  dtp+k  +  ihj  dip+k  +  •"+  H^hj  dtpJi^ky 
Od  Oj  Oo 

Ol  O,  *^A 

öp+ifc  =  f*i  / dtk  -f-  ^2  / dtk-\ 1-  (ihj dtk  —  Ck 

So  So  ^ 


bestimmt  sind. 
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Soll  nun  ilfj  =  Jfj  =  •  •  •  =  M%p  =  1  sein,  so  mufs  lg  Jf«  =  0  oder 

wenigstens   ein   ganzzahliges   VielÜEiclies   von  2ni  sein.     Nehmen  wir^ 

um  sogleich  das  Hauptresnltat  zu  übersehen^  zonachst  den  ersten  Fall 

an,  so  ergiebt  sich  sofort,  da  die  Determinante  |  taß  |  nach  S.  621  Ton 

Null  verschieden  ist,  daCs 

Qk^O,     Qp+k^O  (Ä:=l,2,...p) 

sein  mufs,  und  hier  sind  die  ersten  p  Gleichungen 

ft  =  0,     ft-0,...«p  =  0 

die  p  Bedingungsgleichungen  Ar  den  Divisor  S),  während  die  folgenden 

zur  Bestimmung  der  p  Eonstanten  C^,  C^, , . .  Cp  dienen. 
Nehmen  wir  jetzt  allgemeiner  an,  dals 

p 

lg Ma  '^^(tkaQk  -  tp+h,aQp+k)  =  2nina         (of  =  1,  2, .  .  .  2/)) 

ist;  WO  n^yn^, , . .  thp  ganze  Zahlen  sind,  so  ergiebt  sich  die  Auflosung 
dieser  in  Qi,Q^, . , .  Q^p  linearen  Gleichungen  aus  den  Periodenrelationen 
(5b)  auf  S.  648. 


—  nptp^]t,fp 

+  ^P^P+k,p 
—  f^ptk,2p 
+  ^ptkp' 


Qp+k  =  --  f^ltk,p+t  —  fhtk,p'\-i        + 

+  np^itki  +  np^itk%      + 
Es  müssen  also  Qt,  Q^,  -  -  -  Qp  zusammengehörige  Perioden  der  Integrale 

für  einen  und  denselben  Periodenweg  s  sein,  fOr  welchen  nach  (5)  auf 
S.  644  die  Charakteristiken  (s,  Sa)  =  »a  sind.  Die  entsprechenden 
Perioden  der  Integrale  zweiter  Gktttung  treten  alsdann  bei  der  Bildung 
der  Eonstanten  Ci,  Cj, . . .  (7p  auf. 

Führen  wir  nun  für  die  Perioden  der  Integrale  erster  Grattung, 
die  hier  wieder  in  eine  bevorzugte  Stellung  rücken,  eine  etwas  be- 
quemere Bezeichnung  ein,  indem  wir 

tpj^.k,p-\-i  «=  /  dWk  =-  —  Oif,     tp-\-k,i  =  /  dWk  =  o*.p4-« 

6,  a, 

setzen,  so  können  wir  das  gewonnene  Resultat  in  folgendem  Satze 
zusammenfassen: 
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Wenn  für  einen  Divisor  der  Ordnung  Null 

die  p  Summen  von  Integralen  erster  Gattung 

ein  System  zusammengehöriger  Periodizitatsmoduln  f&r  einen 
und  denselben  Periodenweg  s  bilden^  so  dab 

Qk^^nicoki  +  n%(Oki  H f-  fhp(0k,2p    (*  =  i,2, ...p) 

und  na  =  (Sf  Sa)  isty  so  gebort  der  Divisor  S  zur  Hauptklasse. 
Hierbei  ist  die  untere  Grenze  D^  der  Integrale  wegen  der 
Relation 

ganz  beliebig. 

Die  Bedeutung  dieses  Fundamentalsatzes  tritt  erst  in  der  nächsten 
Vorlesung  in  voller  Klarheit  hervor^  in  welcher  sich  mit  Hilfe  des 
Abelschen  Theorems  die  ümkehrbarkeit  des  Satzes  und  damit  eine 
analytische  Bedingung  für  die  Äquivalenz  von  Divisoren  ergiebt. 

Die  hier  benutzten  Primfonktionen  sind  auf  der  Biemannschen 
Flache  9  abgesehen  von  Polen  ^  regufo,  aber  nicht  eindeutig.  Man  kann 
aber  auch,  dem  Vorgänge  von  Weierstrab  folgend,  an  ihrer  Stelle 
solche  Primfimktionen  einfilhren,  welche  auf  der  Biemannschen  Flache 
durchweg  eindeutig  sind  und  dafür  eine  wesentliche  Singularität  nach 
Art  der  Exponentialfunktion  besitzen,  die  beim  Übergang  zum  Loga- 
rithmus zu  einer  polaren  ünstetigkeit  wird.  Man  kann  nämlich  nach 
dem  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  zu  dem  Integrale  cSjq^o.  so  eines 
der  zweiten  Gattung  mit  dem  Pole  ^^  hinzufügen,  dals 

keine  cyklischen  Perioden  besitzt,  also 

auf  der  Biemannschen  Fläche  eindeutig  ist.  Ein  Produkt  derartiger 
Primfonktionen 


Po  =  n„(^,g)'"n„(^,gf...n„(^,g 


A"* 


ist  ebenfalls  anf  der  Biemannsclien  F^he  dt«  eindeatig  and  besitzt 
in  den  Punkten  JD^,  JD,,  ■  ■  •  JQ*  NaUstellen  oder  Pole,  hat  aber  über- 
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dies  noch  in  $^  eine  wesentliche  Singolaritat  von  der  Art^  dafs  sein 
Logarithmus  daselbst  wie  ein  Integral  zweiter  Gkttong  unendhch 
wird.  Will  man  dann  ans  dem  Komplexe  der  so  zu  erhaltenden 
Funktionen  die  Gröfsen  des  Körpers  K  aussondern^  so  hat  man 
jetzt  die  Bedingung  dafür  festzustellen,  dals  die  singulare  Stelle 
bei  ^^  fortfällt.  Hierfdr  ergeben  sich  p  Gleichungen,  da  es  j>  eigentr 
liehe  Integrale  zweiter  Gattung  giebt  Die  Rechnung,  die  natürlich 
zum  gleichen  Endresultat  fährt,  kann  übergangen  werden,  da  sie  im 
Prinzip  mit  der  vorigen  zusammenfäUt  und  beide  Betrachtungsweisen 
sich  nur  formal  voneinander  unterscheiden. 


Siebenunddreifsigste  Vorlesung. 

Das  Abelsche  Theorem  als  Additionsprinzip  der  Integrale.  —  Durch führong  der 
Rechnung  für  die  Elementarintegrale  der  drei  Gattungen.  —  Die  Bedeutung  des 
Abelschen  Theorems  in  seiner  allgemeinsten  Gbstalt.  —  Zusammenhang  mit  der 
Klasseneinteilung  der  Divisoren.  —  Die  zwei  aus  dem  Abelschen  Theoreme  sich 
ergebenden  Reduktionsprobleme.  —  Lösung  der  ersten  Aufgabe.  —  Lösung  der 
zweiten  Aufgabe.  —  Spezialfälle.  —  Das  Umkehrproblem  der  Abelschen  Integrale. 

§  1. 

Das  Abelsche  Theorem,  zn  dessen  Darlegung  wir  jetzt  übergehen, 
giebt  in  seiner  ursprünglichsten  Gestalt  die  Bedingungen  dafür  an,  dab 
eine  Summe  von  Abelschen  Integralen  mit  gleichem  Integranden  und 
verschiedenen  Gh'enzen  durch  algebraische  Ausdrücke  und  deren  Loga- 
rithmen ersetzt  werden  kann  und  lehrt  in  diesem  Falle  die  Summation 
ausfahren.  Es  leistet  also  dasselbe  für  beliebige  Abelsche  Integrale, 
was  das  bekannte  Additionstheorem  für  Logarithmen  und  cyklometrische  . 
Funktionen  leistet. 

Für  die  Formulierung  des  Abelschen  Theorems  ist  der  schon  in 
§  3  der  neunzehnten  Vorlesung  besprochene  umstand  von  fundamentaler 
Bedeutung,  dafs  jedes  beliebige  Abelsche  Differential 

1)  da  -=  ^»dz 

in  sehr  verschiedene  Formen  gebracht  werden  kann,  weil  jede  nicht 
konstante  Grolse  x  des  Körpers  K(js,  u)  als  unabhängige  Variable 
zu  Grunde  gelegt  werden  kann;  wir  erhalten  alsdann,  wenn  wir  x  an 
Stelle  von  0  einführen: 

la)  dm^^dXf 

wo  die  beiden  Integranden  te  und  g«  durch  die  Gleichung 

verbunden  sind.  Das  Theorem  beruht  nämlich  geradezu  auf  dem  ein- 
fachen, aber  weittragenden  Grundgedanken,  dals  wir  eine  willkürliche, 
aber  bestimmte  Variable  x  auswählen  und  solche  Differentiale,  welche 
in  Beziehung  auf  x  konjugiert  sind,  zu  einem  rationalen  Differential 
durch  Summenbildung  vereinigen  können. 
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Ist  nämlich  die  Ordnung  von  x  gleich  r,  so  genügt  (s.  S.  240)  jede 
beliebige  GröDse  g  des  Körpers  K  einer  Gleichung  r^^  Ghrades: 

ar(x)t"  +  ar_i(a?)e'-'  +  •  •  •  +  a^{x)t  +  a^ix)  =  0, 

in  welcher  die  Koeffizienten  ganze  Funktionen  von  x  sind,  and  es  ist 
die  Summe  der  konjugierten  Groisen  tu  tty-tri 

a_    ,  (x) 

eine  rationale  Funktion  R(x)  von  X]  d.h.  es  ist  die  Spur 

2a)  S(t)  =  R(x). 

Es  gehören  also  zu  jedem  beliebigen  Werte  a  von  x  r  yerschiedene 
oder  gleiche  Punkte  der  Riemannschen  Flache  ^x,  welche  den  Prim- 
teilem  von 

entsprechen  und  auf  den  r  Blättern  von  91a.  übereinander  liegen. 
Schreiten  wir  nun  von  der  Stelle  {x  »  a),  die  wir  auf  der  schlichten 
Kugelfläche  ^x  durch  p  bezeichnen  wollen,  durch  das  Differential  dz 
zu  einer  Nachbarstelle  p'  mit  dem  Werte  (x  ^  a*)  fort,  so  gehen  auf 
der  Riemannschen  Fläche  St«  die  Punkte  $a  in  ^l  über,  wobei 

ist  und  die  unendlich  kleinen  Wege  ^i^J,  ^ßg^^, . . .  ^r^l  auf  % 
übereinanderlaufen,  also  auf  dasselbe  Differential  dx  führen.    Daher  ist 

3)  tidx  +  iidx+''  +  irdx  =  R(x)dx 

oder  wenn  tdx  =  da)f  R{x)dx  =  dg  gesetzt  wird: 

3a)  d(o{^,)  +  dco{Sß,)  + . . .  +  d(o(Sßr)  =  dQ{p). 

In  dieser  einfachen  Gleichung  hat  man  bereits  das  Abelsche 
Theorem  in  seiner  allgemeinsten  Gestalt  vor  sich.  Der  Schwerpunkt 
der  Betrachtung  liegt  durchaus  darauf,  dafs  auf  einer  bestimmten, 
zum  Körper  K  gehörigen  Riemannschen  Fläche  31«  ^i>  ^2>  •  •  •  ^r  und 
ebenso  ihre  Nachbarpunkte  übereinanderliegende  Punkte  sind  und  daCs 
alsdann  dg  ein  rationales  Differential  ist,  gebildet  für  den  Punkt  p, 
welcher  auf  der  schlichten  Kugelfläche  £x  den  r  Punkten  ^a  entspricht 
Gehen  wir  also  zu  den  Integralen  über,  indem  wir  den  Punkt  p  auf 
beliebigem  Wege  in  Äx  von  a  nach  b,  den  Punkt  ^ä  also  auf  einem 
der  r  entsprechenden  Wege  in  9lx  von  Ä*  nach  85a  fortrücken  lassen^ 
so  erhalten  wir  die  Gleichung     . 
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4)  / dßj  +  Idoj  H [■  I d(o=  j R(x)dx, 

in  welcher  die  Integraidonswege  91a  93a  durch  den  Weg  ab  eindeutig 
bestimmt  sind;  dieselbe  ist  der  Gleichung  (3)  im  wesentlichen  äqui- 
valent, vollzieht  aber  den  Fortschritt  von  unendlich  kleinen  zu  end- 
lichen Integrationswegen. 

Hierbei    nimmt   x    in    ^,  V^,  , . .  %r  den   gleichen   Wert  a,   in 
83i;  832;  •  •  •  83r  den  gleichen  Wert  b  an,  und  es  ist  also 

j^«a  =  aia,...ar  =  a,  8—6-831833. ..a3.  =  a3 

oder 

x-b      » 


X'  = 


x  —  a      Ä 


Somit  sind  91  und  83  ganze  Divisoren  derselben  Klasse,  die  dem  Zahler 
und  Nenner  der  Gh'olse  x\  einer  linearen  Funktion  von  x,  entsprechen; 
nun  nimmt  zwar  die  Funktion  x  bei  dieser  ganzen  Betrachtung  vor 
den  anderen  Gh'ölisen  des  Körpers  eine  bevorzugte  Stellung  ein,  es 
können  aber  doch  lineare  Funktionen  stets  f&r  einander  eintreten, 
ohne  dals  sich  etwas  wesentliches  ändert,  weil  x'  von  cx>  bis  Null  läuft^ 
wenn  x  von  a  bis  b  variiert,  und  die  Bestimmung  der  Punkte  %k  und  83a 
hiervon  ganz  unberflhrt  bleibt.  Die  Bedingung,  daCs  91  und  83  ganze 
Divisoren  derselben  Klasse  sind,  ist  aber  offenbar  auch  die  einzige,  an 
welche  die  Möglichkeit,  eine  Gleichung  der  Form  (4)  für  beliebige 
Abelsche  Integrale  au&ustellen,  geknüpft  ist;  denn  ist  91  ~  83,  so  giebt 
es  eine  Funktion 

und  wenn  wir  diese  in  der  vorher  dargelegten  Weise  fßr  die  Bildung 
der  Differentiale  zu  Grunde  legen  und  über  x'  von  Null  bis  unendlich 
integrieren,  so  erhalten  wir  eben  die  Gleichung  (4).  Hierdurch  er- 
langen wir  bereits  Einblick  in  die  Bedeutung  der  Auszeichnung  einer 
bestimmten  Yariabeln  x  und  fassen  das  gewonnene  Resultat  in  dem 
Satze  zusammen: 

Nach  dem  Abelschen  Theoreme  können  Integrale  mit 
gleichem  Integranden  durch  das  Integral  einer  rationalen  Funk- 
tion summiert  werden,  sobald  die  Vereinigung  ihrer  unteren 
und  ihrer  oberen  Grenzen  zwei  ganze  Divisoren  derselben 
Klasse  liefert. 

Bevor  wir  die  hieraus  entspringenden  Folgerungen  weiter  verfolgen, 
wollen  wir   die   Gleichung  (4)    für    die  Elementarintegrale    der    drei 
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Gattungen  spezialisieren  und  die  den  drei  Fallen  entsprechenden  ratio- 
nalen Differentiale  R(x)dx  bestimmen.     Hierbei  haben  wir  der  Haupt- 
sache nach  nur  die  beiden  auf  S.  411  und  412  bewiesenen  SSAze  über 
Spuren  in  Anwendung  zu  bringen. 
I.  Ist  das  Integral 

von  der  ersten  Gattung^  so  ist  der  Differentialteiler  ®  von 

df€  =  ^dx 
ganz^  also  hat 

nur  den  Verzweigungsdivisor  3«  oder  einen  Teiler  von  ihm  im  Nenner 
und  verschwindet  fQr  die  samtlichen  Stellen  (x  =  cx>).  Zufolge  der 
ersten  Eigenschaft  ergiebt  sich  nach  dem  Satze  auf  S.  411 

S(g)=:B(a;)  =  const, 

zufolge  der  zweiten  ist  die  Eonstante  gleich  Null.  Wir  erhalten  also 
das  Abelsche  Theorem  f&r  Integrale  erster  Gattung: 

Sind  a  -=  «1  a,  . . .  «r  und  SB  -  »i  S, .  .  .  »r  zwei  äqui- 
valente ganze  Divisoren  und  ist  ^'=«'  so  ist  für  jedes 
Integral  erster  Gattung 

4a)  I  dw  +  j  dw  -\ h  1  dtv  =  0, 

wenn   die   Integrale   auf  übereinander  verlaufenden  Wegen  in 
der  Riemannschen  Flache  9ta;'  geleitet  werden. 

tfi  =  /  idx 

ein  Elemeutarintegral  zweiter  Gattung  mit  dem  fi- fachen  Pole  Q,  so 
hat  der  Differentialteiler  von  <^  nach  S.  311  den  Nenner  Df^'^^,  also  ist 

wo  @  einen  ganzen  Divisor  bedeutet. 

Ist  nun  D  auf  der  Riemannschen  Fläche  ^^  ein  a-blattriger  Ver- 
zweigungspunkt und  nehmen  wir,  was  nach  den  obigen  Bemerkungen 
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ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  geschehen  kann,  znr  Be- 
stimmong  der  Form  des  rationalen  Differentiales  zunächst  an,  dais 
o;  in  O  unendlich  wird,  so  ist  Xix  genau  durch  O^  teilbar  und  es 
kann  daher  £  auch  in  die  Gestalt  gesetzt  werden: 


wobei  der  Divisor 

ebenfalls  ganz  ausfallt,  sobald  der  zu  unserer  Verfügung  stehende 
Exponent  h  so  gewählt  wird,  dals 

ist.    Um   den  kleinsten  zuUssigen  Wert  von  h  zu  finden,  setzen  wir 

wo  r'  den  kleinsten  positiven  Rest  von  fi  (mod.  a)  und  fi'  die  gröfste 
in  —  enthaltene  ganze  Zahl  bedeutet;  da  nun 

sein  soll  und  r'  +  1  eine  der  Zahlen  1,  2, ...  a  ist,  so  ist 

Ä  +  2  =  fi'  +  l, 

ako 

Ä  =  ^'  -  1 
zu  setzen. 

Wenden  wir  nun  den  zweiten  der  oben  erwähnten  Sätze  an,  so 
ergiebt  sich  unmittelbar,  dafs  in  unserem  Falle  S(^)  eine  ganze  Funk- 
tion hf^^  Gbudes  von  x,  resp.  wenn  h  negativ  ausfällt,  gleich  Null  ist^ 
folglich  ist  das  Integral 

6)  Js{t)dx^O{x) 

eine  ganze  Funktion  des  Gbudes 

wobei  also  diese  Zahl  durch  die  Ordnung  fi  des  Integrals  tf^  und  die 
Ordnung  der  Verzweigung  von  91«  ui  Q  bestimmt  ist;  von  dieser 
Funktion  ist  die  Differenz  der  beiden  Werte  zu  bilden,  die  sie  fQr  die 
unteren  resp.  oberen  Grenzen  der  Integralsumme  annimmt. 

Zur  Durchfahrung  der  Rechnung  nehmen  wir  jetzt  besser  an,  dafs 
die  Variable  in  O  einen  endlichen  Wert  q  erhält;  dann  brauchen  wir 

blofs  X  durch    ,_    zu  ersetzen,  es  tritt  also  an  die  Stelle  der  ganzen 
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Funktion  0(x)  in  (6)  eine  raidonale  der  Ordnung  fi'  mit  dem  Nenner 
(x'  —  qf .  um  diese  auch  der  Form  nach  und  damit  die  in  ihr  auf- 
tretenden Konstanten  zu  bestimmen,  gehen  wir  direkt  von  (5)  aus  und 
finden,  da  bei  der  jetzigen  Annahme  n«'  zu  O  teilerfiremd  ist  und  ßr' 
durch  O""*  teilbar  ist,  also  g  in  £l  die  Ordnungszahl  —  (fi  +  tf)  hat^ 
in  der  Umgebung  von  £l  eine  Reihenentwickelung  der  Form 

7^         t  = ^ u Seml J-...4. ^ I-...- 

hierbei  kann  ein  Glied  mit  dem  Nenner  x'  —  q  nicht  auftreten,  weil 
sonst  das  Integral  in  £l  eine  logarithmische  ünstetigkeit  hatte,  und 
die  auf  dieses  folgenden  Glieder  kommen  fElr  die  Spurenbildung  nicht 
mehr  in  Betracht.     Es  ergiebt  sich  somit 

5(5) -«y V-' 

wobei  die  Summe  nur  über  diejenigen  Werte  s  zu  erstrecken  ist,  welche 
positiv,  durch  a  teilbar  und  höchstens  gleich  fi  sind.     Folglich  ist 

Cs{i)dx^^^a^^-^. 

und  das  Abelsche  Theorem  lautet  somit  für  Elementarintegrale  zweiter 
Gattung 


«a  «r 


•     8{x'-qYAx'=.Q 


wobei  die  Funktion  i»'  =  «   iind  q  ihr  Wert  in  dem  Pole  D  von  ^^  ist; 
die  Ausrechnung  ergiebt  also 

41.)    L+/.,,+...+  A<.--.._2'-54  (;5:|',"'") 

Diese  Gleichung  findet  in  dem  Satze  Ausdruck: 

Sind  %  und  93  zwei  äquivalente  ganze  Divisoren  und  ist 
^'  =  ^7  so  ist  die  für  Elementarintegrale  zweiter  Gh^ttung  mit 
dem    fi- fachen    Pole   O    gebildete    Summe    (4  b)    eine    ganze 
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Fanktion  von  dem  Reciproken  des  Wertes  g*),  welchen  x^ 
in  £l  annimmt,  vorausgesetzt,  dals  die  Integrationswege  in  91«' 

übereinanderlaufen;  der  Ghrad  der  Funktion  ist  gleich    —  L  wenn 

£l  ein  a- buttriger  Yerzweigungspunkt  von  Star'  ist,  und  ihre 
Koeffizienten  sind  durch  die  des  Hauptteiles  der  für  die  Um- 
gebung von  O  geltenden  Reihenentwickelung  von  %  bestimmt. 

Ist  also  z.  B.  fi  =  1,  so  wird  die  rechte  Seite  der  Gleichung  fflr  Ver- 
zweigungspunkte (a  >  1)  gleich  Null  und  erhalt  fär  gewöhnliche  Punkte 

den  Wert  ^. 

in.  Ist  das  Integral 

ein  Elementarintegral  dritter  Ghittung  mit  den  logarithmischen  Stellen 
Oj  und  Q,  und  den  zugehörigen  Residuen  —  1  und  +  1;  so  hat  der 
DifPerentialteiler  von  äj^  den  Nenner  OiOg,  und  es  ist  somit,  wenn 
%  einen  ganzen  Divisor  bedeutet. 

Erhält  also  x  in  Oj  und  D^  die  endlichen  Werte  q^  und  q^^  so  ist 

(a:-Si)(a:-2j)g  =  ^> 

wo  auch  ®'  ganz  ist,  und  folglich  nach  dem  Satze  auf  S.  411: 
(a;  -  gj  (x  -  ffg)  iS(e)  =  iS((x  -  gj  (a:  -  ffj)  5)  =  const. 

Durch  Multiplikation  mit  Ax  und  Division  durch  (a?  — Ji)  (pc  —  q^)  er- 

fidebt  sich 

/  dx  dx  \ 

Da  nun  nach  S.  342  das  Residuum  des  rationalen  Differentials  fär  irgend 
eine  Stelle  q  von  Sx  gleich  der  Summe  der  Residuen  fOr  die  der  Stelle  q 
entsprechenden  Punkte  der  Riemannschen  Flache  9lx  ist,  so  ist  c  =  1, 
vorausgesetzt,  daCs  q^  und  q^  verschieden  sind;  es  kann  aber  auch  ein- 
treten, dais  zu  £lj  und  Qj  derselbe  Wert  von  x  gehört,  dann  ist  die 
rechte  Seite  obiger  Gleichung  NuU,  da  sich  die  Residuen  des  rationalen 
Differentials  kompensieren.    In  beiden  Fällen  gilt  die  Integralgleichung 

^  Es  wäre  unzulässig,  dadurch,   dafs  man  zu  der  Funktion  -—f  übergeht, 

eine  Vereinfachung  in  dem  Ausspruche  des  Satzes  herbeiführen  zu  wollen,  weil 
die   Koeffizienten  C^  in   (7)  erst  nach  Auswahl  von  x'  bestimmt  sind  und  beim 

Übergang  von  x'  zu  —j-  sich  ändern. 

sc 


672  SiebenunddreÜBigste  Vorlesung. 

4c)  fdäy,  +fdä,,  + . . .  +  fdä,,  =  [lg  f^  J;* 

ako  für  a  =  cx>,  6  =  0: 

4c)  /  dc5i8  +  /  dittfi,  +  •  •  •  +  /  dä^  =  lg  ^• 

Diese  Gleichung  ergiebt  den  Satz: 

Sind  %  und  83  zwei  äquivalente  ganze  Divisoren  und  ist 
a;'=|,  80  ist  die  für  EHemeiitarintegrale  dritter  Gattung  mit 

den  logarithmischen  Stellen  O^  und  D^  und  den  Residuen  —  1 
und  -f  1  gebildete  Summe  (4  c)  gleich  dem  Logarithmus  des 
Quotienten  der  beiden  Werte^  welche  o;'  in  0|  und  Q,  an- 
nimmt;  vorausgesetzt^  dafs  die  Integrationswege  in  St^'  über- 
einanderlaufen. 


§2. 

Die  im  vorigen  Abschnitte  angestellten  Integralsatze  waren  an 
die  Bedingung  geknüpft^  dals  die  Integrationswege  in  der  Riemannschen 
Flache  ^ix  übereinanderlaufen,  also  in  einer  beliebigen  Flache  9l„ 
deren  Punkte  denen  der  ersten  eindeutig  entsprechen^  in  bestimmter 
Weise  von  den  unteren  Ghrenzen  8^,  Sl,, . . .  Ar  nach  den  oberen 
S5i,  SSg, . . .  S5r  geführt  werden.  Da  sich  aber  die  Beziehung  zwischeD 
den  beiden  Divisoren 

«  =  «1«, ...Ar  und  58  =  a5ia5,...a5r 

in  eine  Form  setzen  lieft,  welche  von  der  Auswahl  einer  besonderen 
Fläche  unabhängig  ist,  so  ist  es  wünschenswert,  die  vorige  Beschränknng 
aufzuheben  und  die  Modifikation  zu  untersuchen,  welche  das  Abelsche 
Theorem  erleidet,  wenn  man  die  Primdivisoren  von  Ä  und  SB  einander 
irgendwie  zuordnet  und  die  Integrale  auf  beliebigem  Wege  von  J(i 
nach  S5/i  leitet. 

Betrachten  wir  eine  beliebige,  aber  in  kanonischer  Weise  zer- 
schnittene Fläche  SRi,  in  welcher  die  Integrale  erster  und  zweiter 
Gattung  eindeutige  Funktionen  des  Ortes  sind,  so  ist  nach  S.  64i 
wenn  der  im  vorigen  Paragraphen  benutzte  Weg  ÄäSa  nait  h  be- 
zeichnet wird: 


dtfi 
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Jd<^=^(a5,)-^(%)  +  fn'iCi+  .  .  .  +  mpCp  +  n^D^+  •  •  •  +npDp, 

wobei  die  überstrichenen  Gh*oIsen  die  auf  der  zerschnittenen  FUU^he 
eindeutigen  Funktionen  bedeuten,  femer 

Äi^—  jdWf     Bi^jdw 

bi  o,. 

die  Perioden  der  beiden  Integrale  und  die  ganzen  Zahlen  m,-  und  ni 
Charakteristiken  sind,  es  ist  nämlich 

diese  Zahlen  sind  also  nur  vom  Wege  U,  nicht  aber  vom  Integranden 
abhängig. 

Addiert  man  diese  Gleichungen  für  %  ==  1,  2, ...  r,  so  ergiebt  sich 
jetzt  aus  den  Gleichungen  (4a)  und  (4b)  des  vorigen  Abschnittes  das 
Abelsche  Theorem  in  folgender  Gestalt: 

W(a5i)  +  «^(®2)  +  •  •  •  +  «^(85r)  -  W(^)  -  W(%) W{%r) 

^*)  ^M,Ä,  +  M,A^  +  -^^  +  MpÄp  +  N,B,  +  N,B,  +  -^'+NpBp 

ü»i)+^W+-  +  ^;(58.)-<;(aj~U^^ ü%r) 

ib)  =-«^2-^ 

+  M,C,  +  M^C^+"-  +  MpCp  +  N^I),+  JNT.A  +...+  NpDp, 
wobei  die  ganzen  Zahlen 

Ic)  M,=^ia>,h),    N>==^iboh) 

A  =  l  A  =  l 

wieder  ausschlielslich  von  den  unteren  und  oberen  Grenzen  %h  und  S3a 
ablumgen.  Eine  ganz  ähnliche  Gleichung,  von  deren  Aufstellung  wir 
absehen,  gilt  auch  für  Integrale  dritter  Gattung;  ein  Unterschied  be- 
steht nur  darin,  dalüs  zu  den  cyklischen  Perioden  noch  eine  logarith- 
mische  2niv  hinzutritt,  wobei  die  ganze  Zahl  v  ebenfalls  eine  Summe 
von  Charakteristiken  ist. 

Hentel  a.  Landtberg,  Algebnüsche  Funktionen  etc.  43 
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Erstreckt  man  die  Integrale  nicht  in  der  zerschnittenen,  sondern 
auf  der  nnzerschnittenen  Biemannschen  Flache  91«  auf  beliebigen 
Wegen  Xh  von  den  unteren  Grenzen  %t  i^Bch  den  oberen  fßky  so  bleibt, 
wie  man  unmittelbar  sieht,  die  Form  der  Gleichungen  la)  und  Ib)  völlig 
ungeandert;  nur  die  Bedeutung  der  ganzen  Zahlen  Mi  und  Ni  wird  eine 
andere,  indem  in  den  Formeln  Ic)  der  Weg  Z«  überall  durch  den  ge- 
schlossenen Weg  Ik  —  Xk  ersetzt  werden  mufs.  In  jedem  Falle  tritt  bei  Auf- 
hebung der  früheren  Einschränkung  zu  den  Gleichungen  des  Abelschen 
Theorems  nur  eine  Periode  hinzu,  und  es  ist  wesentlich,  sich  zu  ver- 
gegenwärtigen, dalj9  die  ganzen  Zahlen,  welche  die  spezielle  Periode 
charakterisieren,  bei  Integralen  erster  und  zweiter  Gattung  nur  von  den 
Integrationswegen,  nicht  aber  vom  Integranden  abhängen,  daüs  also  bei 
Anwendung  des  Abelschen  Theorems  auf  ein  System  von  Integralen  die 
auftretenden  Perioden  sich  sämtlich  auf  den  gleichen  Weg  beziehen  and 
daher  dasselbe  Eoefßzientensystem  (Mi,  Ni)  erhalten. 

Insbesondere  kann  man  jetzt  das  Theorem  für  Integrale  erster 
Gattung  in  folgender  Fassung  aussprechen,  in  welcher  es  in  Zukunft 
von  besonderer  Bedeutung  ist  und  in  der  wir  die  Bezeichnungen  vom 
Ende  der  vorigen  Vorlesung  wieder  au&ehmen: 

Ist 

ein   Divisor   der   Hauptklasse,   so   bilden   die  p  Summen  von 
Integralen  erster  Gattung 

^  ^  fiiWkiß^i)  +  (iiWk(£ii)  +  '"  +  iihm{0,H) 

2)  ... 

ein  System  zusammengehöriger  Periodizitätsmoduln  der  Inte- 
grale Wi,  «?2, . . .  Wp, 

In  dieser  Gestalt  ist  der  Satz  offenbar  die  genaue  ümkehrung  des- 
jenigen, der  auf  S.  663  bewiesen  wurde.  Fassen  wir  beide  zusammen, 
so  ergiebt  sich  also: 

Die  p  Gleichungen  (2)   bilden   die   notwendige  und  hin- 
(II)         reichende  Bedingung  dafür,  dafs  ein  Divisor  der  Ordnung  NuD 
der  Hauptklasse  angehört. 

Durch  diese  Formulierung  wird  das  Abelsche  Theorem  eines  der  frucht- 
barsten Hilfsmittel  zu  tieferer  Durchdringung  und  Fortbildung  der 
Lehre  von  den  Divisoren  und  ihrer  Einteilung  in  Klassen.  Wir  ge- 
winnen nämlich  hierdurch  ein  analytisches  Äquivalent  für  die  Zugehörig- 
keit zweier  Divisoren  zur  selben  Klasse.    Um  dies  im   einzelnen  dar- 
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legen  und  sodann  die  sich  hier  anschlieisenden  Fragen  weiter  verfolgen 
zn  können;  wollen  wir  aber  vorerst  das  Theorem  (II)  in  zwei  ver- 
schiedenen Richtungen  modifizieren  resp.  erweitern. 

Die  erste  Modifikation  hat  wesentlich  formale  Bedeutung.  Um 
namhch  das  Periodensystem  nicht  immer  ausdrücklich  hinschreiben  zu 
müssen^  nennen  wir  zwei  Systeme  von  je  p  Grofsen 

ifli)  0^25  ••  •  ^p)     ^^^     (^i;  &2;  •  •  •  ^i>) 

schlechtweg  kongruent,  sobald  sich  die  entsprechenden  Elemente  nur 
um  zusammengehörige  Perioden  der  Integrale  erster  Gattung  unter- 
scheiden,  sobald  also  p  Gleichungen  der  Form 

öt  =  6*  +  Wiöii  +  njöis  H h  »2pö*,2p    (*  =  i,2, .  ..p) 

erfOllt  sind.     Wir  bezeichnen  dies  durch 

(oi,  a^,,,,a^  =  (6i,  62, . . .  6p) 
oder  kurz  durch 

a*  =  6*  (*  =  1,2,  ...jp); 

solche  Kongruenzen  lassen  sich  offenbar  ohne  weiteres  addieren  und 
subtrahieren.    Die  Gleichungen  (2)  nehmen  hierdurch  die  Form  an: 

2a)  fix  w*(Cli)  +  (i%Wk(J^%)  +•••  +  ;**«?*  (O*)  =  0. 

Die  zweite  Modifikation  hat  den  Zweck,  die  Beschrankung  auf 
Divisoren  der  Ordnung  Null  zu  beseitigen.  Wählen  wir  ab  untere 
Grenze  der  Integrale  w^,w^, . . .  Wp,  ebenso  wie  auf  S.  569,  den  Punkt  ?ß^ 
und  bilden  wir  die  p  Integralsummen  (2)  fOr  einen  Divisor  der  Form 
Sj  =  $«^7  wo  S)  der  Hauptklasse  angehört  und  also  q  die  Ordnung 
von  2)i  ist,  so  werden  dieselben  offenbar  ebenfalls  kongruent  Null. 
Wenn  umgekehrt  die  Gleichungen  (2  a)  für  einen  Divisor  Si^  der 
Ordnung  q  erfQllt  sind,  so  gelten  sie  auch  für  3)  =  S)i^«^  und  da 
der  Divisor  S)  die  Ordnung  NuU  hat,  so  gehört  er  nach  Satz  (II)  der 
Hauptklasse  an.  Bezeichnen  wir  also  die  Elasse  von  ^^  durch  P^  und 
vereinigen  die  samtlichen  Potenzen  von  P^  in  der  auf  S.  438  an- 
gegebenen Weise  zu  einer  „erweiterten  Hauptklasse'',  so  können  wir 
jetzt  den  Satz  (H)  durch  folgenden  etwas  allgemeineren  ersetzen: 

Ist 

ein  beliebiger  Divisor  der  Ordnung  q  und  wählt  man  als  untere 
Grenze  der  Integrale  Wj, «?,,...  Wp  den  Punkt  ?ß^,  so  bilden 
die  p  Gleichungen 

43* 
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(IIa)       2a)  inmiO^)  +  f^iWkißi)  +'"+  iikm(ßh)  =  0 

die  notwendige  und  hinreichende  Bedingong  dafür,  dals  S)  der 
Klasse  P^,  also  der  erweiterten  Haaptklasse  angehört;  ist  also 
Q  =  0,  so  ist  S)  in  der  Hauptklasse  im  engeren  Sinne  des 
Wortes  enthalten. 

Betrachten  wir  jetzt  einen  beliebigen  Divisor  der  Ordnung  q: 

der  irgend  einer  Elasse  angehören  kann,  so  mag  sich  f&r  diesen  er- 
geben: 

inmißi)  +  fi2«'t(D2)  H h  ^hWkifOik)  i^Vk    (t- 1, 2, . . .p). 

Dann  nennen  wir  das  Gröfsensystem  v^y  v^,  * . .  Vp  ,,das  dem  Divisor  2) 
entsprechende  Wertsystem^  Nach  dem  Abelschen  Theoreme  entspricht 
also  den  Divisoren  der  erweiterten  Hauptklasse  das  Wertsystem 
(0,  0, . . .  0).    Ist  nun 

irgend  ein  zweiter  Divisor  von  der  Ordnung  q',  den  wir,  ohne  die 
Allgemeinheit  zu  schädigen,  als  aus  gleichen  Prim&ktoren  wie  3) 
bestehend  annehmen  können,  da  wir  ja  stets  einige  Exponenten  gleich 
Null  setzen  können,  so  sei  für  diesen 

fJtiwk{£Li)  +  fi2W?*(Ds)  4- h  f*Ä w*(CIa)  =  »i    (*=  1, 2, . . ./)). 

Dann  ist  es  evident,  dafs  dem  Produkte  OD'  resp.  dem  Quotienten  ^, 
die  Wertsysteme 

Vk  +  v'k    resp.     Vk  —  Vk  (Ä;  =  i,2,.  ..p) 

entsprechen. 

Sind  also  O  und  O'  im  absoluten  Sinne  oder  auch  nur  in  Bezug 

auf  die  Klasse  P^  äquivalent,  d.  h.  ist  ^r  ^«  ^^  Divisor  der  Hanpt- 
klasse,  so  ist 

Vk  =  vl  (A:=l,2,...|)). 

Hieraus  schlielsen  wir: 

Allen  Divisoren,  welche  absolut  oder  in  Bezug  auf  die 
Klasse  P^  äquivalent  sind,  entsprechen  kongruente  Wertsysteme 
und  umgekehrt.  Sieht  man  also  kongruente  Wertsysteme  als 
(IIb)  nicht  wesentlich  verschieden  an,  so  entspricht  jeder  Klasse  re- 
lativ äquivalenter  Divisoren  ein  und  nur  ein  Wertsystem.  Jede 
solche  Elasse  wird  durch  ein  System  von  p  Zahlen  (i\,  rj, . . .  r^,) 
charakterisiert. 

Bei   der  Herleitung  dieses  Fundamentalsatzes  haben  wir,  um  die 
Beschränkung  auf  Divisoren  der  Ordnung  Null  aufzuheben,  die  gewöhn- 
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liehe  durch  die  ,, erweiterte  Elasseneinteilung  der  Divisoren''  ersetzt; 
um  Yon  dieser  zn  der  gewöhnlichen  zurückkehren  zu  können^  welche 
ja  allein  invarianten  Charakter  besitzt,  hat  man  nur  innerhalb  jeder 
erweiterten  Klasse  die  Divisoren  einer  bestimmten  Ordnung  heraus- 
zugreifen,  nach  HinzufQgung  der  Ordnungszahl  wird  also  durch  das 
Wertsystem  {v^,  v^,  . , .  Vp)  eine  gewöhnliche  Divisorenklasse  charak- 
terisiert. Es  ist  aber  zu  beachten,  dafs  auch  hier  die  Einf&hrung  der 
relativen  Äquivalenz  der  Klassen  nur  ein  Hilfsbegriff  ist,  der  sich  zwar 
in  der  Folge  als  zweckma&ig  erweist,  aber  immer  nur  ein  Durchgangs- 
stadium zur  Feststellung  von  invarianten,  von  der  Beziehung  auf 
P^  losgelösten  Eigenschaften  bildet  In  dem  Satze  (üb)  kommt  dies 
dadurch  zum  Ausdruck,  dals  das  Wertsystem  (t?i,  t;,, . . .  Vp),  welches 
einem  Divisor  von  positiver  oder  negativer  Ordnung  entspricht,  von 
der  Auswahl  des  Punktes  ^^  abhängig  ist  und  bei  Veränderung  dieses 
Punktes  sich  ebenfalls  ändert;  fOr  die  Divisoren  der  Ordnung  Null  ist 
hingegen  das  entsprechende  Wertsystem  (v^,  t?», . . .  Vp)  wegen  der 
Gleichung 

f«i  +  ft  H h  f*A  =  0 

von  der  Auswahl  von  ^^  unabhängig.  Bei  diesen  Divisoren  und  auch 
nur  bei  diesen  geht  also  die  zur  Erzielung  uneingeschränkter  Allgemein- 
heit eingeführte  Beziehung  auf  die  Klasse  P^  von  selbst  wieder  ver- 
loren. 

§3. 

Beschränken  wir  uns  von  jetzt  ab  der  Einfachheit  halber  gänzlich 
auf  Integrale  erster  Grattung,  so  zeigt  das  Abelsche  Theorem,  dafs  unter 
bestimmten  Bedingungen  eine  gewisse  Anzahl  von  Integralen  mit 
gleichem  Integranden  die  Summe  Null  ergiebt.  Der  Regel  nach  bietet 
sich  aber  die  Aufgabe  dar,  eine  gegebene  Anzahl  yon  Integralen  mit 
nicht  verschwindender  Summe  durch  eine  andere  und,  wenn  möglich, 
kleinere  Anzahl  zu  ersetzen,  so  dals  in  der  Gleichung  (4  a)  des 
ersten  Abschnittes  von  den  Integralgrenzen  ein  Teil  als  gegeben, 
ein  Teil  als  gesucht  angesehen  werden  mufs.  In  der  Theorie  der 
elliptischen  Funktionen  wird  z.  B.  die  Aufgabe  gelöst,  auf  die  wir 
von  unserem  Standpunkte  aus  nachher  eingehen  werden,  eine  ge- 
gebene Anzahl  von  Integralen  erster  Gattung  mit  gleichen  unteren 
und  beliebigen  oberen  Grenzen  zu  einem  einzigen  Integral  zu 
vereinigen;  setzen  wir  also,  wie  auf  S.  650 

l)  u'  =  (_0-e,)(s,-e,)(^-e,)  =  0»-^l0-^, 

SO  ist 
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wo  der  Punkt  ^  rational  durch  $i;  ^g;  • . .  $r  bestimmt  ist;  also  das 
Wertsystem  (0,  u)  und  alle  rationalen  Funktionen  von  (0,  u)  dem  Körper 

angehören.  Wenn  eine  solche  Bestimmung  möglich  ist,  so  ist  nach 
dem  Fundamentalsatze  (II)  des  vorigen  Abschnittes  der  gegebene  Dirisor 

äquivalent  dem  Divisor  ^^~  ^,  also 

und  die  Dimension  der  Klasse  des  Divisors 

ist  gleich  Eins,  weU  $  eindeutig  bestimmt  ist 

Gehen  wir  ebenso  von  dem  allgemeinen  Abelschen  Theorem  aus, 
wie  es  fOr  Integrale  erster  Grattung  in  der  Gleichung  (4  a)  auf  S.  668 
ausgesprochen  wurde,  so  bietet  sich,  wenn  wir  die  unteren  Grenzen 
der  Integrale  sämtlich  gleich  ^^. annehmen,  unmittelbar  die  Aufgabe 
dar,  zu  einem  gegebenen  ganzen  Divisor 

einen  anderen 

hinzuzubestimmen,  so  dals  die  Ordnungszahl  q  möglichst  klein  ist  und 
die  Gleichungen 

Dl  D»  D;.  %  ^  ^, 

3)         I  dw{  +  /  dWi  H h  /  dwi  +  I  dwi  +  /  dWi  -\ h  /  dwi  =  0 

(»=l,2,...i)) 

gelten.  Diese  Aufgabe  hat,  wie  hier  beiläufig  bemerkt  sei,  Abel  bereits 
in  Angriff  genommen  und  ist  hierdurch,  ohne  bereits  die  Einteilung 
der  Integrale  in  die  drei  Gattungen  zu  besitzen,  ganz  in  die  Nahe 
des  Geschlechtsbegriffes  gelangt;  diese  beiden  fundamentalen  Bausteine 
sind  aber  erst  dreifsig  Jahre  später  von  Riemann  in  die  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  eingefügt  worden. 

Behandeln  wir  das  von  Abel  formulierte  Problem  mit  unseren 
Methoden,  so  ist  nach  dem  Fundamentalsatze  (II)  auf  S.  674 


®§-?ß 


00 
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Ferner  ist  die  Dimension  der  Klasse  des  ganzen  Divisors  ^  gleich  Eins, 
denn  gäbe  es  in  ihr  noch  einen  zweiten  ganzen  Divisor  ^^,  so  könnte 
man  in  der  Schar 

ein  durch  ^^  teilbares  Element  ^"  ausfindig  machen,  und  wenn  man 
dieses  statt  ^  in  die  Gleichungen  (3)  einführt,  so  würde  sich  die  Zahl  q 
mindestens  um  eine  Einheit  verkleinern,  wahrend  sie  doch  schon  die 
kleinstmogliche  sein  solL     Setzt  man  daher 

so  ist  die  Klasse  des  Divisors 

gleich  Eins.  Diese  Aufgabe  ist  also  mit  der  vorigen  im  wesentlichen 
identisch,  und  beide  unterscheiden  sich  nur  dadurch,  dals  der  gegebene 
Divisor  S)  im  ersten  Falle  ganz,  im  zweiten  zu  einem  ganzen 
reciprok  ist. 

Wir  gewinnen  daher  das  allgemeinste  hierher  gehörige  Problem 
durch  folgende  Formulierung: 

Es  sei  ein  beliebiger  Divisor  der  Ordnung  d 

4)  s)  =  aj^a^...a;;* 

und  ein  Primteiler  ^^  gegeben.  Sind  D  und  P^  die  zugehörigen 
Klassen,  so  soll  die  erste  so  mit  einer  möglichst  niedrigen 
Potenz  der  zweiten  multipliziert  werden,  dals  die  Dimensionszahl 

5)  {2>i^}=l 

ist,  und  es  soll  der  Exponent  e  bestimmt  werden. 

EUerbei  darf  die  Ordnung  von  DP^  jedenfalls  nicht  negativ  sein,  weil 
solche  Klassen  keine  ganzen  Divisoren  enthalten,  und  es  ist  also 
d  +  c  ^  0,  wir  setzen  daher 

6)  d  +  e^^q^e^q  —  dj 
wo  q  nicht  negativ  ist 

Ist  die  Bedingong  (5)  nämlich  erfüllt,  so  giebt  es  in  der  Klasse  DP^ 
einen  und  nur  einen  ganzen  Divisor 

7)  ®  =  ?i^...?, 
der  Ordnoi^  q,  und  es  ist  also 


OD 


oder 


folglich  gelten  die  öleichangen 
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Ol  Dl  Ol,  %  ^  9, 

8)   f4  jdwi+iü^  jdWi'\ h  uLk  I dWi=  ldWi+  IdWi-i h  1  dWij 

Vto  V»  'Poo  sPoo  Voo  sPx 

in  denen  die  nicht  negative  Zahl  q  möglichst  klein  aosfaUt.  Hierin 
ist  der  Divisor  S)  gegeben^  der  Divisor  @  aber  eindeutig  dnrch  die 
Forderung  (5)  bestimmt;  wir  haben  vor  allem  seine  Ordnung  q  fest- 
zustellen und  dami  auf  seine  Darstellung  einzugehen. 

Die  Lösung  des  ersten  Problems  ergiebt  der  Biemann-Bochsche 
Satz.    Die  Erganzungsklasse  von 

sei  die  Klasse 

ihre  Ordntmgen  sind  resp. 

q  =  d  +  e,    q'  -2(jß-l)-q. 
Femer  ist 

{«}-|  =  {Ö'}-(l>-l-|)' 

und  da  {Q}  =  1  sein  soU;  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

es  ist  also  stets 

6a)  2^1>- 

Ist  nun  q  <p,  so  lassen  sich  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  noch 
p  —  q  Integrale  mit  der  oberen  Grenze  ?ß^  hinzufügen;  dieser  Fall  tritt 
aber  offenbar  nur  ausnahmsweise  auf,  weil  die  obere  Grenze  p  z.  B. 
immer  dann  erreicht  wird,  wenn  S)  aus  p  willkürlich  ausgewählten 
Primdivisoren  (S.  318)  besteht.     Daher  gilt  der  folgende  Satz: 

Eine  beliebige  Anzahl  von  Abelschen  Integralen  erster 
Gattung  läfst  sich  stets  in  eine  Summe  von  nur  |>,  im  all- 
gemeinen aber  nicht  in  eine  Summe  von  weniger  als  p  Inte- 
gralen mit  fester  unterer  Grenze  zusammenfassen. 

Für  die  Anwendungen  des  Abelschen  Theorems  kommen  nun  vor- 
zugsweise die  beiden  am  Anfange  dieses  Abschnittes  besprochenen  Falle 
in  Betracht,  in  denen  S)  entweder  ein  ganzer  Divisor  mit  unbestimmten 
Elementen 

®  =  Dl  jQ, . . .  a^ 

oder  das  reciproke  eines  solchen  ist.  Dann  haben  wir  im  zweiten 
Falle  zu  der  Integralsumme 
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Si  =  /  dwi  +  I  dWi  H h  /  du?i         (t  =  1, 2, . .  .p) 

eine  andere  von  p  Elementen 

dWi  +  /  dWi  H h  /  dWi 

hinzuzufügen,  so  daik 

{Si  +  6^I^Q  (»=1,2,...!)) 

wird;  im  ersten  mufb  eine  ebensolche  Integralsumme  6\  gebildet 
werden;  für  welche 

ist.  Diese  beiden  Reduktionsprobleme,  auf  welche  sich  auch  das  all- 
gemeinere zurückführen  laTst,  wollen  wir  in  der  eben  angegebenen 
Reihenfolge  in  den  beiden  nächsten  Abschnitten  unter  wirklicher 
Durchführung  der  notwendigen  Rechnungen  behandeln. 

§4. 

Sind  r  beliebige  Punkte  O^,  O^; . . .  Qr  durch  die  Wertsysteme 
(^n  ^i);  (^2;  ^y ' '  •  i^rf  Ur)  gegeben  und  sind  die  p  Punkte  ^^,  ^j,  •  •  ?p 
so  zu  bestimmen,  dals  die  Kongruenz 

Ol  Ot  Cr  $1  ißi  % 

1)  I  dw  +  I  dw  -{ \-  I  dw+  I  dw+  I  dw-i \-  j  dw  —  0 

an  £Q  Ca  CEF  Cu  uf 

für  jedes  Integral  erster  Gattung  gilt,  so  läuft  diese  Aufgabe  nach 
dem  vorbeigehenden  darauf  hinaus,  eine  Funktion  ^  zu  finden,  welche 
ein  Vielfaches  des  Divisors 

ist. 

Setzen  wir  zunächst  r^p—1  voraus,  so  ist  nach  S. 316  die 
Dimensionszahl 

3)  {?:+'} =»'+1, 

und  es  giebt  also  r  +  1  linear  unabhängige  Funktionen 

4)  ^^\    i>^^\    ^<«>, . . .  ^('•) 

mit  dem  Nenner  ?ß|io  ,  welche  sich  unmittelbar  aus  dem  auf  S.  565 
aufgestellten  Fundamentalsysteme  |(®),  |(i), . . .  |(»-i)  ableiten  lassen.   Wir 
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behandeln  nnn  im  folgenden  nnr  den  regnlären  FaU,  in  dem  bei  der 
Dimensionsbestimmung  von  P^^'  die  eixLhe  Formel  (3)  gilt;  man 
überzeugt  sich  aber  leicht  mit  Hilfe  der  AnsfQhnmgen  auf  S.  490, 
dals  diese  Gleichung  aber  auch  ganz  allgemein  für  beliebiges  r  gilt^ 
wenn  $^  kein  Weierstrals- Punkt  ist,  und  dals  also  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  Einschrankung  ^  ^1>  —  1  fortfallen  kann. 
Soll  nun  die  Funktion 

in   den   gegebenen  Punkten   O^,  O,, . . .  Or  verschwinden,   so  müssen 
die  Eonstanten  C  so  bestimmt  werden,  daCs 

für  (>  =  1,  2, . .  .  r  ist.    Setzen  wir  also  zur  Abkürzung 
so  ergiebt  sich  ^  in  der  Form 

^0)      ^(1)      ^2)  .  .  .  ^(r) 


5) 


i> 


^(O)       ^^1)      ^(S)  .  .  .  ^(r) 


=^W^ 


(^,a  =  0,l,2,...r), 


wobei  ^^^>  mit  ^(?)  identisch   ist.    Es   ist  also   ^   eine   Funktion  des 
Körpers 

K{8y  u\  Zi,  Mi;  z^,  w,; . . .  0n  Ur). 

um  dann  die  Nullpunkte  ^^1,^29  -  •  -^p  ^^^  ^  ^^^  ^^  zugehörigen 
Werte  von  z  zu  bestimmen,  müssen  wir  die  Norm  von  ^  bilden;  diese 
ist  eine  ganze  Funktion  (r+p)^^  Gh*ades  von  z  und  enthält,  da 
Cli,Dj,...Dr  Nullpunkte  sind,  den  Faktor  r**°  Grades 


der  Quotient 
6) 


(e  —  ei)  («  —  »,)  . . .  (e-Sr); 

NW 


<^W  =  7;^ 


{z-e^)(z-e^)...{z-'Z^) 


ist  also  eine  ganze  Funktion  p*®'  Ordnung  von  z: 

6a)  G(z)  =  Xpi:''  +  ajp-i^'^"'  +  '-+Xi^  +  Xof 

deren  Koeffizienten  nur  von  Dj,  Dj, . . .  Dr  abhängen  und  deren  Null- 
stellen die  zu  5ßi,  ^ßg, . . .  ^p  gehörigen  Werte  von  z  ergeben.  Die 
Bestimmung  dieser  Gröfsen  führt  somit  auf  die  Lösung  einer  Gleichung 
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p*«"  Grrades  G(z)  =  0,  und  nur  die  symmetrischen  Funktionen  der 
Wurzelwerte  hangen  rational  von  d^,  £l^, . . .  Or  ab.  In  ganz  ähn- 
licher Weise  kann  man  auch  die  Werte  irgend  einer  anderen  Funktion 
des  Körpers  in  ^i^  $s>  -  *  *  $p  ermitteln. 

Wir  wollen  jetzt  die   Bechnung  noch   für  die   hyperelliptischen 
Integrale  spezialisieren.  Legen  wir  das  Gebilde  wie  auf  S.594  in  der  Form 

zu  GrundC;  so  ist  |(^)  =  1,  |(^)~u,  und  die  allgemeinste  ganze  Funk- 
tion mit  dem  Nenner  5Ko"*"^  ist,  wenn  r  +  p  eine  ungerade  Zahl 
2(1  +  1  ist: 

*  =  («0  +  «1^ +  •  •  •+ «/»ier'*) -f  w(&o +  6i^ +  •  •  •+ &/«-p^'*"^) 
^*^         =  Aiz)  +  uB{z\ 

wo  A{ß)  und  B{z)  ganze  Funktionen  der  Ordnung  ft  und  (i—  p  sind; 
ist  hingegen  r  +p  eine  gerade  Zahl  2f£,  so  kommt  das  Glied  bf^^pZf^-'P 
in  B{is)  in  Fortfall    Daher  erhalten  wir  im  ersten  Falle 

1  z  ß^  , ,  .zf^  u  uz  ...  uzt^~P 

1  Zi  zl  ...  zj^  Wj  u^z^  . . .  t^zf^-P 

^=  1  jEfj  zl  ...£r^  iji^  ii^z^  ...u^z^'-P 

\    Zr  zl  ,  .  .Zr  Ur  UrZr  .  .  .UrZr"^ 

im  zweiten  Falle  hat  man  die  letzte  Kolonne  des  Systemes  fort- 
zulassen; hierdurch  werden  die  r  + 1  Koeffizienten 

^o;     ^1;  •  •  •  ^t^y     ^Of     ^if  '  '  '  ^r—/i—i 

als  gewisse  Determinanten  des  Ghrades  r  bestimmt.  Gehen  wir  nun 
zur  Norm  von  ^  über,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

also 

6b)  e,(,)_^w»-^w5(i^)»     . 


und  aus  der  Gleichung  Q(z)  =  0  sind  die  Werte  Zr-^i,  •  . .  Zr^p  von  z 
für  $^,  ^s, '  "^p  2^  bestimmen. 

Nehmen  wir  z.  B.  |>  =  1,  r  =  2,  also  |t*  =  1,  so  erhalten  wir 


5c)  ^  =  «0  +  ^1^  ^  W^^  = 


so  dais 


1 

e 

U 

1 

«1 

«1 

1 

«2 

Mj 
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«0  = 

«,«, 

-0,«, 

0,= 

«J 

-«» 

&0  = 

«» 

-*l 

8) 

ist;  also  ist 

und  durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  z^  ergiebt  sich  für  s^ 
die  lineare  Gleichung: 


8a) 


^i  +  iE?8  +  ^s  =  ^  +  ^  +  e8  + 


a't 


Chi 


wahrend  u,  alsdann  aus  der  Gleichung 

berechnet   werden  kann.     Wird  z^,u^   in   dieser  Weise    als    rationale 
Funktion  von  ZiyU^,  z^yU^  bestimmt ^  so  gilt  die  Gleichung 

•x^x         »«««»  ^«» 


oo 


w 


wo  G7j  und  (»2  die  Perioden  des  elliptischen  Integrak  erster  Gattung 
10)  .  -«       .  dir 

sind. 

In  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  wählt  man  die  Funktion 
unter  dem  Wurzelzeichen  so,  dafs  c  =  4,  6^  +  6^  +  6^=0,  also 


=/v=/ 


Vciz-e^)(z-e^)(z-e^) 


t,u 


10a) 


w 


r dz^ 

J  yie'-g^e-g, 

00 


(73=  -  4:{eie^  +  e^e^  +  e^e^),    g^^^e^e^e^ 
ist  und  betrachtet  alsdann  die  eindeutigen  Funktionen 

welche  sich  durch  Umkehrung  der  Gleichung  (10)  ergeben.  Zufolge 
der  Formeln  (5  c),  (8  a)  und  (9)  bestehen  mm  die  folgenden  drei 
Gleichungen  gleichzeitig: 

IIa)  ti\  +  w'2  +  ti;3  _z  0     (mod.  (Dj,  Og) 

1  1  1 

Uc)  <f}{w^    ^(tt'j)     piw^)    =0, 

^'(«-'1)  ^'(«'2)    P'Cws) 
und  es  ist  also  i^.){tv-\-w^  und  ^'(m'  +  Wj)  rational  durch  • 
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P(W),      p'(i€),      pK),      p'(Wo) 

ausdrückbar. 

Durch  das  hier  dargelegte  Additionstheorem  der  elliptischen  Inte- 
grale und  Funktionen  wird  übrigens  auch  das  auf  S.  537  erwähnte 
Problem  gelost,  die  unendlich  vielen  Transformationen  eines  elliptischen 
Gebildes  in  sich  zu  bestimmen.    Deutet  man  nämlich  die  Gleichung 

als  Kurve  dritter  Ordnung ,  so  liegen  zufolge  der  Gleichung  (11c)  die 
Punkte  (jSi,u^),  (^2>  ^2)7  (^s;  ^)  ^  gerader  Linie,  und  wenn  man  die 
Gröfsen  Qshf^k)  ^  elliptische  Funktionen  von  Wi,i€^,w^  darstellt,  so 
ist  diese  Bedingung  mit  der  Kongruenz 

tOi  +  tOi  +  ufz  =  0    (modd.  a^,  cdj) 

völlig  äquivalent.    Betrachtet  man  nun  den  ersten  Punkt  £Lq  =  (^q,  Mq) 

als  fest,  den  zweiten  O  =  (;?,  u)  als  veränderlich  und  den  Schnittpunkt 

£l'  =  (e\  u')   der  Geraden  O^O  mit  der  Kurve  als  von  O  abhängig, 

so  ist 

^'  =  B{0,  U]  0Q,  Mo),     m'  -  JJi  {0,  m;  0q,  Mo), 

wo  die  Form  der  rationalen  Funktionen  22  und  R^  aus  den  Glei- 
chungen (IIb)  und  (11c)  zu  entnehmen  ist,  und  jede  dieser  Trans- 
formationen führt  für  beliebige  Werte  des  Parameters  (jSq,  u^  die 
Kurve  in  sich  über,  da  zwischen  0'  und  m'  dieselbe  Gleichung  wie 
zwischen  0  und  u  besteht.  Jedem  Parameterpaar  (0^,  Uq)  entspricht 
eine  und  nur  eine  Transformation  des  GebUdes  in  sich. 

§5. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  das  zweite  vorher  aufgestellte  Reduk- 
tionsproblem zu  behandeln,  und  formuHeren  dasselbe  folgendermafsen: 
Es  soll  zu  einem  gegebenen  ganzen  Divisor 

1)  ®  =  D^  Dl  D, . . .  Or 
der  Ordnui^j  r  +  1  ein  zweiter  der  Ordnung  p 

SO  bestimmt  werden,  dafs  die  Kongruenz 

Do  Dl  D»  D;.  %  *.  ^p 

2)  I  dw  +  I  dw  +  I  dw  H h  1  dw  :r  j  dw  +  1  dw  -) h  1  dw 

A  A  A  Ss  Sb  42  <U 

Poo  Poo  -Poo  V»  5P00  Poo  Vco 

für  jedes  Integral  erster  Gattung  erfüllt  ist.  Hierbei  setzen  wir 
r  +  l>p  voraus,  weil  im  Falle  r  +  l=p  die  Punkte  ^^,  mit  den  D/ 
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identisch  werden.  Nach  den  Ansfohningen  des  §  3  lauft  dieses  Pro- 
blem darauf  hinaus ;  eine  Funktion  0r  zu  finden^  welche  ein  Viel- 
faches von 

ist;  diese  Funktion  ist,  solange  die  Punkte  Oq,  O^^  . . .  Or  allgemein 
sind,  bis  auf  eine  Eonstante  eindeutig  bestimmt,  denn  man  kann  ja 
r  +  1  — 1>  Primfaktoren  des  Nenners  gleich  ^ß«  ^uid  die  übrigen  p 
nach  S.  318  so  annehmen^  daüs  die  Dimension  der  Klasse  von  0 
gleich  Eins  ist  Die  Losung  konnte  dadurch  erfolgen,  dais  man  die 
vorige  Rechnung  zweimal  hintereinander  durchf&hrt,  namUch  zumLchstj) 
Hilfspunkte   ^y^^ , ,  .^  aufsucht,  für  welche 

Oo  Ol  O^  9li  9li  Kp 

d«;  +  \dw-\ — 4"  ldi€+  f  dw  +  ldw'\ — +  jdw^O 

Von  Vm  Voo  sp»  Voo 

ist,  und  sodann  zu  diesen  wieder  die  Punkte  ^j,  ^, . . .  $p  so  be- 
stimmt, dals      »1  »p  $1  $p 

du)'\- — h  I  dw  +  I  dw  -i h  1  di€  =  0 

ist;  durch  Subtraktion  beider  Kongruenzen  fallen  dann  die  Integrale 
mit  den  Grenzen  91/  heraus,  und  es  ergiebt  sich  alsdann  die  gesuchte 
Relation  (2). 

Einfacher   und   natürlicher   ist   es  aber,   eine  direkte  Lösung  mit 
Hilfe  der  auf  S.  582  aufgestellten  und  vielfach  benutzten  fHinktion 


TPoo 


Wi 

TPoo 


0(?,^)  = 


Z—  Z 


ZU  suchen.  Fixieren  wir  hier  den  Punkt  ?ß  =  D,  und  betrachten  $ 
als  veränderlich,  so  ist  der  zugeordnete  Divisor  nach  (5)  auf  S.  584 
von  der  Form  ^ 

wo  &  einen  ganzen  Divisor  bedeutet,  die  Funktion  wird  also  aufter 
in  £ii  nur  noch  in  5ß^  imendlich.  Wir  wollen  jetzt,  da  wir  hier  die 
konjugierten  Gröfsen  nicht  mehr  zu  imterscheiden  brauchen,  die  Werte 
der  Funktionen  i^^')  und  z  für  einen  Punkt  D/  kurz  durch 

i?(/')  =  V*KÖ,)     und    z.  =  e{£L.) 
bezeichnen,  und  bilden  so  die  r  +  l  Funktionen 
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Man  kann  nämlich  von  jeder  Funktion ,  welche  ein  Vielfaches  des 
Divisors  O  in  (3)  ist,  eine  Summe 

5)  5= cf„0(Do,^)  +  Ci0(D„«ß)  +  0,6(0,, ?ß)  +•••+  a0(a,^) 

so  abziehen,  daCs  die  Pole  Oq,  d^,  €l^,  . . .  Or  in  Fortfall  kommen,  die 
Differenz  also  eine  Funktion  des  Ideals  1(1)  und  somit  bei  Wieder- 
au&ahme  der  Bezeichnungen  der  zweiunddreilsigsten  Vorlesung  (S.  565) 
von  der  Form 

ist;  wo  tio7  ^i;  -  -  *  ^—1  ganze  Funktionen  von  e  sind.  Daher  ist  die 
gesuchte  Funktion 

5a)  e,  =  S  +  |, 

und  es  sind  hier  die  r  + 1  Eonstanten  d  und  die  n  ganzen  Funktionen  u^  so 
zu  bestimmen,  dab  6^  in  $3,  nicht  unendUch  wird,  sondern  mindestens 
die  Ordnungszahl  r  —p  +  1  hat.  Falst  man  aber  in  S  die  Eoefß- 
zienten  desselben  GUedes  |(*)  zusammen,  so  kami  man  0,  in  die  Fonn 
setzen: 

6)  Br  =  -Rol^^>  +  Ri  l<^>  +  •  •  •  +  A-il^"-^>, 

worin  der  Koeffizient 

7)  lik'^Uk (Ä  =  0, 1, 2, . . .  n  —  1) 

"^  Z  —  00  Z  —  fj  z  —  z^ 

und  somit  eine  rationale  Funktion  von  z  ist  Da  nun  das  Fundamental- 
system 5^%  5^^^  . . .  1^»""^)  fOr  die  Stelle  (0  =  00)  normal  ist,  so  ist  nach 
dem  Satze  auf  S.  168  hierzu  erforderlich  und  hinreichend,  dafis  die 
Ordnungszahl  jedes  einzelnen  der  n  Glieder  der  Summe 

in  ?ß^  positiv  und  ^  r  — 1>  +  1  ist.  Da  femer  die  Ordnungszahlen 
der  Elemente  |(^)  Null  oder  negativ  sind,  so  müssen  auch  diejenigen 
der  rationalen  Funktionen  Rk  oberhalb  gewisser  noch  zu  bestimmender 
positiver   Grenzen   liegen,   und   wenn   man   also   JRh  nach   Potenzen 

von  —  entwickelt,  so  müssen  alle  Potenzen  mit  negativem  oder  ver- 
schwindendem Exponenten  und  überdies  noch  eine  gewisse  Anzahl  von 
Potenzen  mit  positivem  Exponenten  fortfallen.  Da  nun  in  der  Glei- 
chung (7)  der  erste  Teil  Uk  bei  der  Entwickelung  nur  Glieder  der 
ersten,  die  darauf  folgende  Summe  nur  solche  der  zweiten  Art  liefert, 
so  muTs  zunächst 

7a)  wa  =  0,    also     §  =  0 

sein,  und  es  brauchen  also  nur  noch  die  r  -{-  1  Eons  tauten  d  der 
obigen  Forderung  gemälE  bestimmt  zu  werden. 
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Bezeichnen  wir  nun  die  Ordnungszahl  der  rationalen  Funktion  R^ 
für  die  Stelle  (z  =■  oo)  im  Körper  K{e)  mit  Öh,  so  hat  dieselbe  Funk- 
tion  in  dem  algebraischen  Korper  K{0,  u)  für  ?ß.  die  Ordnungszahl  J*«, 
und  da  |(*>  nach  S.  565  ebendaselbst  die  Ordnungszahl  —  fL^n  —  h 
besitzt;  so  ergiebt  sich  die  des  Produktes  Bk^^^^  gleich 

und  -  es  muls  also  för  dk  die  kleinste  ganze  Zahl  genommen  werden, 
welche  der  Ungleichung 

8)  (*Ä  —  f*A)n  — Ä^r-.|>  +  1     (Ä  =  o,i,2,..n-l) 

genügt.     Um  hieraus  dj,  zu  ermitteln,  setzen  wir 

8a)  r—p+l-^gn  —  Q, 

wo  g  ganz  und  positiv  und  q  eine  der  Zahlen  0, 1,  2, . .  .  n  —  1  ist; 
dann  muis  also 

8b)      0  +  1)  n  —  ()  >  (*A  —  fi*)  n  -  Ä  ^  ^n  —  9    (Ä  =  o,  i,  2, . . .  «  - 1) 

sein.    Durch  diese  Ungleichung  wird  die  Zahl  dk  eindeutig  bestinunt; 
ist  nämlich  h  ^  q,  also  h  —  q  nicht  positiv,  so  finden  wir 

9a)  *A  — fAÄ=5'  {^^^)y 

ist  aber  h>  q,  also  h  —  q  positiv,  so  ergiebt  sich 

9b)  dk-iik'^g  +  l  (Ä>e), 

und  wir  erhalten  somit  die  Gleichungen 


10)  {*,      -^,      =.g 

*?  +  !  -  f^Q+1^9  +  1 


d„_i  —  fln-l==9  +  1. 


n  — 1 


Addiert  man  dieselben,  so  ergiebt  sich,  da  nach  (3)  auf  S.  567  ^^fik  =p  ist: 

A=0 

n  —  l 

^  dh—p  =  ng  +  n  —  Q  —  l=(r—p+l)  +  (fi—l), 


/i  =  0 

und  es  ist  also 


n  — 1 


11)  ^id,-l)  =  r 


A  =  0 


§  6.   Das  zweite  Reduktionsproblem.  6g9 

Entwickeln   wir  jetzt  B^  nach   Potenzen  von  —f  so   finden   wir 

z 

nach  (7)  nnd  (7a): 

(Ä  =  0, 1,2,  ...n  — 1), 

und  hier  müssen  die  Koeffizienten  von 


X  /    1 

r9        -n-f    '   '  '    I 1 

Z  Z' 


¥'-(t) 


TerBcliwinden;  wir  erhalten  also  aus  jeder  der  obigen  Beihenentwicke- 
Inngen  d«  —  1,  ans  allen  zusammen  also  zufolge  der  Formel  (11)  gerade 
r  lineare  Gleichungen 

12%  ^^^'»««^'-O         /»  =  0,l,8,...n-l\ 

durch  diese  werden  die  r  +  1  Koeffizienten  Co,  C^, . . .  Cr,  wenigstens 
solange  die  Pnnkte  Oj  unbestimmt  bleiben,  abgesehen  von  einem 
Proportionalitatsfaktor,  eindeutig  bestimmt. 

Um  die  Form  der  linearen  Gleichungen  noch  genauer  festzustellen, 
berücksichtigen  wir,  dafs  nach  den  Ergebnissen  der  zweiunddreüsigsten 
Vorlesung  jedes  Integral  der  Form 


=J0^*V*' 


d£f 


entweder  von  der  ersten  oder  ein  Elementarintegral  zweiter  Gattung  mit 
dem  Pole  ^^,  also  if=e^^rl^^  ein  Integrand  erster  oder  zweiter  Grattung 
ist.  In  jeder  der  Gleichungen  (12)  tritt  nun  ein  bestimmter  derartiger 
Integrand  r'  auf,  und  dieser  ist  für  alle  Punkte  Oq,  O^  , . . .  Or  zu 
bilden,  so  dafs  die  Gleichung  die  Form  erhalt: 

man  kann  aber  auch,  da  es  hier  überall  nur  auf  die  Verhältnisse  der 
Konstanten  C  ankommt,  den  Integranden  t'(0)  geradezu  durch  das 
Differential  e{r(0)  ersetzen. 

Nun  erscheinen  in  den  r  Gleichungen  (12)  zufolge  der  Tabelle  (7) 
auf  S.  569  stets  die  samtlichen  p  Integranden  erster  Gattung,  weil  g 
positiv,  also  8k  mindestens  gleich  fiA  +  1  ist,  und  damit  sind  die  sämt- 
lichen Gleichungen  (12)  auch  erschöpft,  wenn  r=^p  ist.  Ist  aber 
r>Pf  so  treten  überdies  noch  einige  Integranden  zweiter  Gattung 
hinzu,  nämlich  diejenigen,  für  welche 

ist.    Setzen  wir  aber  für  diese 
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BO  kann  man  leicht  zeigen,  daCs  die  Ordnungszahl  des  zugehörigen 
Integrab 

stets  unterhalb  der  Grenze  r  —  jp  +  1  bleibt.  Denn  nach  Gleidiung  (8) 
auf  S.  570  wird  ein  solches  Integral  in  der  Ordnung 

unendlich;  und  diese  Zahl  ist  nach  der  üngleidiung  (8  b)  kleiner  ab 

gn  —  Q^r—p+  1. 

Andererseits  ist  die  Anzahl  aller  Integrale ,  für  welche  ^^  ein  Fol 
höchstens  von  der  Ordnung  r  —  jp  ist,  gerade  gleich  r,  und  folgUch 
sind  die  Funktionen ,  welche  in  den  r  Gleichungen  (12)  auftreten, 
gerade  die  Differentialquotienten  der  samtlichen  linear  unabhängigen 
Integrale  erster  und  zweiter  Gkkttung,  f&r  welche  ^^  höchstens  ein 
Pol  von  (r— j))**'  Ordnung  wird. 

Bezeichnen  wir  also  jetzt  ein  beliebiges  Fundamentalsystem  fSr 
die  Integrale  zweiter  Gattung;  welche  nur  in  $^  und  höchstens  in  der 
(r— jp)***^  Ordnung  unendlidi  werden,  mit 


u 


"^if     ^8;  •  •  •  '^ 


rf 


SO  lassen  sich  die  Gleichungen  (12)  auch  einfacher  so  schreiben: 
12a)      Cor^(D,)  +  C,r^(D,)  +  Qr^(a,)  +.••+  G.<(a)  =  0 

fe  =  l,2,...r); 

die  Funktion  dr  in  (5)  und  (5  a)  erhält  somit  die  folgende  endgiltige 

Gestalt: 

0(Do,5ß)    0(Di,^)    0(0,,^)... 0(Q,,^) 

r;(Do)         rKQ.)         <i^)      •••riCD,) 

<(.^)    <i^)    ^i(Q,)    ...rica) 


13)     erm  = 


t'r(ß,)         r;(D,)  rfCD,)        ...r'r{£Xr) 


Ist  insbesondere  r=p,  so  erhalten  wir,  wenn  tOifto^y-.^Wp  wieder 
die  Integrale  erster  Grattung  bedeuten: 


13a)     0,(^)  = 


0(Do,^)  0(£ii,^)  0(0,,  5ß)...  0(0,,^) 

w[(ü^)  w[{£X,)  w[{D,)     ...u>[(ß,) 

«'i(Do)  «'i(Qi)  «»iCO»)     •••«'iCQ^) 

<(ßo)  «'iC^i)  Ki^)    •••«';(Op) 


§  6.   Die  Funktion  H(x,y\  x\y')  von  Weieratrafs.  691 

diese  Funktion,  welche  also  in  j>  + 1  willkürlichen  Punkten  O^,  O^, . . .  O^ 
unendlich  wird  und  in  ^^  verschwindet,  nimmt  in  der  Weierstralsschen 
Theorie  der  algebraischen  Funktionen  eine  grundlegende  Stellung  ein 
und  ist  mit  der  auf  S.  645  erwähnten  Funktion  H(x,y]  x',y') 
identiscL 

Mit  der  Aufstellung  der  Funktion  dr  ist  die  am  Anfang  gestellte 
Aufgabe  im  wesentlichen  gelöst;  um  nämlich  jetzt  die  Punkte  ^^,  ^, , .  J^p 
und  die  zugehörigen  Werte  li,  Is^  •  •  •  ^j»  von  jer  zu  finden,  bilden  wir 
die  Norm  von  dr-  Diese  ist  eine  rationale  Funktion  von  jer  mit  dem 
Nenner 

welche  in  ^^  die  Ordnungszahl  r  —p  +  1  besitzt;  die  Ordnung  des 
Zählers  G(js)  ist  also  um  ebensoviel  Einheiten  kleiner  als  die  des 
Nenners,  und  somit  gleich  jp.    Daher  erhalten  wir 


14)  Ndr  m  =  7 TT ^^ — . c- 


eine  ganze  Funktion  p^^  Grades  von  z  ist,  deren  Koeffizienten  be- 
stimmte Groljsen  des  Körpers 

sind;  die  Wurzeln  von  G(z)  =  0  sind  die  gesuchten  Werte  li,  Ij, . . .  |p. 
Die  Lösung  der  Aufgabe  ftihrt  also  schliefslich  ebenso,  wie  die  vorige, 
auf  eine  Gleichung  p^^  Grades,  deren  Koeffizienten  einem  gegebenen 
Bationalitätsbereiche  angehören. 

In  den  Formeln  dieses  und  des  vorigen  Paragraphen  sind  die 
Gh'öfsen  (Zk,Uh)  und  die  zugehörigen  Punkte  Oa  zunächst  als  Unbestimmte 
angesehen;  ihre  Anwendung  auf  spezielle  Wertsysteme  setzt  voraus, 
dals  alle  Divisoren  von  ungewöhnlichem  Verhalten  ausgeschlossen 
werden.  Die  Determinanten  (13)  dieses  und  (5)  des  vorigen  Para- 
graphen, auf  deren  Bildung  sich  die  Rechnung  konzentriert,  werden 
z.  B.  illusorisch,  falls  d^  =  Cl,  ist,  der  gegebene  Divisor  also  gleiche 
Primfaktoren  erhalt.  In  solchen  Fällen,  vor  allem  immer  dann,  wenn 
die  Addition  der  Abelschen  Integrale  zur  Multiplikation  wird,  müssen 
die  erhaltenen  Formeln  durch  andere  ersetzt  werden;  das  Prinzip  aber, 
das  zu  ihrer  Aufstellung  gefiihrt  hatte,  bleibt  durchaus  bestehen. 

44» 
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§6. 

Durdi  die  Auseinandersetzimgen  des  §  2  ist  festgestellt  worden, 
dafs  jedem  beliebigen  Divisor 

yermoge  der  p  Gleichnngen 

1)  (iijdwi  +  ii^JdtPi  H h  fihjdwi  =  t;.      (i=  1,2, . .  .p) 

ein  Wertsystem  (v^^  t?^» . . .  t;^,)  zugeordnet  wird;  weldies  nnr  nach  seinem 
Eongmenzwert  modnlis  der  Perioden  in  Betracht  kommt  nnd  dab 
solchen  Divisoren,  welche  im  eigentlichen  Sinne  oder  andi  nnr  in 
Bezng  auf  die  Klasse  P^  des  Primteilers  $^  äquivalent  sind,  kon- 
gruente Wertsysteme  entsprechen. 

Durch  die  letzten  Entwickelungen  aber  hat  sich  ergeben,  dab 
jeder  beliebige  Divisor  durch  einen  und  im  allge!meinen  nur  einen 
ganzen  Divisor  der  Ordnung  p 

das  System  (1)  also  durch  folgendes 

la)  ldwi  +  jdWi-\ h  jdWi  =  Vi         (t  =  i,2,...p) 

ersetzt  werden  kann.  Wir  können  also  die  Untersuchung  auf  die 
ganzen  Divisoren  der  Ordnung  p  bescImLnken;  jeder  derselben 
konstituiert  aber  eine  Klasse,  deren  Dimension  nach  S.  318  im  all- 
gemeinen gleich  Eins  und  nur  dann  gröfser  als  Eins  ist,  wenn  ®  in  einem 
ganzen  Differentialteiler  enthalten  ist;  es  entsprechen  also  verschiedenen 
Divisoren  ®  und  ®'  im  allgemeinen  auch  verschiedene  Wertsysteme  (r,) 
und  (vj). 

Es  entsteht  jetzt  noch  die  Frage,  ob  umgekehrt  zu  jedem  Wert- 
system (vi)  ein  ganzer  Divisor  @  der  Ordnung  p  gefunden  werden 
kann,  so  dafs  die  Gleichungen  (la)  erfüllt  sind;  ist  dies  aber  der  Fall, 
so  ist  nach  unseren  Ergebnissen  das  Punktsystem  ?ßi,  ?ßj, . .  .  ^^  im 
allgemeinen  auch  eindeutig  bestimmt.  Das  so  sich  ergebende  Pro- 
blem heilst  das  Jacobische  Umkehrproblem  und  bildet  die  natnr- 
gemäfse  Verallgemeinerung  des  Umkehrproblems  der  elliptischen 
Integrale;  denn  dieses  besteht  ja  darin,  aus  der  Gleichung 
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I  dw~  V    (modd.  a^,  a^) 

die  Grolsen  des  Körpers  K(z,  u)y  welche  sämtlich  eindeutige  Funktionen 
Yon  ^  sind^  als  Funktionen  von  v  darzustellen;  wie  dieses  auf  die 
elliptischen,  so  führt  das  allgemeinere  Problem  auf  die  sogenannten 
Abelschen  Funktionen. 

Die  Antwort  auf  die  eben  gestellte  Frage  fallt  bejahend  aus;  der 
Beweis  erfolgt  entweder  durch  direkte  Integration  des  Systems  von 
Differentialgleichungen 

Ib)  dtc;,(^i)  +  dwi{^;)  +  •  •  •  +  dWi{^p)  =  dv,     (i  =  i,  2, . .  ,p), 

welches  ja  mit  dem  System  (1  a)  im  wesentlichen  gleichwertig  ist,  oder 
durch  Aufstellung  und  Benutzung  der  sogenannten  Jacob ischen  oder 
Thetafunktion  von  p  Yariabeln  v^y  v^, . . ,  Vp,  Die  Ausfährung  dieser 
Untersuchung  liegt  aber  aulserhalb  der  Grenzen  des  vorliegenden 
Werkes;  dieses  soll  vielmehr  mit  der  Einordnung  des  transcendenten 
Umkehrproblems  in  den  Bereich  der  algebraischen  Fragestellungen 
seinen  AbschluTs  finden. 
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(Anhang.) 

Die  historische  Entwickelong  der  Theorie.  —  Abels  nnd  Jacobis  üntennichiiiigen 
nnd  das  ümkehiproblem.  —  Ganchys  nnd  Pniseux'  üntersnchnng  über  den  Weii- 
verlauf  der  Funktion.  —  Riemanns  Theorie  der  Abelschen  Funktionen.  —  Moderne 
Theorieen.  —  Die  fiinktionentheoretische  Methode  von  Weierstrafs.  —  Die  geo- 
metrischen Methoden  von  Clebsch  nnd  Gk>rdan,  Brill  nnd  Noether.  —  Die  arithme- 
tische Methode  von  Dedekind  nnd  Weber. 

§1. 

Wir  halten  nunmehr^  am  Ziele  angelangt,  ümschan  in  dem  0^ 
biete,  das  sich  jetzt  frei  vor  unseren  Augen  ausbreitet,  und  yergleichen 
hierbei  auch  den  Weg,  der  uns  binangef&lirt  hat,  mit  den  anderen 
Wegen,  welche,  im  Ausgangspunkte  und  im  Verlaufe  von  dem  nnsrigen 
verschieden,  doch  in  ihrem  Abschlüsse  mit  ihm  zusammentreSieiL 
Nicht  um  eine  ins  einzelne  gehende  Durchmusterung  der  Yerschiedenen 
Teilgebiete  und  der  sie  beherrschenden  Hauptiheoreme  soll  es  sich  bei 
diesem  Bundblicke  handeln,  da  hierüber  die  vorhandenen  umfEuigreichen 
Referate  Aufschluls  geben*);  vielmehr  geht  unsere  Absicht  nur  dahin, 
in  der  nachfolgenden  historischen  Skizze  die  sehr  verschiedenartigen 
Methoden,  welche  zur  Erforschung  der  allgemeinen  Eigenschaften  der 
algebraischen  Funktionen  in  Anwendung  gebracht  worden  sind,  hin- 
sichtlich ihres  Ursprunges,  ihrer  Strenge  und  ihrer  Tragweite  zu 
charakterisieren. 

Die  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  ist,  wenn  man  darunter 
die  Untersuchung  spezieller  Funktionsklassen  versteht,  ebenso  alt  wie 
die  der  algebraischen  Kurven,  und  einzelne  später  zu  umfassender  Be- 
deutung gelangende  Begriffisbildungen  lassen  sich  in  ihren  Quellen  bis 
zu  den  Zeiten  Descartes'  und  der  Erfindung  der  analytisch -geometrischen 
Methode  verfolgen.     Insofern  es   sich  aber  um  die  Ergründung  völlig 

•)  1.  A.  Brill  und  M.  Noether,  Die  Entwickelung  der  Theorie  der  alge- 
braischen Funktionen  in  älterer  und  neuerer  Zeit.  Jahresber.  d.  Deutach.  Mathem.- 
Vereinigung,  Bd.  3,  Berlin  1894  S.  107—  566. 

2   Encyklopädie  der  Mathematischen  Wissenschaften.   Leipzig  1901  nnd  1901 
IIB  2.  Algebraische  Funktionen  und  ihre  Integrale,  von  W.  Wir  tinger. 

S.  116— 176. 
IIB 2a.    Arithmetische    Theorie    der    algebraischen    Funktionen,    von 
K.  Hensel. 
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allgemeiner,  das  ganze  Gebiet  beherrschender  Gesetze  handelt,  ist  ab 
Ghnndstein  der  Theorie  ohne  Zweifel  das  grolse  Theorem  von  Abel 
zn  bezeichnen,  welches  in  unserer  Darstellung  den  Abschluls  der  Unter- 
suchung gebildet  hat. 

Vor  der  Aufttellung  dieses  Fundamentalsatzes  (1826 — 29),  welche 
zeitlich  mit  der  Begründung  der  Lehre  von  den  elliptischen  Funktionen 
zusammenfiel,  hatte  man  den  Begriff  der  algebraischen  Funktion  in  der 
heute  geltenden  allgemeinsten  Bedeutung  des  Wortes  nur  gelegentlich  an- 
gewendet, den  des  Integrals  einer  algebraischen  Funktion  aber  über- 
haupt nur  in  seiner  Beschränkung  auf  den  rationalen,  elliptischen  oder 
hyperelliptischen  Fall  gekannt.  Durch  Abels  Entdeckung  aber  ward 
bewiesen,  dais  auch  beliebige  Integn^e  algebraischer  Funktionen  ganz 
ebenso  wie  die  schon  vorher  untersuchten  trigonometrischen  und 
elliptischen  ein  Additionstheorem  besitzen;  hierdurch  erst  ward  es 
offenbar,  dafis  die  Erhebung  der  Betrachtungsweise  zu  der  von  Abel 
angenommenen  Allgemeinheit  den  Begriff  der  algebraischen  Funktion 
und  des  Integrals  einer  solchen  nicht  soweit  verflüchtigte,  dafs  er  nicht 
noch  charakteristische  Eigenschaften  von  umfassendster  Geltung  behielt. 
Da  sidi  aber  andererseits  durch  den  Gedanken  der  ümkehrung  der 
elliptisdien  Integrale  das  neue  und  ergebnisreiche  Gebiet  der  elliptischen 
Funktionen  erschlossen  hatte,  so  erwuchs  aus  Abels  Theoreme  die  Auf- 
forderungy  ahnliche  Methoden  auch  für  den  allgemeinen  Fall  anwendungs- 
fahig  zu  machen.  Die  reifliche  Prüfung  der  hier  sich  einstellenden 
Schwierigkeiten  führte  Jacobi  durch  eine  Art  Intuition  bereits  zur 
Formulierung  des  ümkehrproblems  (1832),  und  durch  die  Losung  dieses 
Problems  für  hyperelliptische  Integrale  vom  Geschlechte  zwei,  welche 
Göpel  und  Bosenhain  (1847)  bewältigten,  wurde  die  Fruchtbarkeit 
der  neuen  Methoden  in  Evidenz  gesetzt.  So  fügte  es  sich,  dafis  die 
transcendente  Fragestellung  zu  einer  Zeit  bereits  in  den  Vordergrund 
der  Untersuchung  trat,  in  welcher  ein  Einblick  in  das  elementare 
Gebiet  der  algebraischen  Funktionen,  aus  dem  die  transcendenten 
hervorgehen,  nodi  nicht  gewonnen  war. 

Die  unerlalslichste  Voraussetzung  jedes  weiteren  Fortschrittes  in 
diesen  Fragen  war  die  Erforschung  der  Wertveranderung,  welche  eine 
algebraische  Funktion  erfährt,  wenn  die  unabhängige  Veränderlidie 
einen  beliebigen  geschlossenen  Weg  in  der  komplexen  Zahlenebene 
zurücklegt  Dieses  Problem  ward  von  Gauchy  mit  den  Hil&mittehi 
der  damals  neu  entstehenden  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen 
Variabelen  in  Angriff  genommen  und  von  Puiseux,  der  auf  den  von 
Cauohy  geschaffenen  Grundlagen  weiterbaute,  zu  einem  vorläufigen 
Abschlüsse  gebracht  (1850).     Puiseux  vor  aUem  gekngte  zuerst  durch 
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Yerfolgong  der  Wertverandernng  algebraisoher  Fanktionen  bei  einem 
ümlanfe  der  miabhängigen  Yariabeln  zu  einem  tieferen  YerständniB  ihrer 
Mehrdeutigkeit;  er  betrachtet  ihre  Beihenentwickelnngen  in  der  Um- 
gebung regulärer  und  kritischer  Stellen  und  wendet  zu  deren  Aufttellimg 
das  schon  von  Newton  eingeführte  Diagramm  an;  er  geht  endlich  auf 
Gh-und  der  gewonnenen  Erkenntnisse  an  die  allgemeine  üntersuchimg 
der  Periodizität  der  Abelschen  Integrale  heran,  freilich  ohne  hier  zu 
einer  vollständigen  Gruppierung  der  Perioden  gelangen  zu  können.*) 
unter  den  von  Puiseux  geschaffenen  Hilfsmitteln  ist  es  vor  allem 
die  Methode  des  Diagramms,  welche  zu  bleibender  Bedeutung  gelangt 
und  wie  in  zahlreichen  späteren  Untersuchungen,  so  auch  in  der  hier 
gegebenen  Darstellung  wirksam  .wird.  Es  mag  aber  an  dieser  Stelle 
hervorgehoben  werden,  dafis  zwischen  der  Anwendung  des  Diagramms 
dort  und  hier  doch  auch  einige  wesentliche  Unterschiede  bestehen, 
welche  der  Hauptsache  nach  in  zwei  charakteristischen  Abweichungen 
ihren  Ausdruck  finden.  Erstens  setzt  Puiseux  die  Existenz  der  Beihen- 
entwickelnngen auf  Gh-und  der  allgemeinen  Ergebnisse  der  Gauchysehen 
Funktionentheorie  bereits  als  gegeben  voraus  und  benutzt  das  Diagramm 
nur  zur  Feststellung  ihrer  Exponenten  und  Koeffizienten,  wahrend 
dasselbe  hier  als  durchgängiges  und  methodisches  Hilfsmittel  ausgebildet 
und  als  ausreichend  zur  Beantwortung  aller  auftretenden  Fragen  er- 
wiesen wird.  Zweitens  aber  unterscheiden  sich  auch  die  angewendeten 
Diagramme  selbst  voneinander,  insofern  bei  uns  das  vollständige  Polygon 
konstruiert  wird^  welches  zur  Aufstellung  aller  für  eine  gegebene 
Stelle  (js  =  a)  geltenden  Reihenentwickelungen  erforderlich  ist;  in  der 
Untersuchung  Puiseux'  hingegen  kommt  nur  der  aufsteigende  Teü 
dieses  Polygons  zum  Vorschein^  und  es  kann  also  der  Regel  nach  mit 
seiner  Hilfe  nur  ein  Teil  jener  Reihenentwickelungen  erhalten  werden. 

§2. 

Die  beiden  freiliegenden  Fäden,  welche  aus  den  Arbeiten  von 
Abel  und  Jacobi  einerseits,  von  Gauchy  und  Puiseux  andererseits 
hervorgegangen  waren,  finden  sich  in  der  Schöpfimg  Bernhard  Rie- 
manns  zu  einem  einzigen  Gewebe  vereinigt  und  durch  Ideenbildungen 
völlig    originalen    Gepräges    ausgestaltet.     Durch    seine   durchaus    auf 

*)  fivaristeGalois,  der  Entdecker  des  Gruppenprinzipes  in  der  Gleichnngs- 
theorie,  hat  in  dem  berühmten,  am  Vorabende  seines  Todes  geschriebenen  Briefe 
auch  einige  Sätze  über  Abelsche  Integrale  angegeben,  welche  diese  Periodisit&tB- 
untersuchnngen  Puiseux*  überholen  und  einige  Resultate  Biemanns  antieipieren 
(Revue  encyclopddique,  September  1832;  Liouv.  Joum.  Bd.  11,  [1846],  S.  412— 4U); 
dieselben  haben  aber  auf  die  Entwickclung  unserer  Disziplin  keinen  Einflufs 
ausgeübt. 
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transcendenter  Grondlage  ruhende  Theorie  der  Abelschen  Funktionen  (1857) 
werden  auch  die  Gesetze,  von  denen  das  elementarere  Gebiet  der  alge- 
braischen Funktionen  beherrscht  wird,  so  vollständig  enthüllt,  daGs  die 
hier  zu  erlangenden  HauptreBultate  eich  entweder  geradezu  in  Riemanns 
klassischer  Abhandlung  vorfinden  oder  wenigstens  mit  Hilfe  der  da- 
selbst eingeführten  Methoden  abgeleitet  werden  können. 

Aus  der  Fülle  der  gewonnenen  Ergebnisse  mögen  nur  die 
allerwesentlichsten  hervorgehoben  werden,  welche  sich  hier  zuerst 
finden  und  für  alle  Zukunft  von  bleibender  Bedeutung  sind.  Während 
Puiseux  in  der  Untersuchung  der  Änderung  der  algebraischen  Funk- 
tionen bei  den  Umläufen  der  unabhängigen  Yariabehi  stehen  bleibt,  tritt 
hier  an  die  Stelle  dieser  Betrachtung  die  Lehre  von  der  Riemannschen 
Fläche,  auf  welcher  der  ganze  Wertvorrat  der  Funktion  vollständig  und 
übersichtlich  ausgebreitet  erscheint  und  durch  deren  Zusammenhangs- 
eigenschaften die  Frage  nach  der  Periodizität  der  Abelschen  Integrale 
entschieden  wird.  Hieraus  ergiebt  sich  auch  die  Einführung  des 
G^schlechtsbegriffes,  die  Klassifikation  der  Integrale  in  die  drei  Gkkttungen 
nach  ihren  Unstetigkeitseigenschaften,  ihre  Bestimmung  durch  Angabe 
eines  Teils  ihrer  Perioden  und  die  Zurückführung  der  Funktionen  des 
Körpers  auf  die  mit  einfacheren  Eigenschaften  versehenen  Integrale 
(vgL  S.  359).  Schliefslich  ist  Biemann  auch  das  Prinzip  der  birationalen 
Transformation  eigentümlich,  durch  welches  die  ineinander  überführ- 
baren Gebilde  in  eine  Klasse  vereinigt  werden  und  die  nicht  nur  für 
die  Algebra,  sondern  namentlich  auch  flir  das  Umkehrproblem  wichtige 
Frage  nach  der  Zahl  und  der  Beschaffenheit  der  für  die  Klasse 
charakteristischen  Moduln  gestellt  wird. 

Trotz  aller  dieser  Vorzüge,  deren  Bedeutung  und  Wirksamkeit 
nicht  hoch  genug  angeschlagen  werden  kann,  darf  Riemanns  Unter- 
suchung, soweit  es  sich  um  die  Lehre  von  den  algebraischen  Funktionen 
handelt,  nur  als  ein  künstlicher  Ersatz  einer  natürlichen  Theorie  an- 
gesehen werden«  Um  die  Berechtigung  dieser  Behauptung  zu  erweisen, 
müssen  wir  bis  auf  die  Quelle  der  Riemannschen  Methode  zurückgehen. 

Für  die  umfassende  Denkweise  Riemanns  ist  weder  die  Theorie 
der  algebraischen,  noch  auch  die  der  aus  ihnen  hervorgehenden  trans- 
cendenten  Funktionen  Selbstzweck  der  Untersuchimg.  Sein  Ziel  ist 
vielmehr  die  Aufstellung  eines  völlig  allgemeinen  Prinzipes  zur  Be- 
stimmung analytischer  Funktionen  durch  ein  vollständiges,  aber  möglichst 
kleines  System  von  Unstetigkeits-  und  Grenzbedingungen,  ähnUch  wie 
es  Dirichlet  für  die  Potentialfunktion  aufgestellt  hatte;  die  von  ihm 
ausgefOhrten  Untersuchungen  dienen  nur  als  spezielle  Beispiele  für  den 
Nachweis  der  Fruchtbarkeit  der  allgemeinen  Methode.    Zur  Erreichung 
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dieses  Zieles  gelit  Biemaim  von  der  konformen  Abbildung  der  Flächen 
aus,  welche  durch  die  Funktionen  einer  komplexen  Yariabeln  vett- 
mittelt  wird,  nnd  erweitert  ein  von  Gauss  und  Dirichlet  in  dar 
Potentialtheorie  angewendetes  Prinzip  so,  dafs  es  Bar  Charskterisiernng 
analytischer  Funktionen,  also  beispielsweise  auch  zur  eindeutigen  Be- 
stimmung Abelscher  Integrale  branchbar  wird.  Dieses  sogenannte- 
Dirichletsche  Prinzip  ist  aber  in  der  einfachen,  von  Riemann  her- 
rdhrenden  Form  als  unstreng  erkannt,  in  derjenigen  Gestalt  hinwiederum, 
in  welcher  es  den  heutigen  Anforderungen  der  Wissenschaft  g^üg^ 
weit  davon  entfernt,  einfach  zu  sein,  weil  es  umständliche  Greox- 
prozesse  zu  seinem  Nachweise  erfordert.  Es  kann  daher  keinem  Zweifd 
unterliegen,  dafs  das  Prinzip,  so  wertvoll  es  für  die  Beherrschung 
höherer  Funktionsklassen  ist,  doch  in  einem  elementaren  tind  direkter 
Untersuchung  zugänglichen  Wissenszweige  keinen  Platz  verdient 
Hieraus  ergiebt  eich  vor  allem  das  neue  und  bei  Riemann  ungelöste 
Problem,  die  Integrale  der  drei  Gattungen,  deren  Existenz  durch  du 
Dirichletsche  Prinzip  erwiesen  wird,  mit  Hilfe  rein  algebraischer 
Methoden  auch  wirklich  aufzustellen. 

Mit  dem  eben  erörterten  Übels tande  hängt  ein  zweiter,  nicht 
minder  wesentlicher  eng  zusammen.  In  der  Theorie  Riemanns  er- 
scheinen, ihrem  transcendenten  Urspnmg  entsprechend,  die  Abelschen 
Integrale  Qberall  als  das  prius;  die  Funktionen  des  Körpers,  welche 
doch  achlielalich  das  primitive  Objekt  der  Untersuchung  sind,  werden 
aus  jenen  abgeleitet,  ihre  Existenz  also  ebenfalls  nur  erschlossen 
Daher  kommt  es,  dals  die  ansschlielsliche  Anwendung  der  Riemann- 
schen  Prinzipien  überall  da,  wo  es  sich  um  Er^rflndung  rein  alge- 
braischer Gesetze  oder  um  die  Bildung  der  in  ihrer  Existenz  erwiesenen 
Funktionen  handelt,  schwer^illig  und  künstlich  wird,  wenn  sie  nicht 
geradezu  versf^  Diese  Behauptung  haben  wir  au  dem  Beispiele  dsi 
Riemann -Bochschen  Satzes  in  auefOhrlichem  Zusammenhange  begründet 
(§  3  der  zweiundzwanzigsten  Vorlesung),  und  sie  liebe  sich  anch  an 
anderen  Stellen  in  gleicher  Weise  bestätigen. 

Fassen  wir  also  die  historischen  Darlegungen  dieses  und  des  vorigen 
Abschnittes  zosammen,  so  hat  sich  ei^eben,  dals  die  Fundamental^tse 
unserer  Theorie  erst  im  Zusammenhange  mit  höhereu  Prohlemoi  nnd 
demgemäfs  auch  zunächst  mit  transcendenten  Methoden  erworb«i 
Iforden  sind  und  dafs  die  Methodik  der  Algebra  weit  hinter  der  der 
alysie  zurückhiieh.  Es  bleibt  daher  jetzt  noch  zu  erörtern,  welche 
Schwierigkeiten  einer  elementaren  und  rein  algebraischen  Untersuchung 
inden  und  auf  welchen  Wegen   ihre  Überwindung   gesucht 
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§3. 

Zur  Begründung  einer  elementaren  Theorie  der  algebraischen  Funk- 
tionen bieten  sich  im  wesentlichen  drei  verschiedene  Wege  dar^  welche 
kurz,  wenn  auch  nicht  ganz  vollständig  als  die  funktionentheoretische, 
die  geometrische  und  die  arithmetische  Methode  bezeichnet  werden  können. 

Die  erste  von  diesen  Methoden  ist  von  Weierstrafs  in  engem 
Anschluls  an  seine  allgemeine  Theorie  der  analytischen  Funktionen  aus- 
gebildet und  in  Vorlesungen  (1869 — 80)  ausführlich  entwickelt  worden.  Sie 
legt  daher,  ebenso  wie  die  hier  vorgetragene  Darstellung,  als  Fundament 
die  Lehre  von  der  Reihenentwickelung  und  der  analytischen  Fort- 
setzbarkeit  der  algebraischen  Funktionen  zu  Grunde  und  gelangt  auf 
diesem  Fundamente  durch  rein  algebraische  Konstruktionen  zu  einer 
vollständigen  Durchdringung  der  das  ganze  Gebiet  beherrschenden 
(besetze.  Sie  unterscheidet  sich  andererseits  von  der  unsrigen  aufser 
durch  die  Durchführung  im  einzelnen  auch  in  prinzipieller  Hinsicht 
durch  Verzicht  auf  die  Anwendung  der  Riemannschen  Flache  und  die 
Lehre  von  den  Divisoren,  sowie  auf  alle  die  Hilfsmittel,  welche  durch 
diese  Grundbegriffe  an  die  Hand  gegeben  werden.  Ein  genauer  Ein- 
blick in  den  WeierstraCsschen  Ideengang,  der  bisher  nur  mittelbar 
oder  auszugsweise  bekannt  geworden  ist,  ist  erst  möglich,  sobald 
die  in  Aussicht  gestellte  Veröffentlichung  jener  Vorlesungen  erfolgt 
ist;  aus  diesem  Grunde  mufs  eine  eingehendere  Vergleichung  der 
iLhnlichkeiten  und  Verschiedenheiten  beider  Theorien,  welche  in  vieler 
Beziehung  interessant  sein  würde,  vorlaufig  noch  hinausgeschoben  werden. 

Die  geometrische  Methode,  welche  von  der  Theorie  der  algebraischen 
Kurven  ausgeht,  ist  zuerst  von  Glebsch  und  Gordan  noch  in  engem 
Anschluls  an  Riemanns  Untersuchungen  ausgebildet  worden  (1863 — 66), 
und  ihr  Verdienst  ist  es  vor  allem,  die  überaus  grofse  Fruchtbarkeit 
der  neuen  Anschauungen  für  die  Lehre  von  den  höheren  algebraischen 
Kurven  aufgedeckt  zu  haben;  späterhin  haben  aber  Brill  und  Noether 
auch  den  Zusammenhang  mit  den  transcendenten  Begriffsbildungen 
völlig  gelöst  und  so  eine  selbständige  und  elementare  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  entwickelt  (seit  1871).  Dieselbe  geht  von  den 
in  der  analytischen  Geometrie  hergeleiteten  Schnittpunktsätzen  der  Kurven 
aus,  nach  welchen,  wenn  eine  Kurve  f{Xj  y)  =  0  durch  den  Schnitt  der 
Kurven  9?(a:,  y)  =  0  und  ^(a;,  y)  =  0  hindurchgeht,  eine  Identität  der  Form 

fi^y  y)  =  9ip>  y)v{p>  y)  +  Ä(a;,  y)t(x,  y) 

besteht,  wo  auch  g  und  h  ganze  Funktionen  von  x  und  y  sind.  Es 
werden  nun,  da  diese  Identität  zunächst  nur  für  den  Fall  einfacher 
Schnittpunkte  der  beiden  Kurven  9  =  0  und  ^  =  0  erweisbar  ist,  in 
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dieses  Zieles  gebt  Riemonn  von  der  bouformen  Abbildtmg  der  Fläcbea 
ans,  welche  durch  die  Funktionen  einer  komplexen  Variabein 
mittelt  wird,  und  erweitert;  ein  toq  Oanss  und  Diricblet  in  der' 
Potentialtheorie  angewendetes  Prinzip  so,  dals  es  zur  Charaktflrisienmg 
analytischer  Funktionen,  also  beispielsweise  auch  zur  eindeutigen  Be- 
stimmung Äbelscber  Integrale  branchbar  wird.  Dieses  sogenannte 
DiricUetsche  Prinzip  ist  aber  in  der  einfachen,  von  Riemann  her- 
rührenden Form  als  unstreng  erkannt,  in  derjenigen  Gestalt  hiiiwiederu)%, 
in  welcher  es  den  heutigen  Anforderungen  der  Wissenschafl  genSg^ 
weit  davon  entfernt,  einfach  ?.u  sein,  weil  es  umständliche  Grene- 
prozesse  zu  seinem  N^achweise  erfordert.  Es  kann  daher  keinem  Zweifel 
unterliegen,  dafs  das  Prinzip,  so  wertvoll  es  für  die  Beherrschung 
höherer  Funktionsklassen  ist,  doch  in  einem  elementaren  und  direkter 
Untersuchung  zugängUcheu  Wissenszweige  keinen  Platz  verdient 
Hieraus  ergiebt  sich  vor  allem  das  neue  und  bei  Riemann  ungelöste 
Problem,  die  Integrale  der  drei  Gattungen,  deren  Existenz  darch  das 
Dirichletsche  Prinzip  erwiesen  wird,  mit  Hilfe  rein  algebraischer 
Methoden  auch  wirklich  aufzustellen. 

Mit  dem  eben  erörterten  Übelstande  hangt  ein  zweiter,  nicht 
minder  wesentlicher  eng  zusammen.  In  der  Theorie  Riemonns  ei^ 
scheinen,  ihrem  transcendenten  Ursprung  entsprechend,  die  Abelscben 
Integrale  überall  als  das  prius;  die  Funktionen  des  Körpers,  welche 
doch  schüefslich  das  primitive  Objekt  der  Untersachong  sind,  werden 
aus  jenen  abgeleitet,  ihre  Existenz  also  ebenfalls  nur  erschloBaen. 
Daher  kommt  es,  <tals  die  aoBschliefsliche  Anwendung  der  Riemann- 
sehen  Prinzipien  überall  da,  wo  es  sich  um  EigrOndong  rein  alge- 
braischer Gesetze  oder  um  die  Bildung  der  in  ihrer  Existenz  erwieBenen 
Funktionen  handelt,  schwerfällig  und  künstlii^  wird,  wenn  sie  nicht 
geradezu  versagt  Diese  Behauptung  haben  wir  an  dem  Beispiele  da 
Riemann -Rochschen  Satzes  in  auBf[ihrlichem  Zusammenhange  b^rOndet 
(§  3  der  zweiundzwanzi^ten  Vorlesung),  und  sie  Heise  sich  auch  an 
anderen  Stellen  in  gleicher  Weise  bestätigen. 

Fassen  wir  also  die  historischen  Darlegungen  dieses  und  des  Tor^nen 
Abschnittes  zusammen,  so  hat  sich  ergeben,  dalk  die  Fnndamentalsäfaw 
unserer  Theorie  erst  im  Zusammenhange  mit  hShereu  Problemen  nnd 
demgemäfs  auch  zui^chst  mit  transcendenten  Methoden  erworhw 
worden  sind  und  dab  die  Methodik  der  Algebra  weit  hinter  der  der 
Aoalysis  znrfickblieb.  Es  bleibt  daher  jetzt  noch  zn  erörtern,  welche 
Schwierigkeiten  einer  elementaren  and  rein  algebraischen  üntersadinng 
entgegenstanden  und  auf  welchen  Wegen  ihre  Überwindung  gesucht 
werden  konnte. 
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§3. 

Znr  Begründung  einer  elementaren  Theorie  der  algebraischen  Funk- 
tionen bieten  sich  im  wesentlichen  drei  verschiedene  Wege  dar,  welche 
kurz,  wenn  auch  nicht  ganz  vollständig  als  die  funktionentheoretische; 
die  geometrische  und  die  arithmetische  Methode  bezeichnet  werden  können. 

Die  erste  von  diesen  Methoden  ist  von  Weierstrafs  in  engem 
Anschluls  an  seine  allgemeine  Theorie  der  analytischen  Funktionen  aus- 
gebildet und  in  Vorlesungen  (1869 — 80)  ausführlich  entwickelt  worden.  Sie 
legt  daher,  ebenso  wie  die  hier  vorgetragene  Darstellung,  als  Fundament 
die  Lehre  von  der  Beihenentwickelung  und  der  analytischen  Fort- 
setzbarkeit  der  algebraischen  Funktionen  zu  Grunde  und  gelangt  auf 
diesem  Fundamente  durch  rein  algebraische  Konstruktionen  zu  einer 
vollständigen  Durchdringung  der  das  ganze  Gebiet  beherrschenden 
Gesetze.  Sie  unterscheidet  sich  andererseits  von  der  unsrigen  aufser 
durch  die  Durchführung  im  einzelnen  auch  in  prinzipieller  Hinsicht 
durch  Verzicht  auf  die  Anwendung  der  Biemannschen  Fläche  und  die 
Lehre  von  den  Divisoren,  sowie  auf  alle  die  Hilfsmittel,  welche  durch 
diese  Grundbegriffe  an  die  Hand  gegeben  werden.  Ein  genauer  Ein- 
blick in  den  Weierstrafjsschen  Ideengang,  der  bisher  nur  mittelbar 
oder  auszugsweise  bekannt  geworden  ist,  ist  erst  möglich,  sobald 
die  in  Aussicht  gestellte  Veröffentlichung  jener  Vorlesungen  erfolgt 
ist;  aus  diesem  Gh-unde  mulis  eine  eingehendere  Vergleichung  der 
iLhnlichkeiten  und  Verschiedenheiten  beider  Theorien,  welche  in  vieler 
Beziehung  interessant  sein  würde,  vorlaufig  noch  hinausgeschoben  werden. 

Die  geometrische  Methode,  welche  von  der  Theorie  der  algebraischen 
Kurven  ausgeht,  ist  zuerst  von  Glebsch  und  Gordan  noch  in  engem 
Anschluüs  an  Riemanns  Untersuchungen  ausgebildet  worden  (1863 — 66), 
und  ihr  Verdienst  ist  es  vor  allem,  die  überaus  grolse  Fruchtbarkeit 
der  neuen  Anschauungen  für  die  Lehre  von  den  höheren  algebraischen 
Kurven  aufgedeckt  zu  haben;  späterhin  haben  aber  Brill  und  Noether 
auch  den  Zusammenhang  mit  den  transcendenten  Begriffsbildungen 
völlig  gelöst  und  so  eine  selbständige  und  elementare  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  entwickelt  (seit  1871).  Dieselbe  geht  von  den 
in  der  analytischen  Geometrie  hergeleiteten  Schnittpunktsätzen  der  Kurven 
aus,  nach  welchen,  wenn  eine  Kurve  f{Xy  y)  =  0  durch  den  Schnitt  der 
Kurven  (p{Xy  y)  =  0  und  ^(x,  y)  =  0  hindurchgeht,  eine  Identität  der  Form 

f{^>  y)  =^(^;  y)viPy  y)  +  Ä(^;  »)  *  (^;  V) 

besteht,  wo  auch  g  und  h  ganze  Funktionen  von  x  und  y  sind.  Es 
werden  nun,  da  diese  Identität  zunächst  nur  für  den  Fall  einfacher 
Schnittpunkte  der  beiden  Kurven  9?  =  0  und  ^  =  0  erweisbar  ist,  in 


^ 
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dieses  Zieles  geht  Kiemaiin  von  der  konformen  Abbildung  der  Fläcbes 
ans,  welche  durch  die  Funktionen  einer  komplexen  Variabeln  veiv 
mittelt  wird,  und  erweitert  ein  Ton  Gauss  und  Dirichlet  in  der 
Potentialtheorie  angewendetee  Prinzip  so,  dafa  es  irar  Charakterisierung 
analytischer  Funktionen,  also  beiBpielaweise  aucb  zur  eindeutigen  Be- 
stimmung Äbelscher  Integrale  brauchbar  wird.  Dieses  sogenannte 
Dirichletacbe  Prinzip  ist  aber  in  der  einfachen,  TOn  Riemann  her- 
rührenden Form  als  uostreng  erkannt,  in  derjenigen  Gestalb  hinwiederum, 
in  welcher  es  den  beutigen  Anforderungen  der  Wissenschaft  genügt 
weit  davon  entfernt,  einfach  zu  sein,  weil  es  umständliche  Grenz- 
prozesse  zu  seinem  Nachweise  erfordert.  Es  kann  daher  keinem  Zweifel 
unterliegen,  daTs  das  Prinzip,  so  wertvoll  es  für  die  Beherrschnng 
hSherer  Funktionaklassen  ist,  doch  in  einem  elementaren  und  direkter 
Untersuchung  zu^^glichen  Wissenszweige  keinen  Platz  verdient 
Hieraus  ergiebt  sich  vor  allem  das  neue  und  bei  Riemann  ungelöste 
Problem,  die  Integrale  der  drei  Gattungen,  deren  Existenz  durch  das 
Dirichletsche  Prinzip  erwiesen  wird,  mit  Hilfe  rein  algebraischer 
Metboden  auch  wirklich  aufzustellen. 

Mit  dem  eben  erörterten  Übelstande  hängt  ein  zweiter,  nicht 
minder  wesentlicher  eng  zusammen.  In  der  Theorie  Riemanns  er- 
seheinen, ihrem  trauscendenten  Ursprong  entsprechend,  die  Äbelschen 
Integrale  überall  als  das  prius;  die  Funktionen  des  Körpers,  welche 
doch  scbliefelich  das  primitive  Objekt  der  Untersuchung  sind,  werden 
aus  jenen  abgeleitet,  ihre  Existenz  also  ebenfalls  nur  erschlossen. 
Daher  kommt  es,  dafs  die  ansschlielklicbe  Anwendung  der  lÜemann- 
sehen  Prinzipien  Qberall  da,  wo  es  sich  um  Ei^ründnng  rein  alge- 
braischer Gesetze  oder  um  die  Bildung  der  in  ihrer  Exist^iz  erwiesenen 
Funktionen  handelt,  schwerfällig  und  künstlich  wird,  wenn  sie  nicht 
geradezu  versagt.  Diese  Behauptung  haben  wir  an  dem  Beispiele  des 
Riemann -Rochschen  Satzes  in  ansfßhrlichem  Zusammenhange  begründet 
(§  3  der  zweiundzwanzigsten  Vorlesung),  und  sie  lielse  sich  auch  an 
anderen  Stellen  in  gleicher  Weise  bestätigen. 

Fassen  wir  also  die  historischen  Darlegungen  dieses  und  des  vorigen 
Abschnittes  znsammen,  so  hat  sich  ergehen,  dal^  die  Fundamentalsätse 
unserer  Theorie  erst  im  Zusammenhange  mit  höheren  Problemen  nnd 
demgemäß  auch  zunächst  mit  trauscendenten  Metboden  erworben 
worden  sind  nnd  dafs  die  Methodik  der  Algebra  weit  hinter  der  der 
Analysis  znrückblieb.  Es  bleibt  daher  jetzt  noch  zu  erörtern,  welche 
Schwierigkeiten  einer  elementaren  nnd  rein  algebraischen  Untersuchung 
entgegenstanden  und  auf  welchen  Wegen  ihre  Überwindung  gesucht 
werden  konnte. 
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§3. 

Zur  Begründung  einer  elementaren  Theorie  der  algebraischen  Fonk- 
tionen  bieten  sich  im  wesentlichen  drei  verschiedene  Wege  dar^  welche 
knrz^  wenn  auch  nicht  ganz  vollständig  als  die  fdnktionentheoretische; 
die  geometrische  und  die  arithmetische  Methode  bezeichnet  werden  können. 

Die  erste  von  diesen  Methoden  ist  von  Weierstrafs  in  engem 
Anschlols  an  seine  allgemeine  Theorie  der  analytischen  Funktionen  aus- 
gebildet und  in  Vorlesungen  (1869 — 80)  ausführlich  entwickelt  worden.  Sie 
legt  daher,  ebenso  wie  die  hier  vorgetragene  Darstellung;  als  Fundament 
die  Lehre  von  der  Beihenentwickelung  und  der  analytischen  Fort- 
setzbarkeit  der  algebraischen  Funktionen  zu  Grunde  und  gelangt  auf 
diesem  Fundamente  durch  rein  algebraische  Konstruktionen  zu  einer 
vollständigen  Durchdringung  der  das  ganze  Gebiet  beherrschenden 
Gesetze.  Sie  unterscheidet  sich  andererseits  von  der  unsrigen  auTser 
durch  die  Durchführung  im  einzelnen  auch  in  prinzipieller  Hinsicht 
durch  Verzicht  auf  die  Anwendung  der  Riemannschen  Fläche  und  die 
Lehre  von  den  Divisoren,  sowie  auf  alle  die  Hilfsmittel,  welche  durch 
diese  Grundbegriffe  an  die  Hand  gegeben  werden.  Ein  genauer  Ein- 
blick in  den  Weierstrafjsschen  Ideengang,  der  bisher  nur  mittelbar 
oder  auszugsweise  bekannt  geworden  ist,  ist  erst  möglich,  sobald 
die  in  Aussicht  gestellte  Veröffentlichung  jener  Vorlesungen  erfolgt 
ist;  aus  diesem  Gh-unde  mulis  eine  eingehendere  Vergleichung  der 
iLhnlichkeiten  und  Verschiedenheiten  beider  Theorien,  welche  in  vieler 
Beziehung  interessant  sein  würde,  vorläufig  noch  hinausgeschoben  werden. 

Die  geometrische  Methode,  welche  von  der  Theorie  der  algebraischen 
Kurven  ausgeht,  ist  zuerst  von  Glebsch  und  Gordan  noch  in  engem 
AnschluTs  an  Riemanns  Untersuchungen  ausgebildet  worden  (1863 — 66), 
und  ihr  Verdienst  ist  es  vor  allem,  die  überaus  grolse  Fruchtbarkeit 
der  neuen  Anschauungen  für  die  Lehre  von  den  höheren  algebraischen 
Kurven  aufgedeckt  zu  haben;  späterhin  haben  aber  Brill  und  Noether 
auch  den  Zusammenhang  mit  den  transcendenten  Begriffsbildungen 
völlig  gelöst  und  so  eine  selbständige  und  elementare  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  entwickelt  (seit  1871).  Dieselbe  geht  von  den 
in  der  analytischen  Geometrie  hergeleiteten  Schnittpunktsätzen  der  Kurven 
aus,  nach  welchen,  wenn  eine  Kurve  f{Xj  y)  =  0  durch  den  Schnitt  der 
Kurven  q)(xy  y)  =  0  und  tlf(x,  y)  =  0  hindurchgeht,  eine  Identität  der  Form 

fip^f  y)  =  9(^>  y)v{^y  y)  +  ä(^,  y)ti^(x,  y) 

besteht,  wo  auch  g  und  h  ganze  Funktionen  von  x  und  y  sind.  Es 
werden  nun,  da  diese  IdentiiSt  zunächst  nur  für  den  Fall  einfacher 
Schnittpunkte  der  beiden  Kurven  fp  =  0  und  ^  =  0  erweisbar  ist,  in 
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dieaes  Zieles  geht  Riemann  von  der  konformen  Abbildung  der  Flächen  i 
ans,   welche   darch   die   Funktionen   einer   komplexen   Variabehi 
mittelt   wird,   tmd    erweitert   ein  TOn  QausB   und  Dirichlet  in  dar  ] 
Fotentialtheorie  angewendetes  Prinzip  so,  dafs  es  zur  CIutrakteriBiening  j 
analytischer  Funktionen,  also  beispielsweise  auch  zor  eiadentigen  Be-  ] 
Btimniimg    Äbelscher    Integrale    brauchbar    wird.      Dieses    sogenannt« 
DiricUetfiche   Prinzip    ist   aber    in   der   einfachen,   von   Riemamt   her-  J 
rührenden  Form  als  anstreng  erkannt,  in  derjenigen  Gestalt  hinwiedemm,   i 
in   welcher   es   den   heutigen  Anforderungen   der  Wissenschaft  genügt 
weit   davon    entfernt,   einfach   zu    sein,   weil    es    amstäudliche    Grenz- 
prozesse  zu  seinem  Nachweise  erfordert.    Es  kann  daher  keinem  Zweifel 
unterliegen,   dafs    das   Prinzip,   so   wertvoll   es   ftir  die   Beherrschung 
höherer  Funktionsklassen  ist,  doch  in  einem  elementaren  und  direkter 
Untersuchung    zugänglichen     Wissenszweige     keinen     Platz     verdient 
Hierans   ergieht  sich   vor  allem  das   neue  und  bei  Riemann  ungelöste 
Problem,   die   Integrale  der  drei  Gattungen,  deren  Existenz   durch  daa 
Dirichletsche    Prinzip    erwiesen    wird,    mit    Hilfe    rein    algebraischer 
Methoden  auch  wirklich  aufzustellen. 

Mit  dem  eben  erörterten  Übelstande  hängt  ein  zweiter,  nicht 
minder  wesentlicher  eng  zusammen.  In  der  Theorie  Riemanns  ep- 
Bcbeinen,  ihrem  transcendenten  Ursprung  entaprechend,  die  Abelsclien  , 
Integrale  überall  als  das  prius;  die  Funktionen  des  Körpers,  welch«  ' 
doch  achliefslich  das  primitive  Objekt  der  Untersuchung  sind,  werden 
aus  jenen  abgeleitet,  ihre  Existenz  also  ebenfalls  nnr  erschlossen. 
Daher  kommt  es,  dalE  die  ansachlielsliche  Anwendung  der  Riemaiui' 
sehen  Prinzipien  überall  da,  wo  es  sich  am  Ergrtlndnng  rein  alge- 
braischer Gesetze  oder  um  die  Bildung  der  in  ihrer  Existenz  erwiesenen 
Funktionen  handelt,  schwerfällig  und  künstlich  wird,  wenn  sie  nicht 
geradezn  versagt.  Diese  Behauptung  haben  wir  au  dem  Beispiele  des 
Riemann-Rochschen  Satzes  in  ansfOhrlichem  Zusammenhange  begründet 
(§  3  der  zweiundzwanzigsten  Vorlesung),  nnd  sie  liebe  sich  aoch  an 
anderen  Stellen  in  gleicher  Weise  bestätigen. 

Fassen  wir  also  die  hiatoriacheo  Darlegongen  dieses  und  des  TOrigen 
Abschnittes  zusammen,  so  hat  sich  ergeben,  daä  die  FnudamentalaSIze 
unserer  Theorie  erst  im  Zusammenhange  mit  höheren  Problemen  und 
demgemäTs  auch  zunächst  mit  transcendenten  Methoden  erworben 
worden  sind  und  dals  die  Methodik  der  Algebra  weit  hinter  der  der 
Analysis  znrückhlieb.  Es  bleibt  daher  jetat  noch  zu  erörtern,  welche 
Schwierigkeiten  einer  elementaren  nnd  rein  algebraischen  Untersuchung 
entgegenstanden  und  auf  welchen  Wegen  ihre  Uberwiodang  gesucht 
werden  konnte. 
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§3. 

Znr  Begründung  einer  elementaren  Theorie  der  algebraischen  Funk- 
tionen bieten  sich  im  wesentlichen  drei  verschiedene  Wege  dar^  welche 
knrz,  wenn  auch  nicht  ganz  vollständig  als  die  funktionentheoretische, 
die  geometrische  und  die  arithmetische  Methode  bezeichnet  werden  können. 

Die  erste  von  diesen  Methoden  ist  von  Weierstrafs  in  engem 
Anschluls  an  seine  allgemeine  Theorie  der  analytischen  Funktionen  aus- 
gebildet und  in  Vorlesungen  (1869 — 80)  ausführlich  entwickelt  worden.  Sie 
legt  daher,  ebenso  wie  die  hier  vorgetragene  Darstellung,  als  Fundament 
die  Lehre  von  der  Beihenentwickelung  und  der  analytischen  Fort- 
setzbarkeit  der  algebraischen  Funktionen  zu  Grunde  und  gelangt  auf 
diesem  Fundamente  durch  rein  algebraische  Konstruktionen  zu  einer 
vollständigen  Durchdringung  der  das  ganze  Gebiet  beherrschenden 
Gesetze.  Sie  unterscheidet  sich  andererseits  von  der  unsrigen  au&er 
durch  die  Durchführung  im  einzelnen  auch  in  prinzipieller  Hinsicht 
durch  Verzicht  auf  die  Anwendung  der  Biemannschen  Flache  und  die 
Lehre  von  den  Divisoren,  sowie  auf  alle  die  Hilfsmittel,  welche  durch 
diese  Grundbegriffe  an  die  Hand  gegeben  werden.  Ein  genauer  Ein- 
blick in  den  Weierstrafsschen  Ideengang,  der  bisher  nur  mittelbar 
oder  auszugsweise  bekannt  geworden  ist,  ist  erst  möglich,  sobald 
die  in  Aussicht  gestellte  Veröffentlichung  jener  Vorlesungen  erfolgt 
ist;  aus  diesem  Grunde  muls  eine  eingehendere  Vergleichung  der 
Älmlichkeiten  und  Verschiedenheiten  beider  Theorien,  welche  in  vieler 
Beziehung  interessant  sein  würde,  vorlaufig  noch  hinausgeschoben  werden. 

Die  geometrische  Methode,  welche  von  der  Theorie  der  algebraischen 
Kurven  ausgeht,  ist  zuerst  von  Glebsch  und  Gordan  noch  in  engem 
Anschluls  an  Biemanns  Untersuchungen  ausgebildet  worden  (1863 — 66), 
und  ihr  Verdienst  ist  es  vor  allem,  die  überaus  grofse  Fruchtbarkeit 
der  neuen  Anschauungen  für  die  Lehre  von  den  höheren  algebraischen 
Kurven  aufgedeckt  zu  haben;  späterhin  haben  aber  Brill  und  Noether 
auch  den  Zusammenhang  mit  den  transcendenten  Begriffsbildungen 
völlig  gelöst  und  so  eine  selbständige  und  elementare  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  entwickelt  (seit  1871).  Dieselbe  geht  von  den 
in  der  analytischen  Geometrie  hergeleiteten  Schnittpunktsätzen  der  Kurven 
aus,  nach  welchen,  wenn  eine  Kurve  f{xy  y)  =  0  durch  den  Schnitt  der 
Kurven  9(0:,  y)  =  0  und  ^(a:,  y)  =  0  hindurchgeht,  eine  Identität  der  Form 

f{^7  y)=^9(?^,  y)v{^7  y)  +  ä(^,  y)  *  {x,  y) 

besteht,  wo  auch  g  und  h  ganze  Funktionen  von  x  und  y  sind.  Es 
werden  nun,  da  diese  Identität  zunächst  nur  für  den  Fall  einfacher 
Schnittpunkte  der  beiden  Kurven  9  =  0  und  ^  =  0  erweisbar  ist,  in 
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dieses  Zieles  geht  Riemaim  von  der  konformen  Abbildung  der  Flachen 
aus,  welche  durch  die  Funktionen  einer  komplexen  Yariabeln  rer- 
mittelt  wird,  und  erweitert  ein  von  Gauss  und  Dirichlet  in  der 
Potentialtheorie  angewendetes  Prinzip  so,  daCs  es  zur  Gharakterisierong 
analytischer  Funktionen,  also  beispielsweise  auch  zur  eindeutigen  Be- 
stimmung Abelscher  Integrale  brauchbar  wird.  Dieses  sogenannte 
Dirichletsche  Prinzip  ist  aber  in  der  einfachen,  von  Riemann  her- 
rührenden Form  als  imstreng  erkannt,  in  derjenigen  Gestalt  hinwiedemm, 
in  welcher  es  den  heutigen  Anforderungen  der  Wissenschaft  genügt^ 
weit  davon  entfernt,  einfach  zu  sein,  weil  es  umständliche  Grenx- 
prozesse  zu  seinem  Nachweise  erfordert  Es  kann  daher  keinem  Zweifel 
unterliegen,  daGs  das  Prinzip,  so  wertvoll  es  fBr  die  Beherrschung 
höherer  Funktionsklassen  ist,  doch  in  einem  elementaren  und  direkter 
Untersuchung  zu^Lnglichen  Wissenszweige  keinen  Platz  verdient 
Hieraus  ergiebt  sich  vor  allem  das  neue  und  bei  Riemann  ungelöste 
Problem,  die  Integrale  der  drei  Gh^ttungen,  deren  Existenz  durch  dae 
Dirichletsche  Prinzip  erwiesen  wird,  mit  Hilfe  rein  algebraischer 
Methoden  auch  wirklich  aufzustellen. 

Mit  dem  eben  erörterten  Übelstande  hangt  ein  zweiter,  nicht 
minder  wesentlicher  eng  zusammen.  In  der  Theorie  Riemanns  e^ 
scheinen,  ihrem  transcendenten  Ursprung  entsprechend,  die  Abelschen 
Integrale  überall  ab  das  prius;  die  Funktionen  des  Körpers,  welche 
doch  Bchlie&lich  das  primitive  Objekt  der  Untersuchung  sind,  werden 
aus  jenen  abgeleitet,  ihre  Existenz  also  ebenfalls  nur  erschlossen. 
Daher  kommt  es,  dafs  die  ausschließliche  Anwendung  der  Riemann- 
sehen  Prinzipien  überall  da,  wo  es  sich  um  Ergründung  rein  alge- 
braischer Gesetze  oder  um  die  Bildung  der  in  ihrer  Existenz  erwiesenen 
Funktionen  handelt,  schwerfällig  und  künstlich  wird,  wenn  sie  nicht 
geradezu  versagt.  Diese  Behauptung  haben  wir  an  dem  Beispiele  des 
Riemann -Rochschen  Satzes  in  ausführlichem  Zusammenhange  begründet 
(§  3  der  zweiundzwanzigsten  Vorlesung),  und  sie  lielse  sich  auch  an 
anderen  Stellen  in  gleicher  Weise  bestätigen. 

Fassen  wir  also  die  historischen  Darlegungen  dieses  und  des  vorigen 
Abschnittes  zusammen,  so  hat  sich  ergeben,  dafs  die  Fundamentalsatze 
unserer  Theorie  erst  im  Zusammenhange  mit  höheren  Problemen  und 
demgemäfs  auch  zunächst  mit  transcendenten  Methoden  erworben 
worden  sind  und  dafs  die  Methodik  der  Algebra  weit  hinter  der  der 
Analysis  zurückblieb.  Es  bleibt  daher  jetzt  noch  zu  erörtern,  welche 
Schwierigkeiten  einer  elementaren  und  rein  algebraischen  Untersuchung 
entgegenstanden  und  aof  welchen  Wegen  ihre  Überwindung  gesucht 
werden  konnte. 
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§3. 

Znr  Begründung  einer  elementaren  Theorie  der  algebraischen  Funk- 
tionen bieten  sich  im  wesentlichen  drei  verschiedene  Wege  dar^  welche 
kurz,  wenn  auch  nicht  ganz  vollständig  als  die  fonktionentheoretische, 
die  geometrische  und  die  arithmetische  Methode  bezeichnet  werden  können. 

Die  erste  von  diesen  Methoden  ist  von  Weierstrafs  in  engem 
Anschlnis  an  seine  allgemeine  Theorie  der  analytischen  Funktionen  aus- 
gebildet und  in  Vorlesungen  (1869 — 80)  ausführlich  entwickelt  worden.  Sie 
legt  daher,  ebenso  wie  die  hier  vorgetragene  Darstellung,  ab  Fundament 
die  Lehre  von  der  Beihenentwickelung  und  der  analytischen  Fort- 
setzbarkeit  der  algebraischen  Funktionen  zu  Grunde  und  gelangt  auf 
diesem  Fundamente  durch  rein  algebraische  Konstruktionen  zu  einer 
vollständigen  Durchdringung  der  das  ganze  Gebiet  beherrschenden 
Gesetze.  Sie  unterscheidet  sich  andererseits  von  der  unsrigen  auber 
durch  die  Durchführung  im  einzelnen  auch  in  prinzipieller  Hinsicht 
durch  Verzicht  auf  die  Anwendung  der  Biemannschen  Flache  und  die 
Lehre  von  den  Divisoren,  sowie  auf  alle  die  Hilfsmittel,  welche  durch 
diese  Grundbegriffe  an  die  Hand  gegeben  werden.  Ein  genauer  Ein- 
blick in  den  Weierstra&schen  Ideengang,  der  bisher  nur  mittelbar 
oder  auszugsweise  bekannt  geworden  ist,  ist  erst  möglich,  sobald 
die  in  Aussicht  gestellte  Veröffentlichung  jener  Vorlesungen  erfolgt 
ist;  aus  diesem  Ghrunde  muTs  eine  eingehendere  Vergleichung  der 
äimlichkeiten  und  Verschiedenheiten  beider  Theorien,  welche  in  vieler 
Beziehung  interessant  sein  würde,  vorläufig  noch  hinausgeschoben  werden. 

Die  geometrische  Methode,  welche  von  der  Theorie  der  algebraischen 
Kurven  ausgeht,  ist  zuerst  von  Glebsch  und  Gordan  noch  in  engem 
AnschlTirfl  an  Biemanns  Untersuchungen  ausgebildet  worden  (1863 — 66), 
und  ihr  Verdienst  ist  es  vor  allem,  die  überaus  gro&e  Fruchtbarkeit 
der  neuen  Anschauungen  für  die  Lehre  von  den  höheren  algebraischen 
Kurven  aufgedeckt  zu  haben;  späterhin  haben  aber  Brill  und  Noether 
auch  den  Zusammenhang  mit  den  transcendenten  Begriffsbildungen 
völlig  gelöst  und  so  eine  selbständige  und  elementare  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  entwickelt  (seit  1871).  Dieselbe  geht  von  den 
in  der  analytischen  Geometrie  hergeleiteten  Schnittpunktsätzen  der  Kurven 
aus,  nach  welchen,  wenn  eine  Kurve  f{xy  y)  =  0  durch  den  Schnitt  der 
Kurven  ^(a;,  y)  =  0  und  ^(a;,  y)  =  0  hindurchgeht,  eine  Identität  der  Form 

f{^y  y)=^9{^f  y)  9(^;  y)  +  ä(^,  y)  ^(a?,  y) 

besteht,  wo  auch  g  und  h  ganze  Funktionen  von  x  und  y  sind.  Es 
werden  nun,  da  diese  Identität  zunächst  nur  für  den  Fall  einfacher 
Schnittpunkte  der  beiden  Kurven  9  =  0  und  ^  =  0  erweisbar  ist,  in 
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dem  sogenannten  Noetherschen  Fundamentaltheoreme  die  notwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen  für  ihre  allgemeine  Giltigkeit  anf- 
gestellt,  hierauf  wird  die  Lehre  von  der  Eorresidoalitat  der  Pimkt- 
gruppen  auf  der  Kurve  (vgL  S.  434)  gegründet  und  aus  ihr  der 
Riemann-Bochsche  Satz  abgeleitet.  Der  Vorzug  dieser  Theorie  liegt 
vor  allem  in  der  Anschaulichkeit  der  geometrischen  VorstellungeD, 
welche  vielfach  eine  überaus  durchsichtige  Interpretation  der  zahlreich 
auftretenden  analytischen  Büdungen  gestatten. 

Dennoch  unterliegt  diese  Theorie  nach  unserer  Meinung,  soll  de 
anderenfalls  nicht  in  wichtigen  Spezialfällen  versi^en,  erheblichen 
Schwierigkeiten,  welche  mit  den  natürlichen  ihr  znr  YerfÜgnng 
stehenden  Hilfsmitteln  nicht  völlig  zu  überwinden  sind.  Es  li^  dies 
daran,  dafs  die  Möglichkeiten,  welche  beim  Schnitte  zweier  Eurvoi 
auftreten,  höchst  verwickelter  Natur  sein  können,  wenn  ein  Schnitt- 
punkt für  eine  oder  beide  Kurven  ein  singularer  ist.  Die  gemuie 
Bestimmung  der  Art  der  Singularität  und  der  Multiplizitat  des  Schnittes 
kann  alsdann,  wie  wir  gesehen  haben,  nicht  ausschliefslich  durch 
Bildung  von  Diskriminanten  und  Resultanten  gewonnen  werden,  weil 
diese  nur  Normen  sind  und  darum  zur  Charakterisierung  der  hier  in 
Betracht  kommenden  Divisoren  nicht  ausreichen  (vgl  S.  396),  sondern 
sie  erfordert  unter  allen  Umstanden  die  Aufstellung  der  zugehörigen 
Reihenentwickelungen  oder  eines  Äquivalentes  derselben,  durch  welches 
die  dem  Eurvenpunkte  entsprechenden  Punkte  der  Riemannschen  Flache 
voneinander  geschieden  und  ihre  Ordnungszahlen  festgestellt  werden. 
Zur  Vermeidung  dieser  Schwierigkeiten  gehen  die  Anhanger  der  rein 
geometrischen  Betrachtungsweise  von  gewissen  speziellen  Fallen  aus 
und  bedienen  sich  für  die  allgemeine  Untersuchung  des  Prinzips  der 
Auflösung  der  Singularitäten  mit  Hilfe  geeigneter  birationaler  Trans- 
formationen (vgl.  §§  1  und  2  der  vierundzwanzigsten  Vorlesung).  Dann 
aber  bietet  wieder  der  Nachweis  der  Auflösbarkeit  der  Singularitäten 
und  der  hierbei  unzerstörbaren  invarianten  BegrifiGsbildungen  für  eine 
strenge  und  ausnahmslos  giltige  Theorie  dieselben  Schwierigkeiten  wie 
jene  Bestimmung  der  Art  und  Ordnung  des  Eurvenschnittes;  hingegen 
kommen  diese  gänzlich  in  Fortfall,  wenn  man  so,  wie  das  hier  ge- 
schehen ist,  von  vornherein  den  geometrischen  BegrifiGsbildungen  die 
entsprechenden  algebraischen  zur  Seite  stellt  und  durch  die  konsequente 
Benutzung  der  Divisoren  die  sichere  Basis  dieser  Untersuchung  schafil 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Erörterung  der  dritten  Methode,  welche 
auf  arithmetischer  Grundlage  ruht  imd  darum  im  Gange  der  historisdien 
EntwickeluDg  am  spätesten  in  die  Erscheinung  getreten  ist.  Vergleicht 
man  die  Eigenschaften  der  Elemente  eines  algebraischen  Eörpers  K{e,  u) 
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mit  den  entsprechenden  der  Elemente  eines  rationalen  Körpers  K(js\ 
80  haben  beide  Arten  von  Funktionen  das  Gemeinsame^  daCs  sie 
(^eich  viele  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  besitzen;  sie  unterscheiden 
sich  aber  dadurch,  dafs  die  Nullpunkte  und  Pole  bei  den  rationalen 
Funktionen  willkürlich  angenommen  werden  dürfen,  bei  den  algebrai- 
schen in  gewisser  Weise  voneinander  abMngen.  Dieser  Unterschied 
ist  das  charakteristischeste  Merkmal  der  Theorie  der  algebraischen 
Funktionen  und  die  Quelle  fast  aller  der  dieses  Gebiet  beherrschenden 
Gesetzmäfsigkeiten;  er  macht  vor  allem  auch  für  die  Rechnung  mit 
den  Funktionen  eines  algebraischen  Körpers  die  Einführung  der  Divi- 
soren notwendig,  während  dieses  Hilfsmittel  im  Bereiche  der  rationalen 
Funktionen  entbehrt  werden  könnte,  weil  hier,  zwar  nicht  jedem  Prim- 
teiler selbst,  wohl  aber  dem  Quotienten  zweier  beliebiger  Primdivisoren 
eine  und  nur  eine  lineare  Funktion  von  e  entspricht 

Ein  ganz  ähnlicher  Unterschied  besteht  nun  in  der  Zahlentheorie 
zwischen  den  rationalen  und  den  algebraischen  Zahlen.  Ist  nämlich  l 
eine  algebraische  Zahl,  d.  h.  die  Wurzel  einer  Gleichung 

mit  rationalen  Zahlkoefßzienten,  und  £(S)  der  Körper  der  Zahlen, 
welche  aus  S  durch  Anwendung  der  vier  rationalen  Rechenoperationen 
hervorgehen,  so  kann  jedes  Element  von  K(]i)  ebenso  wie  eine  ratio- 
nale Zahl  in  Primfaktoren  zerlegt  werden;  aber  diese  Primfaktoren 
sind  hier  im  allgemeinen  nicht  Zahlen,  sondern  Divisoren,  d.  h.  sie 
können  nur  als  „ideale^'  gemeinsame  Teiler  mehrerer  Zahlen  oder  durch 
Adjunktion  formaler  Bildungen,  die  aulserhalb  des  Bereiches  £(|) 
liegen,  dargestellt  werden.  Die  grofsen  durch  diese  Eigentümlichkeit 
entstehenden  Schwierigkeiten  wurden  für  Zahlkörper  durch  die  Unter- 
suchungen von  Kummer,  Kronecker  und  Dedekind  überwunden. 
Diese  Analogie  wurde  aber  auch  fQr  Dedekind  und  Weber  der 
Ausgangspimkt  für  eine  völlig  strenge,  mit  rein  arithmetischen  Begriffs- 
bildungen operierende  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  (1880),  durch 
welche  im  Zusammenhange  mit  allgemeineren,  aber  im  einzelnen 
weniger  tief  eindringenden  Untersuchungen  Kroneckers  ein  weit- 
gehender Parallelismus  in  den  grundlegenden  Gesetzen  der  beiden  dem 
Gegenstande  nach  so  verschiedenen  Theorien  offenbart  wurde. 

Aus  einer  Neubegründung  und  Fortbildung  dieser  arithmetischen 
Theorieen  sind  die  hier  vorliegenden  Vorlesungen  erwachsen.  Sie 
unterscheiden  sich  aber  von  der  Theorie  von  Dedekind  und  Weber 
aoÜBer  in  der  Durchführung  im  einzelnen  auch  in  verschiedenen  Punkten 
von  allgemeiner  methodischer  Bedeutung,  welche  hauptsächlich  unter 
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drei  Gesichtspunkte  subsumiert  werden  können.  Erstens  f&hren  sie 
von  vornherein  wieder  das  prinzipielle  Hilfsmittel  der  Beihenentwicke- 
lungen  ein^  welches  zunächst  in  arithmetischer  Gestalt  auftritt,  bald 
aber  auch  dazu  dient,  den  Zusammenhang  mit  der  Lehre  von  den 
analytischen  Funktionen  und  von  der  Riemannschen  Flache  von  Anfang 
an  aufrecht  zu  erhalten;  hierdurch  wird  es  auch  ermöglicht,  alle  aaf- 
tretenden  Gröfsen,  z.  B.  auch  das  Fundamentalsystem  eines  Moduls  oder 
Ideab  und  die  sämtlichen  Integrale  erster  Gh^ttung,  für  ein  ganz  beliebiges 
algebraisches  Gebilde  wirklich  herzustellen  und  die  charakteristischen 
Eigenschaften  des  Fundamentalsystems  eines  Ideab  yollstandig  an- 
zugeben (vierzehnte  Vorlesung).  Zweitens  befreien  sie  die  im  Mittel- 
punkte der  ganzen  Untersuchung  stehende  Lehre  von  den  Divisoren 
von  der  Gebundenheit,  die  ihr  noch  eigen  war,  indem  überall  auber 
den  ganzen  auch  die  gebrochenen  Divisoren  eingeführt  werden,  indem 
femer  die  Klasseneinteilung  ebenfalls  auf  diese  gebrochenen  Diviacren 
bezogen  und  hierdurch  erhebUch  vereinfacht  wird,  endUch  indem  doicb 
geeignete  Definitionen  äquivalente  Divisoren  auliser  der  Multiplikation  und 
Division  auch  der  Rechenoperation  der  Addition  und  Subtraktion  zugang- 
lich gemacht  werden;  hierdurch  kann  vor  allem  auch  der  Beweis  des 
Biemann-Bochschen  Satzes  ganz  aulserordentlich  vereinfEKiht  werden. 
Drittens  wird  auf  der  so  gewonnenen  Grundli^e  die  algebraische  ünte^ 
suchung  nunmehr  weitergeführt  bis  zu  dem  Punkte,  wo  sie  mit  der 
Theorie  der  algebraischen  Kurven  und  der  der  Abelschen  Integrale  in  leb- 
hafte Wechselbeziehung  tritt;  dies  hat  u.  a.  zu  der  neuen  Einführung  der 
Yerzweigungsdivisoren  einer  Schar,  einer  auf  arithmetischer  Grundlage 
ruhenden  Behandlung  der  Eurvensingularitäten,  einer  im  wesentlichen 
neuen  Grundlegung  der  Theorie  der  Baumkurven,  und  zu  tiefer  ein- 
dringenden Untersuchungen  über  die  Klassen  algebraischer  Gebilde 
und  die  Periodizität  der  Abelschen  Integrale  AnlaJjs  gegeben.  Es  war 
unser  Wunsch  dabei,  der  arithmetischen  Theorie  neben  der  ihr  von 
Natur  eigentümlichen  Strenge  und  Allgemeinheit  auch  diejenige  Ge- 
schmeidigkeit zu  geben,  welche  sie  vor  Einseitigkeit  bewahrt  und  f&r 
die  Erfüllung  der  zahlreichen  ihr  obliegenden  Aufgaben  fähig  macht 
Um  dies  an  einem  Beispiele  darzulegen,  werde  hier  erwähnt,  da& 
die  Lehre  von  den  Divisoren  mit  der  von  Klein  ausgebildeten 
Theorie  der  homogenen  Formen  am  algebraischen  Gebilde  in 
innigsten  Zusammenhang  tritt  und  für  diese  einen  einfachen  und 
von  transcendenten  Hilfsmitteln  freien  Boden  gewinnt  Eine  in  diesem 
Sinne  ausgestaltete  arithmetische  Theorie  vermag  aber  nach  unsere 
Meinung  ohne  Mühe  überhaupt  jede  Bereicherung  in  sich  aufrunehmen, 
die  ihr  von  irgend  einer  Seite  her  zugeführt  wird. 
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Methode  der  Randintegration  348. 
Moduln 
von  Funktionen  des  Körpers  K  (ir,  u)  159. 
additive  Moduln  von  Zahlen  498. 
Periodizitätsmodul  288.  888.  840.  644. 

657. 
Moduln  einer  Klasse  algebraischer  Ge- 
bilde 514. 527. 528. 584. 589. 548. 561. 
Multiplikator,    der   zur   Klasse   Q    ge- 
hörige 252. 

Ifennerdivisor  148. 

Noethers   Satz  über  die  Potenzen   der 

Differentialklasse  502. 
Norm 
einer  Gröfse  des  Körpers  117. 
eines  Divisors  158. 
eines  Ideals  221. 
Normale  Systeme  für  eine  Stelle  {z^cc)lßl. 
Normalform  einer  alternierenden  Form 

686. 
Normalglcichungen 
Definition  528. 

spezielle  Normalgleichungen  518.  520. 
625.  680.  585.  589.  549.  557. 
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Normierung 

algebraische  348.  670.  598. 

transcendente  848. 
Nullatelle 

bei  rationalen  Funktionen  8. 

bei  algebraischen  Funktionen  75. 

Ordnung 

eines  Körpers  188. 

eines  Divisors  147. 

einer  algebraischen  Funktion  156. 

einer  Diyisorenklasse  252. 

des  Zusammenhangs  der  Biemannschen 
Fläche  828.  568. 
Ordnungszahlen 

bei  rationalen  Funktionen  3. 

bei  algebraischen  Funktionen  144.  248. 

Partialbruchzerlegung 

fOr  rationale  Funktionen  16. 
für    Differentialteiler    und    Abelsche 
Integrale  315.  860. 
Partialsjstem   von   der  Ordnung  q  für 

den  Punkt  )B„  207. 
Perioden 
von  Integralen  rationaler  Funktionen 

282. 
von  Abelschen  Integralen  821.  388.  340. 

644.  657. 
logarithmische  und  cyklische  Perioden 
340.  657.  658. 
Periodenrclationen  348.  650.  656. 
Periodenwege  336.  614.  617. 
Periodizitatsmoduln  283.   338.  340.  644. 

657. 
Plückersche  Formeln  439.  440.  443.  446. 

459.  463.  464.  465. 
Pol 

einer  rationalen  Funktion  3. 
einer  algebraischen  Funktion  111. 
Primdivisor  6.  46. 

Primfanktionen,  transcendente  166.  660. 
Primitive  Divisorenklassen  268. 
Produkt 
zweier    Substitutionen     oder    Trans- 
formationen 106.  499. 
zweier  Matrizen  126. 
zweier  Bilinearformen  631. 
zweier  Divisorenklassen  268. 
Projektionen  der  Kurven  468.  603. 


Punkte 
kritische  29. 
einer  Riemannschen  Fläche  99. 

Yerzweigungspunkte  100.  139.  140. 

koigugierte  Punkte  101.  157. 

Gewicht  eines  Punktes  494. 
einer  algebraischen  Kurve  869. 

I^erschnitt  826. 

Quotient  srweier  Divisorenklassen  368. 

Rationale  Kurven  466.  529. 
Raumkurven  s.  Kurve. 
Reciproke  Systeme  129. 
Reduktible  Funktionen  110. 
Reduzierte  Elementarteiler  186.  19S. 
Regpilärer  Bereich  der  Gleichung  29. 
Regpilärer  Teil  der  Beihenentfrickelnng 

57. 
Beguläres  Verhalten  der  Integralfunktion 

276. 
Belative  Primdivisoren.  149. 
Besiduum    des    DifferentialB    für  eine 

Stelle  271.  289.  841.  649. 
Bestsatz  485. 

Biemann-Bochscher  Satz  804.  864. 
Biemannsche  Kugelfläche 

Definition  99. 

Konstruktion  96. 

zusammenhängende    und    zerfallende 
Flächen  108. 

Zusammenhang  326.  568. 

Ordnung  des  Zusammenhangs  328. 563. 

ihre  Verzweigung  196. 

ihre  Zerschneidung  331.  640. 

zweiblättrige  Flächen  196.  334.  4^5. 
630.  649.  695.  688. 

dreiblättrige  Flächen  197.  662.. 

vierblättrige  Flächen  201. 

Biemannsche    Fläche    einer    binomi- 
schen Gleichung  194. 
Rückkehrpunkt  einer  Kurve  376. 

S^chnabelspitze  einer  Kurve  377. 
Selbstberührungspunkt  einer  Kurve  377. 
Singulare     Stelle     einer     analytischen 

Funktion  23. 
Singularitäten 

einer  ebenen  Kurve  870. 

einer  Baumkurve  460.  467.  478. 

einzweigige  imd  mehrzweigige  373. 
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Spnr  einer  Gröfse  des  Körpers  117. 411. 668. 
SteUe 
endliche  und  unendlich  ferne  Stellen  2. 
singulare   Stellen   einer  analytischen 

Funktion  2S. 
regpiläre  Stellen  einer  Gleichung  29. 
logarithmische  Stellen  der  Integral- 
funktion 270.  288. 
Substitutionen  106. 
Substitutionsgmppen  107. 
Symmetrische  Form  629. 
Symmetrische  Funktionen  derOleichungs- 

wurzeln  26.  66. 
Systeme 

a)  quadratische  Systeme  126.  628. 

Elementarsysteme  128. 
reciproke  Systeme  129. 
komplementäre  Systeme  ISS. 
komplementäre      algebraische 
Systeme  226. 

b)  von  Integralen  zweiter  Gattung 

reduktibele  imd  irreduktibele574. 
Fundamentalsysteme  672.  676. 

c)  von  Periodenwegen 

abhängige    und    unabhängige 

Systeme  617.  626. 
Fundamentalsysteme  624. 

Tangentialkoordinaten  einer  Divisoren- 

schar  468. 
TeUbarkeit 

durch  einen  rationalen  Divisor  14. 
durch  einen  algebraischen  Divisor  146. 
147. 
Teiler  s.  auch  Divisor. 
Teiler  einer   algebraischen  Funktion 

für  die  Stelle  {z  =  ce)  166. 
Teiler  eines  Körpers  138. 
gröfster   gemeinsamer   Teiler    zweier 

Divisoren  148. 
Teiler  der  Divisorenklasse  267.  266. 
aufserwosentlicher    und    wesentlicher 
Teiler     der     Diskriminantc     der 
Kurvengleichung  394.  396. 
Teilerfremde  Divisoren  149. 
Transformation 

Elementartransformation  161. 
eindeutige  oder  birationale  Transfor- 
mation d.  Körpers  236.  416.484. 628. 


Transformation 
lineare  Transformation  der  Perioden 

666. 
Transformation  des  Gebildes  in  sich 

498.  601.  630.  637.  644. 

Überdeckungen,  einfache  und  mehrfache 

608. 
Übergänge,  positive  und  negative  286. 

838.  608. 
Ufer,  linkes  und  rechtes,  eines  Schnittes 

94.  283.  882. 
Umgebung 
eines  Punktes 
der  Kugelfläche  12. 
der  Biemannschen  Fläche  99. 
eines  Punktsystems  der  Kugelfläche  12. 
Umkehrproblem  692.  696. 
Umlauf,  UmlaufiBkurve  80.  106.  281.  104. 

106. 
Unendlichkeitsstelle 
bei  rationalen  Funktionen  3. 
bei  algebraischen  Funktionen  111. 
Unterkörper  138. 

ITertauschungssatz  der  DifiTerentiale  694. 
Vertauschung  von  Parameter  und  Argu- 
ment 

bei  Integralen  zweiter  Gattung  366. 604. 
bei   Integralen   dritter   Gattung  368. 
601.  608. 
Vertauschungssystem  128. 
Yerzweigungsdivisoren 
der  Biemannschen  Fläche  219.  249. 
einer  Schar  440. 

ihre  Darstellung  464. 
der  Hauptkurve  489. 
Verzweigungspunkt   der    Biemannschen 

Fläche  100. 
Vcrzweigungszahl  219.  226. 

Weierstrafs-Punkte  490.  498.  641.  648. 

669. 
Windungspunkt  der  BiemannschenFläche 

100. 
Wurzeln  der  Gleichung  /"(u,  e)  =  0  63.  65. 

Zählerdivisor  148. 


Berichtigungen. 


S.    5  Z.    1  V.  0.  lies  „welcher"  statt  „welche". 

„  16  „  15  V.  u.  lies  (e  —  cc^)  statt  (0  =  0^). 

„  29  „  16  V.  ü.  ist  zu  der  Gleichung  die  Nr.  (2)  hinzuzufügen. 

„  S6  „  14  V.  o.  lies  ^  statt  ^. 

„  86  „    2  V.  u.  ist  hinter  „Reihe"  der  Buchstabe  u  ausgefallen. 

„  61   „    9  V.  u.  lies  9(o  ^^  ^• 

„    64  „    8  V.  u.  lies  (c  — «o)^9oW  statt  (e  — eo)^9^oW- 
„    64  „    2  V.  u.  ist  9o  hinzuzufOgen. 

„    69  „    7  V.  u.  lies  («  — a)"«  statt  ß  —  a. 
„    63  „    4  V.  0.  lies  fi%^i,z)  statt  fiu^.z). 

„    64  „    7  V.  u.  lies  (e  —  a)^  statt  {z  —  cc^)^. 

„  107  „  18  y.  u.  ist  91  durch  B  zu  ersetzen. 

4,  127  „  4  V.  0.  und  S.  182  Z.  9  v.  u.  ist  unter  dem  Summenzeichen  der  Buch- 
stabe e  durch  c  zu  ersetzen. 

„  188  „  14  Y.  0.  ist  das  Wort  „endliche"  fortzulassen. 

„168  „15  V.  u.  hinter  „Divisor"  ist  einzuschalten  „nie  mehr,  als". 

„  162  „  14  V.  0.  hinter  „von  j?"  ist  einzuschalten  „sind". 

„  209  „  16  V.  u.  Ues  ^(«4-64-<4-i)  gtatt  ,,(«  +  *  +  .- 1). 

„  216  „    4  V.  0.  ist  vor  „jeder"  einzuschalten  „an". 

„  281   „    7  V.  u.  lies  S.  218  statt  8.  248. 

„  282  „  16  V.  u.  lies  n>  statt  n. 

„  287   „    1  V.  u.  lies  y  statt  y. 

„  241   „    4  V.  0.  lies  ft*  statt  fi^  und  Z.  3  v.  u.  lies  D(x,a,b)  statt  D(w^a^b). 

„  269   „  10  v.  o.  lies   „eines    rationalen    Differentiales"    statt    „einer     rationalen 

Funktion  von  ir". 

„  283   „    3  V.  u.  lies  p^^^  statt  p^\ 

,,  286   ,,    6  V.  u.  sind  die  Differentiale  und  z^  dz  zu  vertauschen. 

„  311  „  16  v.  0.  lies  ^^  +  ^  statt  $^-^ 

„  337  „     8  V.  u.  lies  w(9^)-h-{^^)  statt  a)(^^)~fl>(¥p. 

„  338  „     6  V.  o.  lies  a(^)  statt  ö)(¥). 

„  339  „    4  V.  u.  lies  „linken"  statt  „rechten". 

„  367  „  19  V.  o.  Ues  cd'^^o^CO)  statt  di^^c^(Q,). 

384  „  11  V  o.  lies  (4)  statt  (3). 

394  „     9  u.  10  V.  u.  lies  ZZj,  statt  Zä;,,. 

395  „     6  V.  o.  lies  §  3  statt  §  2. 
520  „    2  V.  u.  lies  (6)  statt  6. 
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